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ПЛАСТИЧНОСТЬ МАТЕРИАЛОВ ПРИ ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫХ  

И НЕПРОПОРЦИОНАЛЬНЫХ ЦИКЛИЧЕСКИХ НАГРУЖЕНИЯХ 

В.С. Бондарь, Д.Р. Абашев, В.К. Петров 

Московский политехнический университет, Москва, Россия 

О   СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 
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 Рассматривается математическое моделирование упругопластического деформиро-
вания материалов при пропорциональных (простых) и непропорциональных (сложных) 
циклических нагружениях. В частности, весьма простой вариант теории пластичности,
являющейся частным вариантом теории неупругости. Вариант теории пластичности отно-
сится к классу одноповерхостных теорий течения при комбинированном упрочнении. 
Область применимости варианта теории пластичности ограничивается малыми дефор-
мациями начально изотропных металлов при температурах, когда нет фазовых превра-
щений, и скоростях деформаций, когда динамическими и реологическими эффектами 
можно пренебречь. Рассматриваются материалы, обладающие эффектом дополнитель-
ного изотропного упрочнения при непропорциональном циклическом нагружении. Приво-
дятся результаты расчетных и экспериментальных исследований упругопластического 
деформирования и усталостного разрушения материалов при разнообразных непропор-
циональных циклических нагружениях. На основе анализа результатов эксперименталь-
ных исследований деформирования материалов в условиях жесткого несимметричного
циклического нагружения формулируется принцип симметрии циклических свойств. При-
водятся следствия из принципа симметрии для мягких несимметричных циклических
нагружений. Рассматриваются расчетные и экспериментальные результаты исследова-
ния процессов несимметричных циклических нагружений. Адекватное описание процес-
сов сложного нагружения, эффектов дополнительного изотропного упрочнения и вышаги-
вания (ratcheting), а также процессов разрушения в рамках одного, довольно простого
варианта теории пластичности, является несомненным достоинством рассматриваемого 
математического моделирования. Причем число материальных функций (в данном слу-
чае 14 параметров и 1 функция) значительно меньше числа материальных функций и
параметров, замыкающих современные теории. К тому же базовый эксперимент и метод 
идентификации материальных функций рассматриваемого варианта теории пластично-
сти четко определены и являются достаточно простыми и легко реализуемыми. Сравне-
ние результатов расчетов и экспериментов говорит об адекватности предложенного ма-
тематического моделирования. 

 
© ПНИПУ

Ключевые слова: 

пластичность, циклическое  
нагружение, микронапряжения, 
дополнительное упрочнение, 
посадка петли, вышагивание  
петли, повреждение. 

 

                                                 
 Бондарь Валентин Степанович – доктор физико-математических наук, профессор, заслуженный деятель науки РФ,  
e-mail: v.s.bondar@mospolytech.ru 
Абашев Дмитрий Рустамович – кандидат физико-математических наук, доцент, e-mail: tm@mospolytech.ru 
Петров Владимир Кириллович – кандидат технических наук, доцент, e-mail: tm@mospolytech.ru 
 
Valentin S. Bondar – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, e-mail: v.s.bondar@mospolytech.ru 
Dmitriy R. Abashev – CSc in Physical and Mathematical Sciences, Associate Professor, e-mail: tm@mospolytech.ru 
Vladimir K. Petrov – CSc in Technical Sciences, Associate Professor, e-mail: tm@mospolytech.ru 



Bondar V.S., Abashev D.R., Petrov V.K. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2017) 53-74 

54 

PLASTICITY OF MATERIALS UNDER PROPORTIONAL  

AND NONPROPORTIONAL CYCLIC LOADING  

V.S. Bondar, D.R. Abashev, V.K. Petrov 

Moscow Polytechnic University, Moscow, Russian Federation 

ARTICLE  INFO  ABSTRACT 

Received: 21 June 2017 
Accepted: 22 August 2017 
Published: 30 September 2017 

 The mathematical modeling of elastoplastic deformation of materials under proportional 
(simple) and nonproportional (complex) cyclic loading is considered. In this paper we consider
a very simple version of the theory of plasticity, which is a particular version of the theory of
inelasticity. The version of the theory of plasticity refers to the class of single-reversed flow 
theories with a combined hardening. The applicability range of the version of the theory of
plasticity is limited to small deformations of initially isotropic metals at the temperatures without 
phase transformations and strain rates, when dynamic and rheological effects can be neglect-
ed. Materials with the additional isotropic hardening effect under nonproportional cyclic loading
are considered. The results of computational and experimental studies of the elastoplastic 
deformation and fatigue destruction of materials are presented for various nonproportional
cyclic loadings. Based on the analysis of the experimental results related to the material de-
formation under rigid asymmetrical cyclic loading, the principle of the symmetry of cyclic prop-
erties is formulated. Corollaries are given from the principle of symmetry for soft asymmetric
cyclic loads. The calculated and experimental results of investigating the asymmetric cyclic
loading are given. An adequate description of the processes of complex loading, the effects of
the additional isotropic hardening and ratcheting, as well as the destruction processes within
the framework of a single, rather simple version of the theory of plasticity are the obvious ad-
vantages of the mathematical modeling under consideration. Meanwhile the number of the
material functions (in this case 14 parameters and 1 function) is much less than the number of
the material functions and parameters that finalize modern theories. In addition, the basic 
experiment and the method of identifying the material functions of the considered version of
the theory of plasticity are clearly defined and are fairly simple and easily implemented. The
comparison of the calculation and experimental results indicate the adequacy of the proposed 
mathematical modeling. 
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Введение 

 
Развитие теории пластичности и разработка определяющих уравнений до восьмидеся-

тых годов прошлого столетия шли «спокойным эволюционным путем» [1]. Неожиданности 
начались, когда при экспериментальных исследованиях [2–24] непропорционального (слож-
ного) циклического нагружения некоторых нержавеющих сталей было обнаружено весьма 
сильное упрочнение – более чем в два раза по сравнению с упрочнением при пропорцио-
нальном циклическом нагружении. Это явление, названное эффектом дополнительного изо-
тропного упрочнения, не описывалось ни одной теорией. 

Впервые описание этого эффекта было предпринято в работах [5–9]. Дальнейшее разви-
тие этого подхода содержится в работах [10–27]. Но в каждой работе параметр, реагирующий 
на степень непропорциональности нагружения, был разным. Определенные соображения о 
параметрах непропорциональности приводятся в работе [1], а обоснование выбора параметра 
непропорциональности предпринято в работе [28]. Наиболее полное обоснование выбора па-
раметра непропорциональности на критериях соответствия эффектам непропорционального 
нагружения, полученным при экспериментальных исследованиях, а также уравнения, описы-
вающие эти эффекты, содержатся в работах [29–31]. 

При несимметричных жестких циклических режимах нагружения конструкционных 
сталей и сплавов первоначально несимметричная петля пластического гистерезиса в про-
цессе деформирования стремится стать симметричной, т.е. осуществляется так называе-
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мая «посадка» петли пластического гистерезиса. При нестационарных несимметричных 
жестких циклических нагружениях имеет место эффект малого цикла в большом, заклю-
чающийся в том, что петля малого несимметричного цикла практически возвращается в 
ту же начальную точку, из которой и начался малый цикл. При несимметричных цикли-
ческих как пропорциональных мягких, так и непропорциональных мягких и смешанных 
режимах нагружения конструкционных сталей и сплавов происходит одностороннее на-
копление деформации (вышагивание петли пластического гистерезиса ratcheting), интен-
сивность которого увеличивается с возрастанием несимметричности процесса нагруже-
ния. Явления посадки и вышагивания петли пластического гистерезиса являются следст-
вием принципа симметрии циклических свойств материалов. Принцип и следствие 
говорят, что при жестком несимметричном циклическом нагружении напряженное со-
стояние стремится к напряженному состоянию, соответствующему симметричному цик-
лическому нагружению, а при мягком несимметричном циклическом нагружении дефор-
мированное состояние должно увеличивать свою несимметричность. Математическое 
моделирование явлений посадки и вышагивания предпринималось в большом количестве 
работ, обзор и анализ которых содержится в [32–50]. В данной работе рассматривается 
математическое моделирование этих явлений на основе варианта одноповерхностной 
теории пластического течения при комбинированном упрочнении. Смещение поверхно-
сти нагружения описывается на основе модели Новожилова–Шабоша, подразумевающей, 
что полное смещение есть сумма смещений, для каждого из которых имеет место свое 
эволюционное уравнение. Здесь в качестве первого эволюционного уравнения, описы-
вающего смещение первого типа, принимается уравнение Ишлинского–Прагера, обоб-
щенное согласно принципу симметрии циклических свойств [31] на процессы вышагива-
ния. В качестве эволюционного уравнения, описывающего смещение второго типа, при-
нимается уравнение Армстронга–Фредерика–Кадашевича. Гипотеза Новожилова–
Шабоша совместно с эволюционными уравнениями Ишлинского–Прагера и Армстронга–
Фредерика–Кадашевича эквивалентны эволюционному уравнению с трехчленной струк-
турой, применяемому в теории неупругости [29]. 

Разрушение конструкционных сталей и сплавов при несимметричных циклических 
нагружениях мало зависит от несимметричности в условиях жесткого нагружения и су-
щественно зависит от несимметричности при мягком нагружении. При нестационарных 
циклических нагружениях переход с меньших амплитуд деформации (напряжения) на 
большую увеличивает суммарную долговечность а переход с большей амплитуды на 
меньшую уменьшает суммарную долговечность, по сравнению с долговечностью, соот-
ветствующей правилу линейного суммирования повреждений. Для описания этих явле-
ний формулируются кинетические уравнения накопления повреждений, где в качестве 
энергии, расходуемой на создание повреждений в материале, принимаются работа доба-
вочных напряжений (остаточных микронапряжений, тензор смещения) на поле пластиче-
ских деформаций. Приводятся результаты расчетных и экспериментальных исследований 
упругопластического деформирования и усталостного разрушения материалов при разно-
образных непропорциональных циклических нагружениях. На основе анализа результа-
тов экспериментальных исследований деформирования материалов в условиях жесткого 
несимметричного циклического нагружения формулируется принцип симметрии цикли-
ческих свойств. Приводятся следствия из принципа симметрии для мягких несимметрич-
ных циклических нагружений. Рассматриваются расчетные и экспериментальные резуль-
таты исследования процессов несимметричных циклических нагружений. 
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1. Математическое моделирование упругопластического деформирования 
 
В настоящей работе рассматривается весьма простой вариант теории пластичности [30, 

51, 52], являющейся частным вариантом теории неупругости [29, 31]. Вариант теории пла-
стичности относится к классу одноповерхостных теорий течения при комбинированном уп-
рочнении. Область применимости варианта теории пластичности ограничивается малыми 
деформациями начально изотропных металлов при температурах, когда нет фазовых пре-
вращений, и скоростях деформаций, когда динамическими и реологическими эффектами 
можно пренебречь. Рассматриваются материалы, обладающие эффектом дополнительного 
изотропного упрочнения при непропорциональном циклическом нагружении. 

Далее приводится сводка основных уравнений варианта теории пластичности. 
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Здесь , ,e p
ij ij ij      – тензоры скоростей упругой, полной и пластической деформаций;  

ije  – девиатор деформаций; , , ,ij ij ij ijs s a  – тензор напряжений, девиаторы напряжений, ак-

тивных напряжений и микронапряжений; p
u  – накопленная пластическая деформация;   – 

поврежденность; A  – параметр непропорциональности; maxC  – максимальный радиус по-

верхности нагружения. 
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Вариант теории пластичности замыкают следующие материальные функции, подлежа-
щие экспериментальному определению: 

,E   – упругие параметры; 

, ,ao aE    – параметры анизотропного упрочнения; 

,E EK n  – модули вышагивания; 

*( )p
p uC   – функция изотропного упрочнения; 

0W  – энергия разрушения при пропорциональном нагружении; 

n  – параметр нелинейности процесса накопления повреждений; 

0 1 0 1, , ,d d   – модули дополнительного изотропного упрочнения и разупрочнения; 

1W  – энергия разрушения при непропорциональном нагружении. 

Первые десять материальных функций определяются по результатам испытаний в усло-
виях пропорционального одноосного напряженного состояния. Базовый эксперимент в этом 
случае включает в себя следующий набор данных: 

– упругие параметры, которые определяются традиционными методами; 
– диаграмма пластического деформирования при растяжении; 
– диаграмма пластического деформирования при растяжении после предварительного 

сжатия; 
– данные по посадке петли пластического гистерезиса при несимметричном жестком 

циклическом нагружении; 
– данные по одноблочному и двухблочному циклическому растяжению-сжатию при по-

стоянном размахе пластической деформации: число циклов до разрушения и зависимость 
максимальных значений напряжений на цикле от числа циклов нагружения. 

Остальные пять материальных функций определяются по результатам испытаний при 
непропорциональном циклическом нагружении. Базовый эксперимент в этом случае включа-
ет в себя следующий набор данных: 

– диаграмма максимальных значений интенсивности напряжений на цикле maxu  от на-

копленной пластической деформации *
p
u  при пропорциональном циклическом нагружении; 

– диаграмма max *( )p
u u  при непропорциональном циклическом нагружении по траек-

тории деформаций в виде окружности до стабилизации дополнительного упрочнения 
и последующем пропорциональном циклическом нагружении до стабилизации разупроч-
нения; 

– данные по усталостному разрушению при непропорциональном циклическом нагру-
жении по траекториям деформаций в виде окружностей с различными радиусами. 

Метод идентификации материальных функций по данным базовых экспериментов под-
робно изложен в работах [29–31, 51]. Там же приведены материальные функции рассматри-
ваемых в настоящей работе сталей. 

Во всех работах [5–24], предпринимающих попытку описать эффект дополнительного 
изотропного упрочнения, используется параметр непропорциональности, предложенный Бе-

наллалом и Марки [5–9], 

2
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 

, соответствующий квадрату косинуса угла между 

векторами скоростей пластической деформации и скорости напряжения. В работах Коротких 
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и Маковкина [26,27] предлагается параметр непропорциональности 

2
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, рав-

ный квадрату косинуса угла между векторами скорости пластической деформации и скоро-
сти деформации. Как показано в работе [30], использование этих параметров не способно 
описать основную закономерность дополнительного изотропного упрочнения, заключаю-
щуюся в возрастании дополнительного упрочнения при циклическом нагружении по траек-
ториям деформаций в виде окружностей с увеличением радиусов окружностей. Эти парамет-
ры при возрастании радиуса практически не меняют свою величину, и при описании ими до-
полнительного изотропного упрочнения имеет место одинаковый уровень упрочнения при 
различных радиусах. Параметр, предложенный Кадашевичем и Мосоловым [25], 
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, равный квадрату косинуса угла между векторами скорости деформаций и 

скорости напряжений, прошел [28–30] полное обоснование соответствия закономерностям 
дополнительного изотропного упрочнения, что позволило использовать его при математиче-
ском моделировании упругопластических процессов непропорционального циклического 
деформирования. 

 
2. Дополнительное изотропное упрочнение при непропорциональных  
циклических нагружениях 

 
Вначале рассматриваются процессы упрочнения, т.е. когда траектории деформаций сле-

дуют в порядке возрастания степени непропорциональности нагружения, например крест, 
квадрат, окружность или окружности с возрастающим радиусом. Соответственно, и уровень 
дополнительного упрочнения на этих траекториях возрастает. На рис. 1 и 2 приведены ре-
зультаты экспериментов [5, 7, 20] (кружки) и расчетов (сплошные кривые) при нагружении 
по такого  типа  траекториям  деформаций.  Экспериментальные исследования  

 

Рис. 1. Нержавеющая сталь 316. Дополнительное изотропное упрочнение  
при циклическом пропорциональном и непропорциональном нагружении  

по траекториям деформаций с возрастающей степенью непропорциональности 
Fig. 1. Stainless steel 316. Additional isotropic hardening under cyclic proportional  

and disproportional loading along the deformation trajectories with an increasing degree  
of disproportionality 
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проводились на тонкостенных трубчатых образцах из нержавеющей стали 316, и нагру-
жение осуществлялось осевой силой и крутящим моментом (P, M – опыты) с контролем осе-
вой и сдвиговой деформаций при комнатной температуре. На рис. 2 кривая 1 соответствует 
расчету с учетом, а кривая 2 – без учета дополнительного упрочнения. Наблюдается более 
чем двукратное увеличение упрочнения за счет эффекта дополнительного изотропного уп-
рочнения. На рис. 1 при изменении направления пропорционального циклического нагруже-
ния (вначале знакопеременное кручение, а затем растяжение-сжатие) наблюдается эффект 
поперечного упрочнения – вначале дополнительное упрочнение, а затем медленное разру-
прочнение. Следует также отметить, что с увеличением радиуса окружности (см. рис. 2) сте-
пень непропорциональности нагружения возрастает и увеличивается дополнительное упроч-
нение, хотя и кривизна траектории деформаций уменьшается от траектории большой кри-
визны до траектории малой кривизны. Эти результаты говорят о том, что сложность 
процесса нагружения определяется не только кривизной траектории деформаций, но и рас-
положением траектории относительно начала координат (нулевого напряженно-
деформированного состояния). 

 

Рис. 2. Нержавеющая сталь 316. Дополнительное изотропное упрочнение  
при циклическом непропорциональном нагружении по траекториям деформаций  

в виде окружностей с увеличивающимся радиусом 
Fig.2. Stainless steel 316. Additional isotropic hardening under cyclic disproportional  

loading along the deformation trajectories in the form of a circumference with an increasing radius 

Далее рассматриваются процессы нагружения, в которых после упрочнения имеет место 
и разупрочнение. На рис. 3 приведены результаты расчета (сплошная кривая) и эксперимента 
[5,7] (кружки) при весьма сложном процессе циклического нагружения.  

Здесь имеет место увеличение уровня дополнительного упрочнения по мере возрастания 
степени непропорциональности при нагружении по траекториям деформаций в виде лучевой, 
восьмиступенчатой, четырехступенчатой, двухступенчатой, одноступенчатой, квадрата, ок-
ружности. Далее при нагружении по траекториям деформаций в виде квадрата, одноступен-
чатой, двухступенчатой, четырехступенчатой, восьмиступенчатой степень непропорцио-
нальности уменьшается и происходит разупрочнение. 

Расчетные и экспериментальные исследования дополнительного упрочнения и устало-
стного разрушения при непропорциональных циклических нагружениях в условиях растяже-
ния-сжатия и знакопеременность кручения проводились на нержавеющей стали 304 при 
комнатной температуре. На рис. 4 приведены результаты расчетов (сплошные кривые) и экс-
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периментов [53] (крестики, светлые и темные кружки, темные треугольники, ромбы и квад-
раты) по усталостному разрушению как при пропорциональных, так и при непропорцио-
нальных циклических нагружениях. Траектории деформаций циклических нагружений пока-
заны на рис. 4.  

 
Рис. 3. Нержавеющая сталь 316. Дополнительное упрочнение и разупрочнение  

при циклическом пропорциональном и непропорциональном нагружении по траекториям  
деформаций с возрастающей и убывающей степенью непропорциональности 

Fig. 3. Stainless steel 316. Additional hardening and softening under cyclic disproportional  
and disproportional loading along the deformation trajectories with an increasing  

and decreasing degree of disproportionality 

 

Рис. 4. Нержавеющая сталь 304. Усталостное разрушение при пропорциональных  
и непропорциональных циклических нагружениях 

Fig. 4. Stainless steel 304. Fatigue fracture under proportional  
and disproportional cyclic loadings 

Анализ расчетных и экспериментальных результатов показывает, что при одинаковом 
размахе деформаций непропорциональные циклические нагружения обладают бόльшим по-
вреждающим эффектом, нежели пропорциональные циклические нагружения и снижение 
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долговечности может достигать порядка. Влияние эффекта дополнительного упрочнения на 
усталостное разрушение при непропорциональном циклическом нагружении показано на 
рис. 5. Сплошная кривая 4 соответствует расчету с учетом эффекта дополнительного упроч-
нения, а кривая 5 – без учета этого эффекта. Темные кружки соответствуют эксперименту 
[53]. Из результатов, представленных на рис. 5, следует, что расчет без учета эффекта допол-
нительного упрочнения и зависимости энергии разрушения от степени непропорционально-
сти может привести как к завышению, так и занижению прогнозируемой долговечности по 
сравнению с реальной долговечностью материала, обладающего этим эффектом. 

 

Рис. 5. Нержавеющая сталь 304. Влияние учета эффекта дополнительного  
изотропного упрочнения на усталостное разрушение 

Fig. 5. Stainless steel 304. The influence of accounting the additional  
isotropic hardening effect on fatigue fracture 

 

Рис. 6. Нержавеющая сталь 304. Влияние дополнительного изотропного  
упрочнения на траекторию напряжений при деформировании по траектории  

деформаций в виде двойного квадрата 
Fig. 6. Stainless steel 304. The influence of the additional isotropic hardening  

on the trajectory of stresses during the deformation along the deformation trajectory  
in the form of a double square 



Bondar V.S., Abashev D.R., Petrov V.K. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2017) 53-74 

62 

Учет влияния дополнительного изотропного упрочнения демонстрируется на  
рис. 6–8, на которых показаны циклические диаграммы, рассчитанные с учетом (толстые 
кривые) и без учета (тонкие кривые) эффекта дополнительного упрочнения. Эксперимен-
тальные результаты [53] показаны светлыми кружками.  

 

Рис. 7. Нержавеющая сталь 304. Влияние дополнительного  
изотропного упрочнения на траекторию напряжений при деформировании  

по траектории деформаций в виде квадрата 
Fig. 7. Stainless steel 304. The influence of the additional isotropic hardening  

on the trajectory of stresses during the deformation along the deformation trajectory 
in the form of a square 

 

Рис. 8. Нержавеющая сталь 304. Влияние дополнительного изотропного упрочнения  
на траекторию напряжений при деформировании по траектории деформаций в виде окружности 

Fig. 8. Stainless steel 304. Influence of the additional isotropic hardening on the stresses trajectory  
under deformation along the deformations trajectory in the form of a circumference 

Наблюдается существенное количественное отличие циклических диаграмм, рассчитан-
ных с учетом и без учета эффекта дополнительного упрочнения при удовлетворительном ка-
чественном соответствии. 
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3. Принцип симметрии циклических свойств 
 

Рассматриваются результаты экспериментальных исследований деформирования мате-
риалов в условиях жесткого несимметричного (относительно нулевого напряженно-
деформированного состояния) циклического нагружения. Вначале рассматривается  
пропорциональное циклическое нагружение. На рис. 9 приведены циклические диаграммы 
для 1-го и 300-го циклов жесткого нагружения нержавеющей стали 12Х18Н9 при температу-
ре Т = 20 °С с амплитудой деформации 0,005a   и средней деформацией 0,045.m   Из-

менения максимальных   и минимальных   напряжений на цикле, а также среднего на-
пряжения цикла m  приведены на рис. 10. Кружками на этих рисунках показаны экспери-

ментальные результаты, полученные в НИИ Механики ННГУ [52]. 

 

Рис. 9. Нержавеющая сталь 12X18H9. Процесс деформирования 
Fig. 9. Stainless steel 12X18H9. Deformation process 

 

Рис. 10. Нержавеющая сталь 12X18H9. Изменения максимального,  
минимального и среднего напряжений при циклическом деформировании 

Fig. 10. Stainless steel 12X18H9. Alteration of maximal,  
minimal and average stresses under cyclic deformation 

Приведенные результаты показывают, что среднее напряжение цикла в процессе 
циклического нагружения уменьшается и стремится к нулю, а циклическая диаграмма 
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становится симметричной. То есть напряженное состояние стремится к напряженному 
состоянию, соответствующему симметричному циклическому нагружению. 

 

Рис. 11. Сталь 40X16H9Т2С. Траектория  
напряжений при циклическом деформировании  
по траектории деформаций в виде окружности  

со смещенным центром 
Fig. 11. Steel 40X16H9Т2С. Trajectory  

of stresses under cyclic deformation along 
the deformations trajectory in the form  
of a circumference with a shifted center 

Далее рассматриваются непропор-
циональные (сложные) циклические на-
гружения. На рис. 11 приведена траек-
тория напряжений для трех витков на-
гружения стали 40Х16Н9Г2С при 
температуре Т = 20 °С по траектории 
деформаций в виде окружности радиу-
сом 0,01 с центром, смещенным по оси 

1Э  на величину 0,009. Траектории де-

формаций и напряжений реализовыва-
лись в векторном пространстве Илью-
шина [54]. Кружками, треугольниками 
и квадратами на рис. 11 показаны экс-
периментальные результаты [55].  

Приведенные экспериментальные 
результаты показывают, что траектория 
напряжений стремится к окружности с 
центром в начале координат. То есть на-
пряженное состояние стремится к напря-
женному состоянию, соответствующему 
симметричному относительно начала ко-
ординат циклическому нагружению.  

Для пространственной траектории деформаций в виде плоского винта [56] изменения 
компонент вектора напряжений приведены на рис. 12 и 13. Исследование проводилось на 
образцах из стали 45 при температуре Т = 20 °С при нагружении по траектории деформа-

ций (рис. 12) с параметрами 10 0,015Э  , 20 0,0072Э   и 0,015R  . Кружками на рис. 12 

и 13 показаны экспериментальные результаты [56].  

 

Рис. 12. Сталь 45. Изменение компоненты вектора напряжений 2S   

при деформировании по траектории деформаций в виде плоского винта 
Fig. 12. Steel 45. Alteration of the stress vector component 2S  under  

deformation along the deformation trajectories in the form of a flat screw 
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Рис. 13. Сталь 45. Траектория напряжений  
при деформировании по траектории  
деформаций в виде плоского винта 

Fig. 13. Steel 45. Trajectory of stresses under  
deformation along the deformation trajectory  

in the form of a flat screw 

Рис. 14. Нержавеющая сталь 12X18H9.  
Определение модулей вышагивания 

Fig. 14. Stainless steel 12X18H9. 
Determination of the ratcheting modules 

Приведенные экспериментальные результаты показывают, что траектория напря-
жений стремится к окружности с центром в начале координат. Это следует из того,  

что компонента вектора напряжений 2S  становится пренебрежимо малой по величине 

(см. рис. 12), а траектория напряжений для компонент 1S  и 3S  стремится к окружности 

с центром в начале координат. Таким образом, напряженное состояние стремится  
к напряженному состоянию, соответствующему симметричному циклическому нагру-
жению.  

Приведенный выше анализ результатов экспериментальных исследований позволяет 
сформулировать следующий принцип симметрии циклических свойств материалов: 

– при жестком несимметричном циклическом нагружении напряженное состояние 
стремится к напряженному состоянию, соответствующему симметричному цикличе-
скому нагружению. 

На основании принципа симметрии циклических свойств можно сформулировать 
следующие следствия: 

– при мягком несимметрическом циклическом нагружении деформированное со-
стояние должно увеличивать свою несимметричность; 

– при уменьшении несимметричности мягкого циклического нагружения возможно 
временное уменьшение несимметричности деформированного состояния; 

– при увеличении несимметричности мягкого циклического нагружения интенсив-
ность возрастания несимметричности деформированного состояния увеличивается. 

Принцип симметрии циклических свойств и следствия из него находят свое отраже-
ние в результатах интенсивно развивающихся в настоящее время исследований таких яв-
лений, как циклические ползучесть и (или) вышагивание (ratchetting). 

Описание рассмотренных выше эффектов возможно в рамках варианта теории пла-

стичности. Изменение будет состоять только в том, что параметр aE , входящий в уравне-
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ние для смещения поверхности нагружения, принимается зависящим от накопленной 

пластической деформации *
p
u . Для этой зависимости была получена [52] следующая 

формула: 

1
0 */ 1 ( ) EnP

a a E uE E K      , 

где 0aE  – параметр анизотропного упрочнения, определяемый на основе изложенного 

в работе [29] метода. Параметры EK  и En , именуемые в дальнейшем модулями вышаги-

вания, определяются по результатам одноосных испытаний при жестком несимметрич-
ном циклическом нагружении (см. рис. 9). Полученная экспериментальная зависимость 

между средним напряжением цикла m  и числом циклов N  строится в логарифмических 

координатах 

0lg( / 1),P
a m my E     lg( 4 ).P P

m ax N     

На рис. 14 показаны экспериментальные данные (сталь 12Х18Н9, рис. 9, 10), постро-
енные в этих логарифмических координатах. Полученная линейная зависимость позволи-
ла по наклону прямой и точке пересечения с осью ординат определить модули вышагива-

ния 4,5EK   и 0,2En    по формулам 

0lg EK y , 1 tg .En     

 

Рис. 15. Сталь 1070. Процесс вышагивания при одноблочном мягком  
несимметричном циклическом нагружении 

Fig. 15. Steel 1070. Ratcheting process during a single-pack  
soft nonsymmetric cyclic loading 

Следует отметить, что по величине модуля вышагивания En  можно классифициро-

вать процесс вышагивания следующим образом: 
0En   – затухающее вышагивание; 

0En   – постоянное вышагивание; 

0En   – прогрессирующее вышагивание. 
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Результаты расчетов, проведенных на основе предложенного варианта теории пла-
стичности, для жестких несимметричных циклических нагружений показаны на рис. 9 – 
13 сплошными кривыми. На рис. 10 приведены также результаты расчета без учета прин-
ципа симметрии циклических свойств. Результаты исследования процессов мягких не-
симметричных циклических нагружений стали 1070 при температуре Т = 20 °С показаны 
на рис. 15–18. Здесь сплошные кривые – расчет на основе предложенного варианта тео-
рии, а кружки – экспериментальные данные [57, 58].  

 

Рис. 16. Сталь 1070. Процесс вышагивания при двухблочном  
мягком несимметричном циклическом нагружении 

Fig. 16. Steel 1070. Ratcheting process during a double-pack  
soft nonsymmetric cyclic loading 

  

Рис. 17. Сталь 1070. Процесс вышагивания при сложном мягком  
несимметричном циклическом нагружении 

Fig. 17. Steel 1070. Ratcheting process during a complex  
soft nonsymmetric cyclic loading 
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Рис. 18. Сталь 1070. Затухающая интенсивность процесса вышагивания  
при сложном циклическом нагружении по траектории напряжений  

в виде окружности со смещенным центром 
Fig. 18. Steel 1070. Fading intensity of the ratcheting process under  

a complex cyclic loading along the stress trajectory in the form  
of a circumference with a shifted center 

Первые два режима нагружения (см. рис. 15 и 16) соответствуют пропорциональному 
циклическому нагружению, а остальные два (см. рис. 17 и 18) – непропорциональному 
(сложному) циклическому нагружению. Режимы, представленные на рис. 15, 17 и 18, 
имеют постоянную несимметричность мягкого циклического нагружения, а на режиме, 
представленном на рис. 16, имеет место уменьшение несимметричности нагружения. 
Процессы вышагивания для этих режимов полностью соответствуют сформулированным 
выше следствиям из принципа симметрии циклических свойств.  

 
Заключение 

 
Адекватное описание процессов сложного нагружения, эффектов дополнительного изо-

тропного упрочнения, посадки и вышагивания (ratcheting) петли пластического гистерезиса, 
а также процессов разрушения в рамках одного, довольно простого варианта теории пла-
стичности является несомненным достоинством рассматриваемого математического модели-
рования. Причем число материальных функций (в данном случае 14 параметров и 1 функция) 
значительно меньше числа материальных функций и параметров, замыкающих современные 
теории [5–27, 32–50]. К тому же базовый эксперимент и метод идентификации материальных 
функций рассматриваемого варианта теории пластичности четко определены и являются 
достаточно простыми и легко реализуемыми. Сравнение результатов расчетов и эксперимен-
тов говорит об адекватности предложенного математического моделирования. 
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