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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ВАРИАНТОВ ТЕОРИЙ ПЛАСТИЧНОСТИ  

ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИХ НАГРУЖЕНИЯХ 

В.С. Бондарь, Д.Р. Абашев, В.К. Петров 

Московский политехнический университет, Москва, Россия 

О   СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 11 мая 2017 г. 
Принята: 15 июня 2017 г. 
Опубликована: 30 июня 2017 г. 

 На основе результатов экспериментальных исследований образцов из нержа-
веющих сталей SS304, 12X18H9 и 12X18H10T при жестком (контролируемые 
деформации) и мягком (контролируемые напряжения) циклических нагружениях
в условиях одноосного растяжения-сжатия и нормальной температуры проводится 
сравнительный анализ адекватности наиболее применяемых в настоящее время
в практических расчетах вариантов теорий пластичности, относящихся к классу
теорий течения при комбинированном упрочнении. Рассматриваются нагружения,
включающие в себя последовательности циклических и монотонных нагружений,
а также явления посадки и вышагивания (ratcheting) петли пластического гистере-
зиса. Нагружения проводятся вплоть до разрушения – появления макротрещин 
длиной 1 мм. В качестве анализируемых вариантов теорий рассматриваются мо-
дели Коротких, Бондаря и Шабоша. Для каждой модели приводится набор матери-
альных функций, на основе которых проводятся расчеты кинетики напряженно-
деформированного состояния исследуемых процессов циклических нагружений.
На основе сравнения результатов расчетов и экспериментов показано, что описа-
ние процессов посадки и вышагивания (ratcheting) циклической петли возможно 
только в рамках моделей Бондаря и Шабоша при определенном преимуществе
модифицированной модели Бондаря, заключающемся в возможности адекватно
описывать нестационарные процессы циклического нагружения и нелинейные про-
цессы накопления повреждений. Показано, что модифицированная модель Бонда-
ря, включающая микронапряжения третьего типа (Оно-Ванга) и кинетические урав-
нения накопления повреждений, наиболее адекватно по сравнению с другими моде-
лями описывает кинетику напряженно-деформированного состояния и разрушения
в условиях нестационарных несимметричных циклических процессов нагружения
и может быть рекомендована для практических расчетов кинетики напряженно-
деформированного состояния и ресурса конструкций в условиях произвольного 
воздействия нагрузок. 
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 Based on the results of the experimental investigations of the samples made of stainless
steels SS304, 12X18H9 and 12X18H10T subject to a hard (controlled deformations) and soft
(controlled stresses) cyclic loadings under uniaxial tension-compression and normal temperature 
we carried out a comparative analysis of the adequacy of the currently used variants of the plas-
ticity theories which belong to flow theories with a combined hardening. The loads that include the
sequences of cyclic and monotonic loads as wells as placing and ratcheting of the plastic hyste-
resis loop are considered. The loads are applied until fracture, i.e. the emergence of macrocracks
with a length of 1 mm. Within the scope of our analysis we have considered the following variants
of theories including the models of Korotkih, Bondar and Chaboche. For each model, a set of
material functions is given on basis of which the calculations of the kinetics of the stress-strain 
state of the cyclic loading processes are made. By comparing the results of the calculations and 
experiments, it has been shown that the description of the cyclic loop placing and ratcheting pro-
cesses is possible only within the Bondar and Chaboche models with a certain advantage of the
modified Bondar model, which enables an adequate description of the nonstationary cyclic load-
ing and nonlinear damage accumulation. It is shown that the modified Bondar model – including 
the third type of microvoltage (Ono-Wang) and kinetic equations of damage accumulation – pro-
vides the most adequate (in comparison with other models) description of the kinetics of the
stress-strain state and fracture under nonstationary nonsymmetric cyclic loading processes. It can
be recommended for practical computations of the kinetics of the stress-strain state and the de-
sign life affected by an arbitrary load action. 
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Введение 
 

Математическое моделирование процессов деформирования и накопления повреж-
дений при циклических нагружениях строится в основном на вариантах теорий пластич-
ности, относящихся к классу теорий пластического течения при комбинированном 
(трансляционно-изотропном) упрочнении, обзор и анализ которых содержится в работах 
[1–33]. Главное отличие этих вариантов теорий заключается в различных формулировках 
эволюционных уравнений для смещения центра поверхности нагружения (тензора мик-
ронапряжений [1]). В настоящее время в практических расчетах наибольшее применение 
нашли варианты теорий пластичности – модели Коротких [6–8], Бондаря [2–5,  
29–31] и Шабоша [9, 13, 18]. Все эти модели прошли достаточную верификацию [2, 4–29] 
на широком спектре конструкционных сталей и сплавов и программ экспериментальных 
исследований. В работе рассматриваются интенсивно изучаемые в настоящее время про-
цессы нагружения, включающие последовательности циклических и монотонных нагру-
жений, а также явления посадки и вышагивания (ratcheting) петли пластического гистере-
зиса. Рассматриваются также процессы накопления повреждений и разрушения в этих ус-
ловиях. В качестве анализируемых вариантов теорий рассматриваются: 

– модель Коротких, которая является частным случаем модели Шабоша с одним эволю-
ционным уравнением для микронапряжений – уравнением Армстронга–Фредерика–
Кадашевича [34, 35]; 

– модель Бондаря с трехчленной структурой эволюционных уравнений для микрона-
пряжений, что соответствует двум эволюционным уравнениям Ишлинского-Прагера [36, 
37] и Армстронга–Фредерика–Кадашевича [34, 35]; 
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– модифицированная модель Бондаря с трехчленной структурой эволюционного 
уравнения для микронапряжений, обобщенная на процессы посадки и вышагивания петли 
пластического гистерезиса; 

– модель Шабоша с тремя и четырьмя эволюционными уравнениями Армстронга–
Фредерика–Кадашевича [34, 35] для микронапряжений. 

В рамках модифицированной модели Бондаря применяется кинетическое уравнение 
для описания нелинейных процессов накоплений повреждений и, соответственно, разру-
шения. Следует отметить, что кинетические уравнения накопления повреждений в моде-
ли Коротких [6–8] имеют более сложную структуру, нежели в модели Бондаря при значи-
тельно большем количестве материальных параметров (модель Бондаря – два параметра, 
модель Коротких – три параметра и одна функция).  

Сравнительный анализ вариантов теорий вначале проводится на результатах экспе-
риментальных исследований образцов из нержавеющей стали 12X18H9 при жестком не-
симметричном циклическом нагружении, состоящем из двух блоков монотонного и цик-
лического нагружений (эксперимент НИИ Механики ННГУ с участием В.С. Бондаря). На 
первом блоке образец сжимается до деформации 0,01, затем растягивается до деформа-
ции 0,05. Далее на втором блоке реализуется несимметричное циклическое нагружение 
с размахом деформации 0,01   (от 0,04 до 0,05) вплоть до разрушения. Здесь, на вто-

ром блоке, осуществляется посадка петли пластического гистерезиса, и на 500-м цикле 
нагружения петля становится практически симметричной. Для нержавеющей стали 
12X18H9 на основе модифицированной модели Бондаря и кинетических уравнений нако-

пления повреждений анализируется также малоцикловая усталость в диапазоне от 110  до 
510  циклов нагружения, и проводится сопоставление с результатами экспериментов. 
Анализ вариантов теорий при нестационарном несимметричном мягком циклическом 

нагружении проводится на результатах экспериментальных исследований образцов из не-
ржавеющей стали SS304 [38, 39]. Нагружение состоит из трех блоков (по 50 циклов), на ко-
торых реализуются мягкие циклические нагружения с одинаковой амплитудой 

248 МПаa   и разными значениями среднего напряжения 78, 117 и 78МПа.m   Здесь 

на всех блоках осуществляется вышагивание (ratcheting) петли пластического гистерезиса. 
Экспериментальные исследования образцов из нержавеющей стали 12X18H10T про-

водятся в условиях одноосного растяжения-сжатия при нормальной температуре. Первая 
программа испытаний проводится в условиях жесткого циклического нагружения и со-
стоит из пяти блоков, включающих монотонные и циклические нагружения. На первом 
блоке реализуется 20 циклов симметричного циклического нагружения с размахом де-
формации 0,016.   Затем на втором блоке происходит монотонное растяжение до де-

формации 0,05.   На третьем блоке реализуется 200 циклов несимметричного цикличе-

ского деформирования с размахом деформации 0,012   и средней деформацией 

0,044.m   На данном блоке происходит посадка петли пластического гистерезиса. Далее 

на четвертом блоке реализуется монотонное растяжение до деформации 0,1.   На пятом 

блоке происходит несимметричное циклическое нагружение с размахом 0,012   

и средней деформацией 0,094m   вплоть до разрушения – появления макротрещины 

длиной 1 мм. Здесь также происходит посадка петли пластического гистерезиса. 
Вторая программа испытаний проводится в условиях мягкого циклического нагру-

жения и состоит из пяти блоков. Первый и пятый блоки представляют собой симметрич-
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ное циклическое нагружение с одинаковыми размахами напряжений 600 МПа   

(средние напряжения 0m  ). На втором, третьем, четвертом блоках реализуются несим-

метричные циклические нагружения с размахами напряжений 650, 700, 650 МПа   

и средними напряжениями 25, 50, 25 МПаm    соответственно. На всех блоках осуще-

ствляется по 20 циклов нагружения. Следует отметить, что на всех блоках, кроме первого, 
наблюдается вышагивание (ratcheting) петли пластического гистерезиса как в сторону 
растяжения, так и сжатия. 

Для всех четырех вариантов теорий пластичности приводятся материальные функ-
ции, и осуществляются расчеты кинетики напряженного и деформированного состояний, 
отвечающих каждой программе испытаний. Проводится сопоставление расчетных и экс-
периментальных значений числа циклов до разрушения. 

 
1. Основные положения и уравнения вариантов теорий 

 
Материал однороден и начально изотропен. Рассматриваются малые деформации по-

ликристаллических конструкционных сталей и сплавов. В процессе упругопластического 
деформирования в материале может возникать только пластическая деформационная ани-
зотропия. Ниже приводятся основные уравнения рассматриваемых теорий пластического 
течения при комбинированном упрочнении [2–9, 13, 18, 29–31]. Методика определения 
материальной функции приводится в работах [2–5, 29]. 
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Здесь , ,e p
ij ij ij      – тензоры скоростей полной, упругой и пластической деформаций; 

, , ,ij ij ij ijs s a  – тензор напряжений, девиаторы напряжений, активных напряжений и мик-

ронапряжений [1]; p
u  – накопленная пластическая деформация; ,E   – модуль Юнга, ко-

эффициент Пуассона;      1 2, , ( 3,..., )m
ij ij ija a a m M  – микронапряжения первого, второго 
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и третьего типов [5, 29–31]. Тензор ija  характеризует смещение центра поверхности на-

гружения (анизотропное упрочнение), а скаляр  p
p uC   отвечает размеру (радиусу) по-

верхности нагружения и характеризует изотропное упрочнение. 
Различные варианты теорий отличаются количеством и видом эволюционных урав-

нений для микронапряжений. 
В модели Коротких используется только одно эволюционное уравнение, аналогичное 

уравнению Армстронга–Фредерика–Кадашевича [34, 35] 

 
2

.
3

p p
ij ij a ij ua g g a       (7) 

Здесь g  и ag  – определяющие функции, выражающиеся через материальные следующим 

образом: 

 ,a ag g    . (8) 

В данном варианте отсутствуют микронапряжения первого и третьего типов. Следует 
также отметить, что в модели Коротких для радиуса поверхности нагружения предлагает-
ся сложное эволюционное уравнение, разделяющее в изотропном упрочнении монотон-
ные и циклические процессы деформирования. Здесь это рассматриваться не будет, так 
как учет этих процессов никак не отражается на описании особенностей посадки и выша-
гивания (ratcheting) петли пластического гистерезиса. 

Итак, данный вариант замыкают следующие материальные функции: 
,E   – упругие параметры; 

, a   – модули анизотропного упрочнения; 

 p
p uC   – функция изотропного упрочнения. 

В табл. 1–3 приводятся материальные функции модели Коротких для двух нержа-
веющих сталей. 

Таблица 1 

Материальные параметры модели Коротких для сталей 12X18H9 и SS304 

Table 1 
Material parameters of the model of Korotkih for 12X18H9 and SS304 steels 

№ п/п Материал Е, МПа v   σа, МПа 

1 12X18H9 2·105 0,3 300 150 
2 SS304 2·105 0,3 230 73 

Таблица 2 

Материальная функция модели Коротких для стали 12X18H9 
Table 2 

Material function of the model of Korotkih for 12X18H9 steel 

Материал 12X18H9 
p
u  0 0,0017 0,015 0,064 0,15 1,0 8,0 1000 

Ср, МПа 160 190 190 290 280 270 250 240 
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Таблица 3 
Материальная функция модели Коротких для стали SS304 

Table 3 
Material function of the model of Korotkih for SS304 steel 

Материал SS304 
p
u  0 0,1 

Ср, МПа 235 370 
 

В модели Бондаря используются эволюционные уравнения для трех типов микрона-
пряжений. Для первого типа микронапряжений принимается уравнение Ишлинского–
Прагера [36, 37] 

    1 12

3
p

ij ija g   (9) 

или 

    1 12
,

3
p

ij ija g   (10) 

так как здесь const.g   

В качестве второго эволюционного уравнения для микронапряжений второго типа 
принимается уравнение Армстронга–Фредерика–Кадашевича [34, 35] 

        2 2 1 22
.

3
p p

ij ij a ij ua g g a       (11) 

Последующие эволюционные уравнения для микронапряжений третьего типа соот-
ветствуют простейшему аналогу [40] уравнений Оно-Ванга [41] 

      2
3,..., .

3
m m p

ij ija g m M    (12) 

Обычно достаточно 5M  , т.е. три уравнения типа Оно-Ванга. 
Определяющие функции, входящие в уравнения (9)–(12), выражаются через матери-

альные следующим образом: 

      1 2 2, , ,a a ag E g g       (13) 

  
   

     

,

0, если  0 ,

m m
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m m m
u a ij ij

g
a a s

   
   

  (14) 

     
1

23
, 3,.., .

2
m m m

u ij ija a a m M
   
 

  

Здесь    , , , ,m m
a a aE      – материальные параметры. Следует отметить, что уравнения 

(9)–(11) эквивалентны ранее предложенному апробированному уравнению с трехчленной 
структурой [2–5]. 

Для описания нелинейных процессов накопления повреждений вводится кинетиче-
ское уравнение накопления повреждений, базирующееся на энергетическом принципе, 
где в качестве энергии, расходуемой на создание повреждений в материале, принимается 
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энергия, равная работе микронапряжений второго типа на поле пластических деформа-
ций. Ответственность за накопление повреждений микронапряжений второго типа иллю-
стрируется результатами, приведенными в работах [29, 42]. 

Окончательно кинетическое уравнение накопления повреждений имеет следующий вид: 

 
 21

,
p

ij ij

a

a

W





  


  (15) 

     2 2/ .
n

a ua


    (16) 

Здесь   – мера повреждения материала   0,1 ; и n   – функция и параметр нели-

нейности процесса накопления повреждений; aW  – энергия разрушения. 

Итак, данный вариант замыкают следующие материальные функции: 
,E   – упругие параметры; 

     , , , , 3,...,m m
a a aE m M      – модули анизотропного упрочнения; 

 p
p uC   – функция изотропного упрочнения; 

aW  – энергия разрушения; 

n  – параметр нелинейности процесса накопления повреждений. 

При несимметричных циклических как жестких, так и мягких режимах нагружения 
происходит как посадка, так и вышагивание (ratcheting) петли пластического гистерезиса, 
интенсивность которых увеличивается с возрастанием несимметричности процесса на-
гружения. В работе [43] показано, что эти явления обусловлены принципом симметрии 
циклических свойств материала. 

Описание явлений посадки и вышагивания в рамках модифицированной модели Бон-
даря состоит в том, что параметр aE , входящий в первое эволюционное уравнение для 

микронапряжений первого типа, принимается зависящим от накопленной пластической 
деформации следующим образом: 

 
  1 .

1
E

ao
a np

E u

E
E

K





 

  (17) 

Здесь , ,ao E EE K n  – материальные параметры, дополняющие материальные функции мо-

дели Бондаря и замыкающие модифицированную модель Бондаря.  
В табл. 4–8 приводятся материальные функции модели Бондаря для трех нержавею-

щих сталей. 

Таблица 4 
Материальные параметры модели Бондаря 

Table 4 
Material parameters of the Bondar model 

№ п/п Материал Еао, МПа   σа, МПа 
EK  En  

3

дж

смaW  аn  

1 12X18H9 1600 300 150 4,5 –0,2 270 1,5 
2 SS304 3600 230 73 0.45 –0,4 – – 
3 12X18H10T 5000 300 60 5.5 –0,14 480 1,5 
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Таблица 5 

Материальные параметры модели Бондаря для микронапряжений третьего типа 

Table 5 
Material parameters of the model of Bondar for microstresses of the third type 

№ п/п Материал  3   3σ , МПаa   4   4σ , МПаa   5   5σ , МПаa  

1 12X18H9 2500 35 830 22,5 500 12,5 
2 SS304 5000 38 1000 47 400 47 
3 12X18H10T 3000 50 1350 50 500 55 

Таблица 6 

Материальная функция модели Бондаря для стали 12X18H9 
Table 6 

The material function of the model of Bondar for 12X18H9 steel 

Материал 12X18H9 
p
u  0 0,0017 0,015 0,064 0,086 1,0 8,0 1000 

Ср, МПа 160 120 120 170 200 200 200 200 

Таблица 7 

Материальная функция модели Бондаря для стали SS304 
Table 7 

The material function of the model of Bondar for SS304 steel 

Материал SS304 
p
u  0 0,0015 1,0 100 

Ср, МПа 110 105 105 125 

Таблица 8 

Материальная функция модели Бондаря для стали 12X18H10T 
Table 8 

Material function of the model of Bondar for 12X18H10T steel 

Материал 12X18H10Т 
p
u  0 0,001 0,0065 0,02 0,05 0,15 0,5 3,6 39 

Ср, МПа 160 115 65 89 111 135 189 227 242 
 

В модели Шабоша используются три эволюционных уравнения типа уравнений Арм-
стронга–Фредерика–Кадашевича [34, 35] 

          2
1,2,3 .

3
m m m mp p

ij ij a ij ua g g a m       (18) 

Здесь определяющие функции выражаются через материальные следующим образом: 

            , 1,2,3 .m m m m m
a ag g m      (19) 

Обычно параметр  1  имеет порядок 110 ,  2 210  , а  3 310 ,   и тогда каждое эво-

люционное уравнение будет отвечать соответственно микронапряжениям первого, второ-
го и третьего типов. 
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Модифицированная модель Шабоша включает дополнительно четвертое эволюцион-
ное уравнение следующего вида: 

        
 

 

4
4 4 4 4

4

2
1

3
p pa

ij ij a ij u

u

a g g a
a




      . (20) 

Уравнение (18) относится к простейшему виду модели Шабоша. Этот простейший 
вид и заложен в конечно-элементных программных комплексах (ANSYS, SIMULIA 
Abaqus, COSMOS) расчета элементов конструкций. В настоящее время во многих работах 
[9–18] приводится значительное количество различных вариантов моделей со все возрас-
тающей сложностью и большим количеством «подгоночных» параметров. 

В табл. 9–12 приводятся материальные функции модели Шабоша для трех нержа-
веющих сталей. 

Таблица 9 
Материальные параметры модели Шабоша 

Table 9 
Material parameters of the model of Chaboche 

№ п/п Материал  1   1σ , МПаa   2   2σ , МПаa   3   3σ , МПаa  

1 12X18H9 4,5 356 300 150 2500 70 
2 SS304 5,0 700 230 73 2500 132 
3 12X18H10T 2 600 300 150 3100 100 

Таблица 10 

Материальная функция модели Шабоша для стали 12X18H9 
Table 10 

Material function of the model of Chaboche for 12X18H9 steel 

Материал 12X18H9 
p
u  0 0,0017 0,015 0,064 0,086 1,0 8,0 1000 

Ср, МПа 160 120 120 150 200 200 200 200 

Таблица 11 

Материальная функция модели Шабоша для стали SS304 
Table 11 

Material function of the model of Chaboche for SS304 steel 

Материал SS304 
p
u  0 0,0015 1,0 100 

Ср, МПа 110 105 105 125 

Таблица 12 

Материальная функция модели Шабоша для стали 12X18H10Т 
Table 12 

Material function of the model of Chaboche for 12X18H10T steel 

Материал 12X18H10Т 
p
u  0 0,0013 0,0043 0,0064 0,051 0,015 0,49 3,49 37,4 

Ср, МПа 200 124 83 63 80 102 139 172 220 
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Скорость накопленной пластической деформации для всех рассматриваемых моделей 
определяется для мягкого нагружения следующим образом: 
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а для жесткого нагружения 
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Для смешанных режимов нагружения уравнения для p
u  приводятся в работах [2–5]. 

Рассматривается одноосное напряженное состояние модельных образцов. Уравнения 
моделей сводятся к задаче Коши, которая численно интегрируется методом Рунге-Кутта 
четвертого порядка. 

 
2. Пластичность при нестационарных и несимметричных режимах  
жесткого циклического деформирования 

 
Сравнительный анализ вариантов теорий вначале проводится на результатах  

экспериментальных исследований образцов из нержавеющей стали 12X18H9 при жест-
ком нестационарном несимметричном циклическом нагружении, состоящем из двух 
блоков (эксперимент НИИ механики ННГУ с участием В.С. Бондаря). На первом  
блоке образец сжимается до деформации 0,01, затем растягивается до деформации 0,05. 
Далее на втором блоке реализуется несимметричное жесткое циклическое деформиро-
вание с размахом деформации 0,01   (от 0,04 до 0,05) вплоть до разрушения 

850fN   циклов.  

Здесь на втором блоке осуществляется посадка петли пластического гистерезиса 
(рис. 1, 2), и после 500-го цикла нагружения петля становится практически симметрич-
ной. На рис. 1, 2, приведено изменение среднего напряжения цикла в процессе цикличе-
ского нагружения на втором блоке. 

Экспериментальные результаты показаны светлыми кружками, а кривые 1–6 соот-
ветствуют расчетам по следующим моделям: 1 – модель Коротких; 2 – модель Бондаря; 
3, 4 – модифицированная модель Бондаря с учетом и без учета микронапряжений третье-
го типа; 5, 6 – модель Шабоша с тремя и четырьмя эволюционными уравнениями для 
микронапряжений.  
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Рис. 1. Нержавеющая сталь 12Х18Н9. Посадка петли пластического  
гистерезиса: 1 – модель Коротких; 5, 6 – модель Шабоша с тремя  
и четырьмя эволюционными уравнениями для микронапряжений 
Fig.1. Stainless steel 12X18H9. Placing of the plastic hysteresis loop.  

1 is the model of Korotkihl; 5 and 6 is the model of Chaboche  
with three and four evolution equations for microstresses 

 

Рис. 2. Нержавеющая сталь 12Х18Н9. Посадка петли пластического  
гистерезиса: 2 – модель Бондаря; 3, 4 – модифицированная модель  

Бондаря с учетом и без учета микронапряжений Оно-Ванга 
Fig. 2. Stainless steel 12X18H9. Pacing of the plastic hysteresis loop.  

2 is the model of Bondar; 3 and 4 is the modified model of Bondar  
with and without microstresses of Ono-Wang 

На основе результатов, представленных на рис. 1, 2, можно сделать следующие выводы: 
– модель Коротких осуществляет посадку петли сразу же на первом цикле нагружения, 

т.е. эта модель не способна описать процесс посадки петли пластического гистерезиса; 
– модель Бондаря сохраняет несимметричность петли гистерезиса от первого до по-

следнего цикла нагружения и не способна описать процесс посадки петли пластического 
гистерезиса; 

– модель Шабоша с тремя эволюционными уравнениями для микронапряжений 
удовлетворительно описывает процесс посадки на первых циклах нагружения, а далее 
процесс посадки существенно отличается от экспериментального и заканчивается после 
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80 циклов нагружения, т.е. эта модель неудовлетворительно описывает процесс посадки 
петли пластического гистерезиса; 

– модель Шабоша с четырьмя эволюционными уравнениями для микронапряжений, 

где первые два эволюционных уравнения при малых     1 20, 43, 11,3      предназна-

чены для описания процесса посадки, удовлетворительно описывают процесс посадки 
петли пластического гистерезиса; 

 
Рис. 3. Процесс деформирования стали 12Х18Н9 

Fig. 3. Deformation process of steel 12X18H9 

– модифицированная модель Бондаря с учетом и без учета микронапряжений третье-
го типа наиболее достоверно описывает процесс посадки петли пластического гистерези-
са. Следует отметить, что учет микронапряжений третьего типа в модифицированной мо-
дели Бондаря позволяет количественно лучше описать циклические петли, что и иллюст-
рирует рис. 3, где приведен весь процесс нагружения на втором блоке (первый 
и пятисотый циклы). Здесь светлые кружки – эксперимент, сплошные кривые – расчет. 

 
Рис. 4. Нержавеющая сталь 12Х18Н9. Кривая малоцикловой усталости 

Fig. 4. Stainless steel 12X18H9. Curve of the low-cycle fatigue 

На рис. 4 приведены результаты исследования малоцикловой усталости нержавею-
щей стали 12X18H9 при жестком симметричном циклическом нагружении, где светлые 
кружки – эксперимент (НИИ Механики ННГУ), а сплошная кривая – расчет на основе 
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модифицированной модели и кинетических уравнений накопления повреждений (моди-
фицированная модель Бондаря). Расчетное число циклов до разрушения рассмотренного 
ранее двухблочного процесса монотонного и циклического нагружения составило 

790fN   циклов (эксперимент 850 циклов). Сопоставление результатов расчетов и экс-

периментов показывает их удовлетворительное соответствие. 
Таким образом, модифицированная модель Бондаря, включающая в себя кинетиче-

ские уравнения накопления повреждений, может адекватно описывать процессы неста-
ционарного жесткого циклического деформирования, состоящие из монотонных и цикли-
ческих нагружений, а также нелинейные процессы накопления повреждений. 

Для дополнительного обоснования этого утверждения рассматриваются эксперимен-
тальные исследования образцов из нержавеющей стали 12X18H10T в условиях жесткого 
одноосного растяжения-сжатия при нормальной температуре. Программа испытаний со-
стоит из пяти блоков, включающих монотонные и циклические нагружения. На первом 
блоке реализуется 20 циклов симметричного жесткого циклического нагружения с разма-
хом деформации 0,0016  . Затем на втором блоке происходит монотонное растяжение 

до деформации 0,05  . На третьем блоке реализуется 200 циклов несимметричного 

циклического нагружения с размахом 0,012   и средней деформацией 0,044m  . На 

данном блоке происходит посадка петли пластического гистерезиса. Далее на четвертом 
блоке реализуется монотонное растяжение до деформации 0,01.   На пятом блоке про-

исходит несимметричное циклическое нагружение с размахом 0,012   и средней де-

формацией 0,094m   вплоть до разрушения (расчетное 2780fN   циклов, эксперимент 

2800fN   циклов). Здесь также происходит посадка петли пластического гистерезиса.  

На рис. 5 приведены результаты расчета и эксперимента на первом блоке симметрич-
ного нагружения. Здесь светлые кружки и треугольники – эксперимент, а сплошная и пунк-
тирная кривые – расчет соответственно для первого и четвертого циклов нагружения.  

На рис. 6 показаны 20-й цикл симметричного нагружения, далее монотонное растя-
жение до деформации 0,05 и первый цикл несимметричного нагружения. Здесь светлые 
кружки – эксперимент, а сплошная кривая – расчет.  

 

Рис. 5. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т.  
Циклические диаграммы на первом блоке нагружения 

Fig. 5. Stainless steel 12 X18H10T. Cyclic diagrams at the first loading block 
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Рис. 6. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т. Циклические диаграммы  

в конце первого и начале третьего блоков нагружения 
Fig. 6. Stainless steel 12 X18H10T. Cyclic diagrams in the end  

of the first and in the beginning of the third loading blocks 

На рис. 7 показан 200-й цикл первого несимметричного нагружения, далее монотон-
ное растяжение до деформации 0,01 и первый цикл несимметричного нагружения. Здесь 
также светлые кружки – эксперимент, а сплошная кривая – расчет.  

 
Рис. 7. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т. Циклические диаграммы  

в конце третьего и начале пятого блоков нагружения 
Fig. 7. Stainless steel 12X18H10T. Cyclic diagrams in the end  

of the third and in the beginning of the fifth loading blocks 

На рис. 8 и 9 приведены результаты, иллюстрирующие процессы посадки петли пластиче-
ского гистерезиса соответственно на третьем и пятом блоках несимметричных циклических 
нагружений. Здесь также светлые кружки – эксперимент, а сплошные кривые – расчет на осно-
ве модифицированной модели Бондаря с учетом (кривая 3) и без учета (кривая 4) микронапря-
жений Оно-Ванга и модели Шабоша с четырьмя уравнениями для микронапряжений. 

Приведенные выше результаты исследований показывают достаточную адекватность мо-
дифицированной модели Бондаря для описания нестационарных несимметричных жестких 
циклических процессов нагружения (как кинетики напряженного состояния, так 
и разрушения). Следует отметить, что для описания жестких процессов нагружения можно ис-
пользовать модифицированную модель Бондаря и без учета микронапряжений третьего типа. 
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Рис. 8. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т. Посадка петли пластического  
гистерезиса на третьем блоке нагружения: 3, 4 – модифицированная модель  
Бондаря с учетом и без учета микронапряжений Оно-Ванга; 6 – модель  

Шабоша с четырьмя уравнениями 
Fig. 8. Stainless steel 12X18H10T. Placing the plastic hysteresis loop at the third  

loading block. 3, 4 is the modified model of Bondar with and without  
microstresses of Ono-Wang, 6 is the model of Chaboche with four equations 

 

Рис. 9. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т. Посадка петли пластического  
гистерезиса на пятом блоке нагружения: 3, 4 – модифицированная  
модель Бондаря с учетом и без учета микронапряжений Оно-Ванга;  

6 – модель Шабоша с четырьмя уравнениями 
Fig. 9. Stainless steel 12Х18Н10Т. Placing of the plastic hysteresis loop at the 

fifth loading block. 3, 4 is the modified model of Bondar with and without  
microstresses of Ono-Wang, 6 is the model of Chaboche with four equations 

 
3. Пластичность при нестационарных и несимметричных режимах  
мягкого циклического нагружения  

 
Анализ вариантов теорий вначале проводится на результатах экспериментальных ис-

следований [38, 39] образцов из нержавеющей стали SS304 при мягком нестационарном 
несимметричном циклическом нагружении. Нагружение состоит из трех блоков (по 
50 циклов), на которых реализуются мягкие циклические нагружения с одинаковой ампли-
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тудой a  = 248 МПа и разными значениями среднего напряжения m  = 78, 117 и 78 МПа. 

Здесь на всех блоках происходит вышагивание (ratcheting) петли пластического гистерезиса. 
На рис. 10, 11 приведено изменение средней деформации цикла в процессе мягкого 

циклического нагружения, состоящего из трех блоков. Экспериментальные результаты 
показаны светлыми кружками, а кривые 1–6 соответствуют расчетам по следующим мо-
делям: 1 – модель Коротких; 2 – модель Бондаря; 3, 4 – модифицированная модель Бон-
даря с учетом и без учета микронапряжений третьего типа; 5, 6 – модель Шабоша с тремя 
и четырьмя эволюционными уравнениями для микронапряжений.  

 

Рис. 10. Нержавеющая сталь SS304. Вышагивание (ratcheting) петли  
пластического гистерезиса: 1 – модель Коротких; 5 и 6 – модель Шабоша  
с тремя и четырьмя эволюционными уравнениями для микронапряжений 

Fig. 10. Stainless steel SS304. Ratcheting of the plastic hysteresis loop.  
1 is the model of Korotkih, 5, 6 is the model of Chaboche with three  

and four evolution equations for microstresses 

 

Рис. 11. Нержавеющая сталь SS304. Вышагивание (ratcheting) петли  
пластического гистерезиса: 2 – модель Бондаря; 3, 4 – модифицированная  

модель Бондаря с учетом и без учета микронапряжений Оно-Ванга 
Fig. 11. Stainless steel SS 304. Ratcheting of the plastic hysteresis loop.  

2 is the model of Bondar, 3, 4 is the modified model of Bondar with  
and without microstresses of Ono-Wang 
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На основе результатов, представленных на рис. 10, 11, можно сделать следующие выводы: 
– модель Коротких не способна описать процесс вышагивания при мягком несим-

метричном нагружении; 
– модель Бондаря удовлетворительно описывает процесс вышагивания на первом 

блоке, хуже на втором и плохо на третьем; 
– модифицированная модель Бондаря без учета микронапряжений третьего типа 

удовлетворительно описывает процесс вышагивания на втором блоке, хуже на первом и 
плохо на третьем; 

– модели Шабоша с тремя и четырьмя эволюционными уравнениями для микрона-
пряжений количественно плохо описывают процессы вышагивания на всех блоках при 
лучшем соответствии эксперименту модели с четырьмя уравнениями, где первые два эво-

люционных уравнения при малых     1 20,5, 5      предназначены для более точного 

описания процесса вышагивания; 
– модифицированная модель Бондаря, учитывающая микронапряжения третьего типа, 

достаточно надежно описывает процессы вышагивания на всех трех блоках нагружения. 
Таким образом, модифицированная модель Бондаря, учитывающая микронапряжения 

третьего типа, может адекватно описывать процессы нестационарного несимметричного 
мягкого циклического нагружения, состоящего из блоков с возрастающей и убывающей 
асимметрией циклов. 

Для дополнительного обоснования этого утверждения рассматриваются эксперимен-
тальные исследования образцов из нержавеющей стали 12X18H10T в условиях мягкого 
одноосного растяжения-сжатия при нормальной температуре. Программа испытаний со-
стоит из пяти блоков. Первый и пятый блоки представляют собой симметричные цикли-
ческие нагружения с одинаковыми размахами напряжений 600 МПa    (средние на-

пряжения 0m  ). На втором, третьем, четвертом блоках реализуются несимметричные 

циклические нагружения с размахами напряжений 650, 700, 650 МПa   и средними 

напряжениями 25, 50, 25 МПam   соответственно. На всех блоках осуществляется по 

20 циклов нагружения. Следует отметить, что на всех блоках, кроме первого, наблюдает-
ся вышагивание (ratcheting) петли пластического гистерезиса в сторону увеличения 
и уменьшения средней деформации цикла. 

На рис. 12 приведены изменения средней деформации цикла в процессе мягкого цик-
лического нагружения, состоящего из пяти блоков. Экспериментальные результаты пока-
заны светлыми кружками, а результаты расчетов на основе модифицированной модели 
Бондаря с учетом и без учета микронапряжений третьего типа – сплошными кривыми 3 
и 4. Здесь также приведены результаты расчета на основе модели Шабоша с четырьмя 
эволюционными уравнениями для микронапряжений – кривая 6. 

Для обоснования работоспособности модифицированной модели Бондаря с микрона-
пряжениями третьего типа и кинетических уравнений накопления повреждений образец 
из нержавеющей стали 12X18H10T после пяти блоков нагружения был доведен до разру-
шения при симметричном циклическом мягком нагружении с размахом 800 МПa.    

Экспериментальное число циклов составило 10000fN  , а расчетное число циклов по 

энергии разрушения 
3

дж
480

смfW   , полученной при пятиблочном жестком циклическом 

деформировании, составило 9760fN  . 
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Рис. 12. Нержавеющая сталь 12Х18Н10Т. Мягкое циклическое нагружение:  
3 и 4 – модель Бондаря с учетом и без учета микронапряжений Оно-Ванга;  

6 – модель Шабоша с четырьмя уравнениями для микронапряжений 
Fig. 12. Stainless steel 12X18H10T. Soft cyclic loading. 3 and 4 is  
the model of Bondar with and without microstresses of Ono-Wang,  
6 is the model of Chaboche with four equations for microstresses 

Приведенные выше результаты исследований показывают достаточную адекватность 
модифицированной модели Бондаря (с микронапряжениями третьего типа) и кинетиче-
ских уравнений накопления повреждений для описания кинетики деформированного со-
стояния и разрушения в условиях нестационарных несимметричных мягких циклических 
процессов нагружения. 

 
Заключение 

 
На основе результатов экспериментальных исследований образцов из нержавеющих 

сталей 12X18H9, SS304 и 12X18H10T при жестком (контролируемые деформации) и мяг-
ком (контролируемые напряжения) циклических нагружениях в условиях одноосного 
растяжения-сжатия и нормальной температуры проведен сравнительный анализ наиболее 
применяемых в настоящее время в практических расчетах вариантов теорий пластично-
сти – модели Коротких, Бондаря и Шабоша. 

Рассмотрены нестационарные несимметричные процессы нагружения, включающие 
последовательности циклических и монотонных нагружений, а также явления посадки 
и вышагивания (ratcheting) петли пластического гистерезиса. Проведено сопоставление 
как кинетики напряженно-деформированного состояния, так и числа циклов до разруше-
ния, получаемых в расчетах и экспериментах. 

Показано, что модифицированная модель Бондаря, включающая микронапряжения 
третьего типа (Оно-Ванга) и кинетические уравнения накопления повреждений, наиболее 
адекватно по сравнению с другими моделями описывает кинетику напряженно-
деформированного состояния и разрушения в условиях нестационарных несимметричных 
циклических процессов нагружения и может быть рекомендована для практических рас-
четов кинетики напряженно-деформированного состояния и ресурса конструкций в усло-
виях произвольного воздействия нагрузок. 
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