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УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ГРАФОВОЙ МОДЕЛИ ТРЕХМЕРНЫХ  

УПРУГИХ ТЕЛ В ДЕКАРТОВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 
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 Рассматривается численный метод расчета полей деформаций и напряжений
трехмерных упругих тел, дискретной моделью которых служит ориентированный 
граф как идеализация гипотетических приборов, необходимых для измерения де-
формированного состояния тела. В соответствии с предлагаемым методом упругая
среда разделяется на отдельные элементы плоскостями, параллельными коорди-
натным. Для каждого элемента, полученного при декомпозиции, строим элемен-
тарную ячейку (подграф), являющуюся его моделью. Она представляет собой ком-
плект измерителей, установленных на элемент для определения его деформиро-
ванного состояния. Уравнение элементарной ячейки получаем, пользуясь 
инвариантом, сохраняющимся при преобразовании элемента в ячейку. В качестве
инварианта используем энергию деформации. Граф тела конструируем с помощью
операции объединения элементарных ячеек. Он отражает характер декомпозиции 
и является дискретной моделью анализируемого сплошного тела. Структурные
свойства графа задаются рядом специальных матриц, наиболее важными из кото-
рых являются матрицы инцидентности, контуров, хорд, путей. 

Уравнения состояния исходного тела получаем с помощью преобразования 
обобщенных координат элементов тела, полученного в результате декомпозиции, к
системе координат, описывающих тело в целом. Преобразования осуществляются
несингулярными взаимно обратными матрицами. Специфическая особенность
графов, используемых в качестве дискретных моделей сплошного тела, заключа-
ется в том, что они позволяют конструировать несингулярные матрицы и исклю-
чить их обращение. Квадратные взаимно обратные матрицы преобразования соз-
даны путем сочленения прямоугольных матриц, представляющих собой разнооб-
разные элементы графа. 

Вывод определяющей системы уравнений основан на использовании вершин-
ного и контурного законов Кирхгофа для графов, а также свойств построенных
квадратных матриц преобразования. Возможности графового метода проиллюст-
рированы решением тестового примера. 
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 The paper considers the numerical analysis method of mechanical fields in deform-
able bodies based on the graph model of an elastic medium in the form of the directed
graph. According to the applied method the elastic medium along the coordinate planes 
is divided into separate elements. In line with this notion we have established an elemen-
tary cell configuration, a subgraph of the element by installing hypothetical meters on the
solid’s element. The derivation of the cell equations which is based on the element con-
version into the cell relies on an invariant. The deformation energy is the invariant. The
whole body’s graph is built following the same rule as in the elementary cell.  

Apart from the opportunity to present the system configuration and mutual connec-
tions of its variables, the graphs allow to conduct complex mathematical transformations
deliberately in the frameworks of the definite algorithm. The matrices which present sev-
eral structural elements of the graph and the equations which describe the elementary 
cells both contribute to deriving the constitutive equations of the intact body. There are
matrices that set such structural elements of the graph as cycles, paths and chords.  

The graph of a whole body is built by following the same rule as in the elementary 
cell. The method is based on transforming the generalized coordinates of a solid body
separated into pieces to a system of generalized coordinates of the initial solid body. The
nonsingular and mutually inverse matrices do this transform. The specific nature of the 
graph model lies in the possibility to construct these matrices with no need for their nu-
merical inversion. 

The derivation of the defining system of equations is based on the use of vertex and con-
tour of Kirchhoff’s laws for graphs, and the properties of the constructed square transformation
matrices. The potentials of the graph method are illustrated by solving a test example. 

© PNRPU

Keywords: 

mathematical simulation, elasticity 
theory, directed graph, stresses, 
strain, incidence matrix, cycle 
matrix. 
 

 

 
Введение 

 
Графы широко используются как структурные модели физических и технических 

систем, допускающих идеализированное представление в виде схем с сосредоточенными 
параметрами [1–6]. Сюда относятся электрические цепи, механизмы, стержневые конст-
рукции, теплообменники, акустические системы, разнообразные комбинированные сис-
темы, такие как электромеханические, гидромеханические, механоакустические и др. 
Объясняется это рядом достоинств графовых моделей. Одно из обстоятельств, способст-
вующих применению графов для описания различных технических систем, заключается в 
их связи с операциями измерения основных переменных, однозначно определяющих со-
стояние этих систем. Физическая природа переменных изменяется от одного класса сис-
тем к другому, в то время как техническая суть операции по их измерению остается неиз-
менной. Подобный подход позволяет представить систему ее переменными, изображен-
ными в виде графа, а граф использовать при анализе этой системы. 

Однако помимо преимуществ, связанных с наглядностью представления структуры и 
связи основных переменных, графы позволяют целенаправленно в рамках определенного 
алгоритма провести сложные математические преобразования. Анализ физических и тех-
нических систем сводится к получению уравнений состояния системы на основании 
уравнений состояния ее частей. Теория графов позволяет разработать систематическую 
методику вывода этих уравнений. Объединение описаний частей в описание связной сис-
темы осуществляется с помощью матриц, характеризующих структуру графа. 
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Анализ системы с сосредоточенными параметрами с использованием матричных ме-
тодов возможен на основе сетевой модели Г. Крона. Подход Крона [7, 8] основан на объ-
единении структурных свойств электрической цепи, представляемых схемой соединения 
ее компонентов, с функциональными свойствами, представленными уравнениями состоя-
ния компонентов. Применяя аналоговое моделирование, Крон предложил использовать 
электрические цепи для представления самых разнообразных физических, технических 
и экономических систем. Были разработаны эквивалентные электрические сети, предна-
значенные для моделирования задач гидродинамики, электрического поля, квантовой ме-
ханики, линейного программирования [7–10].  

При построении электрической сети, эквивалентной упругому телу, Крон принял, что 
механические напряжения моделируются электрическими токами, а деформации – разно-
стями потенциалов. Однако необходимость учета характеристик реально существующих 
электрических компонентов и процессов привело к тому, что элементарные ячейки Крона 
отличаются сложностью конфигурации. Так, в элементарную ячейку для непосредствен-
ного физического моделирования плоского напряженного состояния упругого тела вхо-
дит 12 компонентов со сложным их соединением [11]. Обращая основное внимание 
в своих работах на универсальность возможностей использования в качестве моделей эк-
вивалентных электрических сетей в различных областях науки и техники, Крон не приво-
дит методик по их конструированию и разработке алгоритмов при определении парамет-
ров элементарных ячеек.  

Подход Крона не получил распространения применительно к задачам механики 
сплошной среды. Опираясь на идеи Крона, Е.Г. Кузовков [12–14] предложил использо-
вать электрические ячейки только для отображения связей и характеристик моделируе-
мой упругой среды. Это позволило в компонентах ячеек не учитывать такие свойства ре-
ально существующих электрических элементов, как потери, утечки, взаимные наводки. 
Подобный подход дал возможность при описании упругого элемента применить ячейку, 
состоящую всего из четырех компонентов. Параметры ячейки определялись сравнением 
выражений, полученных на основе законов Ома и Гука. В работе [15] Е.Г. Кузовков обра-
тил внимание на то, что при моделировании напряженно-деформированного состояния 
упругих тел можно обойтись без электромеханической аналогии, если эквивалентную 
электрическую сеть трактовать как ориентированный граф. 

Способ конструирования графовой модели, ее конфигурация, применение специаль-
ным образом сконструированных матриц для вывода определяющей системы уравнений 
применительно к плоской и осесимметричной задачам теории упругости предложены 
Е.Г.Кузовковым и подробно изложены в [15–20]. В работе [21] на основе графовой модели 
построен двумерный сингулярный элемент для расчета напряженно-деформированного со-
стояния в окрестности особых точек разреза. Использованию графового метода для анизо-
тропных и неоднородных сред посвящены работы [22, 23]. Графовая модель упругой среды 
в полярной системе координат рассматривалась в [24].  

В работе [25] в качестве дискретной модели трехмерного упругого тела в декартовой 
системе координат используется ориентированный граф как идеализация гипотетических 
приборов, необходимых для измерения деформированного состояния тела. В этой работе 
приведено описание элементарной ячейки – подграфа, соответствующего одному элемен-
ту, полученному при разбиении исходной области на мелкие части.  

При определении конфигурации элементарной ячейки, так же как предложено в [25], 
«область, занятую телом, покрываем сетью координатных плоскостей x = const, y = const, 
z = const, между узлами которых устанавливаем гипотетические измерители, определяю-
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щие абсолютные нормальные деформации ,xx  ,yy  zz  и деформации yx , xy , ,zx  ,xz  

,zy  ,yz  обусловленные сдвигом. Полученную сеть измерителей преобразовываем 

в граф, представляя каждый из приборов дугой, а узлы, между которыми осуществлялось 
измерение, – вершинами графа. При этом вместо собственно измерителя будем ставить 
символ, отражающий природу измеряемой величины. В результате получаем элементар-
ную ячейку прямоугольного шестигранного элемента, имеющую 36 дуг и 24 вершины 
и состоящую из трех компонент (рис. 1): 

 

Рис. 1. Элементарная ячейка, состоящая из трех компонент  
Fig. 1 An elementary cell consisting of three components 

Вершины с номерами 22, 23, 24 – корни подграфов соответствующих компонент 
элементарной ячейки. Каждая из дуг графа отображает одну из следующих пар парал-
лельных и последовательных переменных:  

( xx , xxf ), ( yy , yyf ), ( zz , zzf ), ( yx , yxf ), ( xy , xyf ),  

( zx , zxf ), ( xz , xzf ), ( zy , zyf ), ( yz , yzf ),  

где xxf , yyf , zzf  и yxf , xyf , zxf , xzf , zyf , yzf  – нормальные и тангенциальные внутренние 

силы (обобщенные напряжения). Таким образом, дугам элементарной ячейки соответст-
вует следующая пара векторов: 

 
   
   

1 4 1 4 1 4

1 4 1 4 1 4

,..., , , ,..., ,..., ,..., ,

,..., , ,..., ,..., ,..., .

t xx xx yy yy yz yz
lc

t

xx xx yy yy yz yzc

f f f f f f

      

f

δ
 (1) 

где символ t обозначает операцию транспонирования, а индекс с указывает на принад-
лежность переменных отдельной элементарной ячейке. 

Использование в качестве инварианта перехода к модели энергию деформации эле-
мента среды позволило в [25] получить матрицу жесткости для восьмиузлового шести-
гранного прямоугольного упругого элемента с 24 степенями свободы при линейной ап-
проксимации деформаций. 

В данной работе рассматривается метод построения определяющей системы, описы-
вающей связное пространственное тело. Он основан на объединении описаний отдельных 
элементов, полученных в [25], в описание связного тела, которое осуществляется с по-
мощью матриц, характеризующих структуру графа. Решение полученной системы позво-
ляет определить напряженно-деформированное состояние упругого тела. 
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1. Матричное представление структурных элементов графа 
 
В анализе напряженно-деформированного состояния упругого тела на основе графо-

вой модели используются разнообразные структурные элементы. Поскольку терминоло-
гия теории графов до конца не стандартизирована, дадим определения основных исполь-
зуемых ниже понятий [5, 26–28]. 

Маршрут – конечная последовательность необязательно различных дуг, у которых 
одна из вершин первой дуги является вершиной второй, оставшаяся вершина второй – 
вершиной третьей и т.д. Путь – незамкнутый ориентированный маршрут, не содержащий 
повторяющихся дуг. Граф называется связным, если в нем существует путь между каж-
дой парой вершин. Контур графа – замкнутый ориентированный маршрут, не содержа-
щий повторяющихся дуг. Дерево – связанный подграф, не содержащий контуров. Остов-
ное дерево – дерево, содержащее все вершины исходного графа. Дуги дерева называются 
ветвями. Хорды – дуги графа, не принадлежащие дереву. Компонента графа – макси-
мально связный подграф этого графа. Если исходный граф состоит из нескольких компо-
нент, то деревья компонент образуют лес. Вершина является корнем дерева, если из нее 
существует ориентированный путь по всем остальным вершинам этого дерева. Базисный 
контур – контур, образованный хордой и теми ветвями дерева, которые составляют един-
ственный путь между ее концевыми вершинами. 

Число линейно независимых базисных контуров равно числу хорд графа и определя-
ется формулой ( ) ,G m n k     где ( )G  – цикломатическое число; m – число дуг; n – 

число вершин; k – число компонент графа. 
При изучении структурных связей, порождаемых графом, удобно использовать мат-

ричный аппарат. 
Рассмотрим матрицы, задающие отношения инцидентности между дугами, с одной 

стороны, и вершинами, путями, хордами и контурами – с другой [5,6]. Расположение строк 
и столбцов в этих матрицах определяется номером вершин и обозначением дуг графа. 

Матрица инцидентности. Матрица инцидентности [A] ориентированного графа, 
имеющего n вершин и m дуг, является матрицей размером n  m с элементами aij (i = 1,  
2, …, n; j = 1, 2, …, m), определяемыми следующим образом: 

1,  если -я дуга инцидентна  вершине и выходит из нее,

0,  если -я дуга не инцидентна  вершине,

1,  если -я дуга инцидентна  вершине и входит в нее.
ij

j i

a j i

j i


 


 

Ранг матрицы [A] равен n–k, где k – число компонент графа и совпадает с рангом 
графа rk. Строки матрицы инцидентности соответствуют вершинам, которые остаются 
изолированными при удалении дуг, перечисленных в соответствующих строках. Если ос-
тавить невырезанными корневые вершины, то получим усеченную матрицу инцидентно-
сти. Строки в этой матрице перечислены в порядке возрастания номеров вершин от 1 
до 21, столбцы соответствуют дугам графа в порядке xx1, yy1, zz1, xx2, yy2, zz2, xx3, yy3, 
zz3, xx4, yy4, zz4, xy1, yx1, xz1, zx1, yz1, zy1, xy2, yx2, xz2, zx2, yz2, zy2, xy3, yx3, xz3, zx3, yz3, 
zy3, xy4, yx4, xz4, zx4, yz4, zy4. 

Матрица корневых путей. Матрицей корневых путей остовного дерева [P] ориен-
тированного графа называется матрица, элементы которой pij определяются по следую-
щему правилу: 
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1, если -я ветвь входит в путь и ее направление не совпадает

с положительным направлением пути,

0, если -я ветвь входит в путь, ij

j i 

p j i 




  
1, если -я ветвь входит в путь и ее направление

противоположно направлению пути.

j i 



 
     
  

 

Матрица путей строится в соответствии с рис. 2, где изображены деревья элементар-
ной ячейки.  

 

Рис. 2. Деревья элементарной ячейки 
Fig. 2.The trees of the elementary cell from 

Матрица путей имеет размер rkm. Строки матрицы путей соответствуют вершинам, 
из которых начинается путь к корню, столбцы – дугам, образующим путь. За положи-
тельное направление пути принимаем направление от вершины к корню. Каждый путь 
обозначаем индексом вершины, которую данный путь связывает с корнем. Нумерация 
строк и столбцов точно такая, как и в матрице инцидентности. 

Матрица хорд. Матрицей хорд [B] называется матрица с элементами bij, где 

1, если -я дуга является хордой, входящей

в  базисный контур, 

0, если -я дуга является ветвью или хордой,

не входящей в  базисный контур.

ij

j

i
b

j

i

 
     
  

 

Матрица хорд имеет ранг, равный цикломатическому числу (G) = m – n + k, ее раз-
мер – (G)m. В матрице хорд индексация строк и столбцов такая же, как у матрицы ба-
зисных контуров. Элементы матрицы [B], стоящей на пересечении строк и столбцов 
с нумерацией xy1, yx1, xz1, zx1, yz1, zy1, zx2, zy2, xy3, xz3, yz3, yx4, xz4, zx4, yz4, равны еди-
нице, а остальные равны нулю. 

Матрица базисных контуров. Матрицей базисных контуров [C] ориентированного 
графа называется матрица, элементы cij которой определяются так: 

1, если -я дуга входит в базисный контур

и совпадает с его направлением,

0, если -я дуга не входит в базисный контур,

1, если -я дуга входит в базисный контур
ij

j i 

с j i 

j i 

  
    

    
  

и противоположна по направлению.
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Каждый базисный контур содержит только одну хорду и те ветви дерева, которые 
кратчайшим путем связывают ее вершины. Направление базисного контура задается на-
правлением определяющей хорды. Ранг матрицы базисных контуров определяется ли-
нейно независимыми контурами, их число (G) = m – n + k, т.е. совпадает с цикломатиче-
ским числом графа. Размер матрицы контуров [C] равен (G)m. Контуры матрицы [C] 
упорядочены согласно выбору задающих их хорд. Порядок расположения строк соответ-
ствует хордам xy1, yx1, xz1, zx1, yz1, zy1, zx2, zy2, xy3, xz3, yz3, yx4, xz4, zx4, yz4], столбцы – 
дугам графа с прежней индексацией. 

В трехмерной декартовой системе координат транспонированная матрица [C]t выгля-
дит так: 

 

   xy1 yx1 xz1 zx1 yz1 zy1 zx2 zy2 xy3 xz3 yz3 yx4 xz4 zx4 yz4  
 xx1  –1  –1              
 yy1   –1   –1            
 zz1     –1  –1           
 xx2  1         –1       
 yy2   1             –1  
 zz2        1 1         
 xx3          1 1       
 yy3      1       –1     
 zz3       1 –1          
 xx4    1      –1        
 yy4             1   1  
 zz4     1    –1         
 xy1  1                
 yx1   1               
 xz1    1              
 zx1     1             
 yz1      1            
[C]t = zy1       1           
 xy2  –1  –1          –1    
 yx2   –1   –1      –1      
 xz2    –1       –1   –1    
 zx2        1          
 yz2      –1      –1    –1  
 zy2         1         
 xy3          1        
 yx3      1      1 –1     
 xz3           1       
 zx3     –1   –1       –1   
 yz3            1      
 zy3     –1  –1        –1   
 xy4    1      –1    1    
 yx4             1     
 xz4              1    
 zx4               1   
 yz4                1  
 zy4     1    –1      1   

 

В матрице базисных контуров и ниже – в матрице линейных комбинаций базисных 
контуров – записаны только ненулевые элементы. 

Заметим, что в третьем, четвертом и пятом столбцах матрицы [C]t число отличных от 
нуля элементов больше четырех. С увеличением числа элементов, на которые рассечено те-
ло, растет количество дуг графа, и появляются столбцы, содержащие большее число единиц 
(с тем или иным знаком). Это усложняет процесс программирования и, кроме того, ухудшает 
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точность вычислений. В то же время число отличных от нуля элементов в столбцах матрицы 
[C]t можно сделать равным четырем при любой степени декомпозиции. Базисные контуры, 
которые содержат только одну хорду и три ветви, остаются без изменения. В остальных слу-
чаях следует перейти от базисных контуров к их линейным комбинациям. 

Например, из рис. 2, видно, что в базисный контур Cxz1 входят дуги xz1, xx4, xy4, –xz2, 
–xy2, –xx1, а в контур Cxz4 – дуги xz4, xy4, –xz2, –xy2. 

Разность этих базисных контуров даст контур 1xzC , который включает в себя дуги 
xz1, xx4, –xz4, –xx1. Таким образом, контуры, полученные линейной комбинацией базис-
ных, содержат две хорды и две ветви. Одна хорда имеет положительное направление 
и принимается в качестве определяющей данный контур, вторая хорда входит в контур 

с отрицательным знаком. В результате получим транспонированную матрицу 
t

C    ли-

нейных комбинаций базисных контуров: 
 

   xy1 yx1 xz1 zx1 yz1 zy1 zx2 zy2 xy3 xz3 yz3 yx4 xz4 zx4 yz4  
 xx1  –1  –1              
 yy1   –1   –1            
 zz1     –1  –1           
 xx2  1         –1       
 yy2   1             –1  
 zz2        1 1         
 xx3          1 1       
 yy3      1       –1     
 zz3       1 –1          
 xx4    1      –1        
 yy4             1   1  
 zz4     1    –1         
 xy1  1                
 yx1   1               
 xz1    1              
 zx1     1             

t
C   = 

yz1      1            
zy1       1           
xy2  –1            –1   –1 

 yx2   –1         –1      
 xz2           –1   –1    
 zx2        1          
 yz2            –1      
 zy2         1         
 xy3          1   –1     
 yx3            1      
 xz3           1       
 zx3        –1       –1   
 yz3      –1      1      
 zy3       –1        –1   
 xy4          –1    1    
 yx4             1     
 xz4    –1          1    
 zx4     –1          1   
 yz4                1  
 zy4         –1      1   

 
Структурные матрицы для элементарной ячейки в двумерном случае представлены 

в [20, 23]. 
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2. Свойства топологических матриц. Построение несингулярных матриц 
преобразования 

 
Между топологическими матрицами существуют взаимные связи, выражающие 

свойства ортогональности или позволяющие по одной из них определить другую [6]. 
Известно, что матрицы инцидентности и контуров обладают свойством ортогональ-

ности: 

 [A][C]t = 0, [C][A]t = 0.  (2) 

Кроме того, из определения матрицы корневых путей остовного дерева и матрицы 
хорд следует 

 [B][P]t = 0, [P][B]t = 0. (3) 

Действительно, в столбцах матрицы [P], соответствующих хордам, стоят нули, а еди-
ницы расположены в столбцах, соответствующих ветвям, в то время как в матрице [B]t 
в строках, соответствующих хордам, стоят единицы, а ветвям – нули. 

С другой стороны, произведение матриц инцидентности и путей основного дерева, 
а также хорд и контуров дает единичную матрицу: 

 [A][P]t = [I], [P][A]t = [I]. (4) 

 [B][C]t = [I], [C][B]t = [I]. (5) 

Ранг каждой из матриц [A] и [P] равен рангу графа rk, а ранг матриц [B] и [C] равен 
цикломатическому числу . Это позволяет сконструировать квадратные матрицы разме-
ром mm, так как rk +  = m, а число столбцов у матриц [A], [B], [C], [P] равно m. Для это-
го следует применить операцию сочленения двух матриц по вертикали [28], которая  
заключается в простом приписывании второй матрицы к первой снизу. Таким образом, 
сначала располагаются все строки первой матрицы, а затем второй – без нарушения их 
порядка в исходных матрицах. В результате можно построить две квадратные матрицы 

  ,
 
 
 

B

A
A =

B
   .

 
 
 

C

P
P =

C
 

Матрицу [AB] можно назвать матрицей дополнений, так как она построена с помо-
щью матрицы инцидентности [A], содержащей разрезы, дуги которых дополняют множе-
ство изолированных вершин до исходного графа, а матрица [B] включает в себя хорды, 
дополняющие ветви остовного дерева до исходного графа. 

Матрицу [PC] назовем матрицей маршрутов, поскольку она составлена из матрицы 
корневых путей [P] и матрицы контуров [C], т.е. с использованием матриц открытых и 
замкнутых маршрутов. 

Из правил оперирования с блочными матрицами вытекают соотношения 

[AB]t = [At, Bt], [PC]t = [Pt, Ct]. 

Учитывая свойства (2)–(5), получаем 

      0
.,

0

t t
t t t

t t

    
         
    

B C

A IAP AC
A P IP C

B IBP BC
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Отсюда следует, что матрицы [AB] и [PC]t взаимно обратные, т.е. 

 [PC]t = [AB]–1, [AB]t = [PC]–1.  (6) 

Заметим, что строки и столбцы матриц [AB] и [PC] имеют одинаковые обозначения. 
Поскольку связь (6) между этими матрицами получена не с помощью математического 
обращения, а путем искусственного построения, то при выполнении операции сочленения 
необходимо специально следить за соответствием распределения строк и столбцов в каж-
дой из матриц, обеспечивая одинаковый порядок. 

 
3. Уравнения графовой модели тела 

 

Тело, представленное в виде отдельных элементов, и соответствующая ему совокуп-
ность элементарных ячеек описывается уравнением 

     .f = K δ   (7) 

Здесь {f и { – векторы внутренних сил и деформаций. 

       1c 2c nc 1c 2c nc, , , , , , , ,
tt t t t t t t f f f f δ δ δ δ   

причем    ic ic
,

tt
f δ  определяются (1),  K  – глобальная несвязная матрица жесткости те-

ла, представленного в дискретном виде: 

 [K] = diag[K1c, K2c,…,Knc],  

где n  – число ячеек, образующих граф, а  icK  определяется формулой (29) из работы [25]. 

Уравнение (7) связывает внутренние силы с деформациями элементов и не позволяет 
в общем случае определить напряженно-деформированное состояние тела, поскольку, как 
правило, заданными бывают внешние силы и перемещения.  

Для получения уравнений связного тела, следуя [18], используем преобразования 
обобщенных координат, описывающих разрезанное на элементы и связное тело. Вводим 
преобразования переменных с помощью квадратных матриц [AB] и [PC]: 

        .
   

  
   

B

A Af
F = A f = f =

B Bf
  (8) 

        .
   

  
   

C

P Pδ
Δ = P δ = δ =

C Cδ
  (9) 

Поскольку матрицы дополнений и маршрутов несингулярны, то с учетом (6) воз-
можны обратные преобразования, которые не требуют процедур численного обращения: 

         1
,

t
B Cf = A F = P F  

          1
.

t
C Bδ = P Δ = A Δ  (10) 

Подставив в правую часть (7) значения {δ} из (10), а также умножив это уравнение 
слева на [AB], получаем уравнение, описывающие связное тело:  

 {F} = [AB][K][AB]t{Δ},  (11) 
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где  

      , .
t t

t t t

t t

  
           

B B

A AKA AKB
A K A K A B

B BKA BKB
 

Следует отметить, что уравнение (11),описывающее напряженно-деформированное 
состояние дискретной модели, несет информацию о структуре графа и физическом законе 
Гука. Дифференциальные уравнения равновесия и совместности деформаций при выводе 
(11) не использовались. В то же время для построенной графовой модели, как показано 
в [25], уравнения равновесия и совместности деформаций обеспечиваются автоматически 
как следствие вершинного и контурного законов Кирхгофа [6, 27], которые имеют фун-
даментальный характер. 

Рассмотрим общесистемный вектор сил (8). Его член [A]{f} на основании вершинно-
го закона [5,15] представляет собой вектор вершинных переменных {F}e, которые интер-
претируются как заданные внешние силы. Член [B]{f} выделяет часть дуг графа {f}b, яв-
ляющихся хордами, которые интерпретируются как неизвестные внутренние силы.  

Вектор общесистемных перемещений (9) включает в себя член [P]{δ}, который пред-
ставляет собой перемещения узловых точек в глобальной системе координат {U}. На ос-
новании контурного закона [6,18] член [C]{δ} равен нулю.  

В результате уравнение (11) принимает вид  

,
0

t t

t t

     
          b

Fe UAKA AKB

f BKA BKB
 

откуда следует  

          .
t

e
  sF A K A U K U  

Решение последнего уравнения получаем в виде  

{U} = [Ks]
–1{F}e. 

По известным перемещениям определяем деформации, а затем с помощью закона 
Гука находим напряжения, действующие в каждом элементе. 

 
4. Численные результаты 

 
В качестве примера, иллюстрирующего предлагаемый метод, приведем задачу из 

[29]. В ней рассматривается расчет напряженного состояния для пространственной струк-
туры, изображенной на рис. 3. Как указано в [29], эта расчетная схема может быть ис-
пользована для моделирования шахтной выработки для поддерживания кровли при про-
ведении горных работ. 

На рис. 3 показана расчетная схема и дискретизация структуры на шестигранные прямо-
угольные элементы. Изображена восьмая часть расчетной области. Плоскости xy, yz и zx яв-
ляются плоскостями симметрии. Нормальные перемещения узлов, лежащих в плоскостях 
симметрии, задавались равными нулю. К нижней поверхности приложена равномерно рас-
пределенная нагрузка p = 0,1 МПа, на верхней поверхности исключены вертикальные пере-
мещения. Другие грани конструкции свободны от нагрузки. Размеры, как и в [29], верхнего 



Тырымов А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2017) 188–202 

199 

параллелепипеда 20×20×40 (см), нижнего – 60×60×80 (см). В [29] приведены решения рас-
сматриваемой задачи методом граничных элементов (МГЭ), методом конечных элементов 
с использованием модифицированных гексаэдров Айронса-Зенкевича, а в работе [30] с по-
мощью шестигранного прямоугольного конечного элемента с применением линейных базис-
ных функций для аппроксимации напряжений. Анализируется концентрация напряжений  
σу/р, вдоль диагонали плоскости соединения 
кровли и крепи. В расчетах число гранич-
ных сегментов в зависимости от версии про-
грамм МГЭ составляло 16 либо 44, в МКЭ 
сетка разбиения на элементы редкая с ис-
пользованием 274 степеней свободы для ее 
узлов [29]. Авторы отмечают, что дискрети-
зация слишком грубая и требует более де-
тального описания. Анализ напряжений ме-
тодом КЭ в [30] проведен при разбиении 
нижней части конструкции на 196 элемен-
тов, верхней – на 64 элемента. В графовом 
подходе верхний параллелепипед разбива-
ется на 150 элементов, нижний – 550 эле-
ментов. На рис. 4 показаны графики напря-
жений σу/р, полученные МКЭ, МГЭ и гра-
фовым методом. Заметим, что, как и в [29, 
30], отсчет расстояния ведется от вершины 
угла, лежащего на ребре крепи. 

 

Рис. 3 Геометрия задачи 
Fig. 3. Geometry of the problem 

 

Рис. 4. Распределение напряжений σу/р, по диагонали сечения крепи 
Fig. 4. The σу/р stresses distribution along the diagonal cross section of the lining 

Как видно из графиков, результаты расчетов графовым методом согласуются с общей 
тенденцией распределения напряжений из [29, 30], позволяя при этом получить более 
точное решение. 
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