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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ МАТЕРИАЛОВ ПО МНОГОЗВЕННЫМ  

КУСОЧНО-ЛОМАНЫМ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ТРАЕКТОРИЯМ 
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 Рассматривается математическое моделирование процессов упругопластиче-
ского деформирования материала сталь 45 в векторном пространстве А.А. Илью-
шина по многозвенным неаналитическим траекториям вида плоских многозвенных
ломаных траекторий, состоящем из четырех прямолинейных кусочно-ломаных 
участков при его одновременном растяжении либо сжатии с кручением. При моде-
лировании использовалась математическая модель теории процессов для плоских
траекторий с уточненными аппроксимациями функционалов процесса, содержащая
все необходимые параметры сложного нагружения для плоских траекторий. Ос-
новные уравнения математической модели приведены к задаче Коши, для числен-
ного решения которых и получения расчетных результатов использовался метод
Рунге-Кутты четвертого порядка точности.  

Приведена методика определения материальных параметров аппроксимаций в вы-
ражениях функционалов на основе обработки экспериментальных данных по базовым
траекториям типа «смещенного веера» двузвенных траекторий. Экспериментальные
исследования проведены на автоматизированном испытательном комплексе СН-ЭВМ в 
лаборатории механических испытаний Тверского государственного технического универ-
ситета. В качестве образцов для экспериментальных исследований были использованы
тонкостенные цилиндрические оболочки из стали 45 в состоянии поставки. 

Численные теоретические расчеты сравниваются с экспериментальными дан-
ными для оценки достоверности математической модели теории процессов при
сложном нагружении для данного класса траекторий деформирования. Предла-
гаемая математическая модель теории процессов дала результаты, хорошо соот-
ветствующие данным эксперимента, как по скалярным, так и векторным свойствам
материала. Это подтверждает достаточную для практических задач достоверность
расчетных данных и точность построенных аппроксимаций функционалов процес-
сов используемой математической модели теории процессов. 
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 Mathematical simulation of 45 steel elastic-plastic deformation processes which 
takes place in Ilyushin's vector space and goes along a flat multielement trajectory. Each 
trajectory consists of four rectilinear piecewise broken segments with its simultaneous 
stretching or compression with torsion. In the simulation, a mathematical model of the
theory of processes for plane trajectories with refined approximations of the process
functionalities was used which contains all the necessary parameters for the complex 
loading for plane trajectories. The basic equations of the mathematical model are re-
duced to the Cauchy problem, the Runge-Kutta method of the accuracy fourth order was 
used for the numerical solution and the calculation results. 

A technique is given for determining the material parameters of approximations in 
the expressions for the functionals by processing the experimental data on basic trajecto-
ries of the "displaced fan" type of two-link trajectories. The experimental test on the SN-
EVM testing complex has been carried out in mechanical laboratories in Tver State
Technical University. Cylinder thin-walled shells from steel 45 in the condition of delivery 
were used as physical models for researching on the SN-EVM testing complex. 

The results of the theoretical numerical calculations are compared with the experi-
mental data to assess the validity of the mathematical models of the processes under
complex loading for these types of trajectories of deformation. The offered mathematical 
model of the theory of processes yields adequate results which are correspond well to 
the experimental data on material scalar and vector properties.  It confirms the reliability 
of the settlement data which is sufficient for practical issues and accuracy of the con-
structed approximations of processes’ functionalities related to the used mathematical
model of the theory of processes. 
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1. Основные положения  

 
Тензоры напряжений и деформаций, характеризующие напряженно-деформированное 

состояние (НДС) точки тела, можно разложить на шаровые тензоры и девиаторы [1–3]: 

 *
0( ) ( ) ( )ij ij ijS     σT , *

0( ) ( ) Э(Э )ij ij ij     εТ , ( , 1, 2, 3),i j    (1) 

где ij  − символ Кронекера; 

 0

1

3 ij ij    , 0

1

3 ij ij    , ij ijS S  , Э Э Эij ij , ( , 1, 2, 3)i j    (2) 

− модули шаровых тензоров и девиаторов соответственно; 

 0ij ij ijS     , 0Эij ij ij    , * ij
ij

S
S 


, * Э
Э

Э
ij

ij  , ( , 1, 2, 3)i j    (3) 

− компоненты девиаторов и направляющих тензоров напряжений и деформаций со-
ответственно. 

При простом пропорциональном нагружении направляющие тензоры напряжений 

и деформаций * *( ) (Э )ij ijS   и определяющие соотношения теории малых упругопластических 

деформаций, предложенной в [1], с учетом упругости объемной деформации имеют вид 
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 0 03K   , Э 2 Э
Эij ij p ijS G


  , ( , 1, 2, 3)i j  ,  (4) 

где K  − модуль объемной упругости; pG  − пластический модуль сдвига; Ф(Э)  – уни-

версальная единой диаграммы упрочнения материалов Роша и Эйхингера при простом 
нагружении, определяющая только скалярные свойства материалов для произвольного 

НДС. При сложном нагружении направляющие тензоры * *( ) (Э )ij ijS   и учет в определяю-

щих соотношениях только скалярных свойств материалов недостаточен. 
В работах А.А. Ильюшина [2–4] и В.Г. Зубчанинова [11] в линейном совмещенном 

евклидовом пространстве 6E  с ортонормированным неподвижным базисом  îk  было ис-

пользовано представление тензоров σT  и εТ  в виде векторов: 

 , 0S S σ  ˆ ,kSσ ik  , 0ε ε Э  ЭkЭ i k  ( 1, 2,...5),k    (5) 

где 0
ˆS0

0S i , 0Э 0

0ε i  − векторы напряжений и деформаций в одномерном подпростран-

стве объемного растяжения и сжатия с гидростатической осью, характеризуемой единич-

ным вектором ˆ
0i ; σ , Э  − векторы напряжений и деформаций формоизменения в пяти-

мерном девиаторном подпространстве 5E . Координаты векторов связаны с компонентами 

тензоров и девиаторов взаимно однозначными преобразованиями [2–6] 

 

22 33
0 0 1 11 2 3 12 4 23 5 13

22 33
0 0 1 11 2 3 12 4 23 5 13

3
3 , , , 2 , 2 , 2 ,

2 2

Э Э3
Э 3 , Э , Э , Э 2Э , Э 2Э , Э 2Э .

2 2

S S
S S S S S S S S S S

Э

 
      




       

  (6) 

Модули векторов в пятимерном подпространстве 5E  равны модулям девиаторов на-

пряжений и деформаций соответственно: 

 k k ij ijS S S S   , Э Э Э Э Эk k ij ij  , ( 1, 2,...5)k  , ( , 1, 2, 3)i j  .  (7) 

В работе [3] А.А. Ильюшин представил основное соотношение постулата изотропии, 
которое в дальнейшем в работах [2, 7–9] было дополнено соотношением для отображения 
влияния векторных свойств материалов. Общие определяющие соотношения теории про-
цессов получены в работах [5, 6]. Они отражают связь между векторами напряжений σ  

и деформаций Э  формоизменения с учетом скалярных и векторных свойств материалов. 
Для случая плоских траекторий без учета Э2-эффекта определяющие соотношения в ска-
лярной форме имеют вид [5, 6] 

 
1 1 1

1 1
1 1

Э
cos , ( 1, 3),

sin ,

k k kdS d Sd
M M k

ds ds ds

d M

ds

         


      

  (8) 

где 1M , 
d

ds


 – функционалы процесса деформирования, зависящие от параметров слож-

ного нагружения; s – длины дуги траектории деформирования, ее кривизны 1  и углов 

излома 0
1 . Угол сближения 1  характеризует направление σ  по отношению к касатель-
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ной к траектории деформирования в каждой ее точке. Этот угол отражает влияние век-
торных свойств материала на процесс деформирования.  

 

2. Математическая модель теории процессов в плоских задачах 
 

В математической модели в дополнение к определяющим соотношениям (8) исполь-
зуются универсальные аппроксимации функционалов [5]  

    0 к( ) Ф ,ps s Af s        (9) 

   0
1 2 2 2 ,q

р рM G G G f     (10) 

где  Ф s  – универсальная функция нагружения Одквиста–Ильюшина для процессов, 

близких к простым, без учета их истории; т
кs s s    – приращение длины дуги траекто-

рии после ее излома в некоторой точке K; т т
к к кФ( )s    – разница в точках излома ме-

жду значениями универсальной функции Одквиста–Ильюшина и расчетным значением 

модуля вектора напряжений т
к ; 2 Ф( ) /pG s s ; индекс «нолик» у пластического модуля 

сдвига соответствует значению pG  в точке излома траектории; 

    1s ss s e b e          ;  1ss e b s        (11) 

− функция, описывающая после излома траектории скалярный нырок напряжений 
при сложной разгрузке и последующем вторичном пластическом деформировании, и ее 
производная; 

 11 cos

2
f

 
 ; 

0
0 1

0 1

1 cos
( )

2
f f

 
     (12) 

– функция, учитывающая ориентацию вектора напряжений в процессе деформирова-

ния, и ее значение в точке излома при значении угла сближения 0
1  каждого из участков 

неаналитической траектории; ,A  ,b  ,  ,p  q  – материальные параметры материала, для 

определения которых ниже предложена методика на основе обработки эксперименталь-
ных данных для каждого материала.  

Для аппроксимации универсальной функции упрочнения Одквиста–Ильюшина  Ф s  

при простом нагружении использовались выражения [5] 

 
 

 т

т

т т ( ) т
* *

2
1 , при 0 ,

Ф( )
2 ( ) 1 , при .

s

s s

G
e s s

s
G s s e s s



 

       
     

  (13) 

Здесь т
т2 / 3   ; т  – предел текучести при растяжении; тs  – граница участков диа-

граммы деформирования, разделяющая упругую часть диаграммы и площадку текучести 
( т0 s s  ) от участка самоупрочнения материала ( тs s ); G  – упругий модуль сдвига; 

*,  *,G  ,    – экспериментально определяемые параметры материала из опытов на про-

стое нагружение по типу «центрального веера» прямолинейных траекторий [5].  
При заданных начальных условиях для координат Э ( 1, 3)k k   вектора деформаций 

и начальных значениях угла 0
1  основные уравнения (8) с конкретизированными функцио-
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налами (9), (10) приводятся к задаче Коши, для численного решения которой и определения 
координат ( 1, 3)kS k   вектора напряжений и угла сближения 1  использовался метод Рун-

ге-Кутты четвертого порядка точности в программном приложении MathWorks MatLab.  
Ранее данная математическая модель была использована [10] для описания процессов 

деформирования только по двузвенным ломаным прямолинейным траекториям. Другие 
заслуживающие внимания идеи построения определяющих соотношений и проведения 
базовых экспериментальных исследований представлены в работах [12–30]. 

 
3. Методика определения материальных параметров аппроксимаций 

 
Для определения материальных параметров использован базовый опыт траекторий 

«смещенного веера» для кусочно-ломаной прямолинейной траектории с углом излома на 
135 градусов. Общая диаграмма прослеживания процесса деформирования ( )s  такой 

траектории в сравнении с универсальной функцией упрочнения Одквиста–Ильюшина 
Ф( )s   представлена на рис. 1.  

 

Рис. 1. К определению материальных параметров 
Fig. 1. To the definition of material parameters 

Разность между значениями Ф( )s  и действительными значениями модуля напряже-

ний на диаграмме при к 0   определяется так: 

    0Ф ( ) .ps s Af s       (14) 

В точке минимума нырка напряжений на диаграмме ( )s  имеем   0s   , следова-

тельно, м 1s b   . Из (14) с учетом (11) имеем 

    (1 )
м м 0Ф ( ) p bs s Af b e     .  (15) 

В точке при maxs s   из (14) с учетом (11) получаем  

  max max 0Ф ( ) ps s Af b  .  (16) 

Возьмем отношение 

 
 
max max

(1 )
м м

Ф ( )

Ф ( ) b

s s b

s s b e 

 
  

 
, 
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где после преобразований может быть получена функция 

1 0
1

bbe  
 


, 

откуда находится параметр b, выражаемый через W-функцию Ламберта 

 
1

1

e
b LambertW

 
   

.  (17) 

Для вычисления параметра A  при вычисленном значении b по (17) предлагается ис-
пользовать выражение (16), откуда  

 
 max maxФ ( )

.
p

o

s s
A

b f


   (18) 

Для вычисления параметра   используется значение производной в точке излома 

траектории при 0 :s   

  0 0
0 0

Ф Ф
0 (1 )p pd dd

Af Af b
ds ds ds

        ,  (19) 

где из (13) 

 к т
т0

* *

Ф
2 s sd
G e

ds
   . 

При 0
1 0   в точке K с учетом (12) имеем 0Ф

;
dd

ds ds


  при упругой разгрузке для 

0
1 180      получается 0Ф

(1 ) 2
dd

A b G
ds ds


      , откуда 

0Ф
(1 ) 2 .

d
A b G

ds
     

Тогда с учетом (18) 

 
 

00

max max

ФФ 22
.

(1 ) Ф ( ) (1 )

p
o

dd b f GG
dsds

A b s s b

   
   

    
  (20) 

При найденном значении b  по (18) и (20) при различных показателях степени p  мо-

жет быть найден спектр значений параметров A ,  , выбор которых определяется наи-

лучшим соответствием данным базового эксперимента. 
 

4. Результаты экспериментального исследования и математического  
моделирования 

 

Экспериментальное исследование было выполнено на автоматизированном испыта-
тельном комплексе СН-ЭВМ имени А.А. Ильюшина в лаборатории механических испы-
таний кафедры «Сопротивление материалов, теории упругости и пластичности» Тверско-
го государственного технического университета. В качестве образцов для эксперимен-
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тальных исследований были использованы тонкостенные цилиндрические оболочки из 
стали 45 в состоянии поставки, имеющие в рабочей части: длину 110l   мм, толщину 

1h  мм и диаметр срединной поверхности 31d   мм. Начальная изотропия материала 
образцов с достаточной степенью точности была подтверждена в опытах на простое на-
гружение (растяжение, сжатие и кручение), где после обработки этих диаграмм были 
приняты следующие значения материальных параметров для стали 3 в аппроксимации 

(13): т 285 МПа  , т 20,9 10s   , 52 1,57 10 МПаG   , 70  , 900  , * 78,8 МПа  , 

*2 1618,9МПаG  . 

Для оценки достоверности расчетных результатов по предлагаемой математической 
модели в пространстве деформаций 1 3Э Э  девиаторного подпространства 5E  реализова-

на нетривиальная неаналитическая траектория по типу «песочные часы», состоящая из 
четырех прямолинейных кусочно-ломаных участков (рис. 2).  

На первом прямолинейном участке реализовывалось пропорциональное кручение по 

координате 3Э  до значения *
3Э 2,5 %  ; на втором участке при изломе траектории на угол 

135    реализовывалось комбинированное растяжение и кручение до значений *
3Э 0,  

*
1Э 2,5 %  ; на третьем участке при изломе траектории на угол 135    при 
*
1Э 2,5 % const    осуществлялось кручение до *

3Э 2,5 %;   на четвертом участке при из-

ломе вновь на угол 135    реализовывалось комбинированное сжатие и кручение с при-
ходом в начало координат. 

На рис. 3 приведен отклик на реализованную траекторию деформирования в виде тра-
ектории нагружения в плоскости 1 3S S  совмещенного девиаторного подпространства 5E . 

На рис. 4 приведены результаты расчета и экспериментальные данные для диаграмм про-
слеживания процессов сложного нагружения s  , характеризующих скалярные свойства 
материалов в зависимости от длины дуги s  сложного деформирования, на рис. 5 – диа-

граммы для углов сближения 1 s  , характеризующие векторные свойства материалов. 

На рис. 6, 7 приведены локальные диаграммы деформирования растяжения-сжатия по ком-
понентам 1 1S Э  и чистого сдвига по компонентам 3 3ЭS  . На рис. 2–7 цифрами 1, 2, 3, 4 

обозначены точки начала соответствующих участков реализованной кусочно-ломаной тра-
ектории. Экспериментальные данные на рисунках отмечены точками; модельные расчет-
ные данные отмечены синим цветом. 

В расчете на всех участках траектории использовались значения материальных пара-
метров, найденные по (17), (18), (20) при показателе степени 4p  , которые были равны 

соответственно: 0,125b  , 595,34A   МПа, 240,56  . Показатель степени p  на втором 

участке принимался равным 4. На последующих участках его значение подбиралось 
из условия соответствия глубины «нырка напряжений» данным эксперимента и принима-
лось 6, 2p   – для третьего участка и 1p   – для четвертого. Показатель степени q  на 

всех участках принимался 0,8q  . 

В расчетах также было учтено, что начальное отклонение 0
1  вектора напряжений не 

всегда соответствует углу излому траектории 135   . На первом изломе в точке 2 после 

участка простого нагружения 0
1 135     . Перед вторым и третьим изломом вектор на-
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пряжений имел отклонение, что учитывалось при численном решении в виде начального 

условия для участка траектории 0 к
1 1135   , где к

1   расчетное значение угла сближе-

ния в конце предшествующего участка перед изломом траектории. Перед вторым изло-
мом при переходе от второго к третьему участку траектории расчетное значение 

к
1 9,5 ,    при этом излом траектории в точке 3 производился в сторону отклонения век-

тора напряжений, поэтому в расчете принималось 0
1 135 9,5 125,5 .       Перед третьим 

изломом (переход от третьего к четвертому участку траектории) расчетное значение 
к
1 17 ,    а излом траектории в точке 4 производился в сторону, противоположную откло-

нению вектора напряжений, поэтому здесь 0
1 135 17 152 .       

 

Рис. 2. Траектория деформирования на плоскости 1 3Э Э  

Fig. 2. Deformation trajectory on the plane 1 3Э Э  

 

Рис. 3. Отклик по напряжениям на плоскости 1 3S S  

Fig. 3. Response of tension on the plane 1 3S S  
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Рис. 4. Глобальная диаграмма деформирования s   
Fig. 4. General chart of deformation s   

 

Рис. 5. Диаграмма характеристики векторных свойств материала 1 s    

Fig. 5. Chart that characterize the vector material properties 1 s    

 

Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования 1 1ЭS   

Fig. 6. Local chart of deformation 1 1ЭS   
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Рис. 7. Локальная диаграмма деформирования 3 3ЭS   

Fig. 7. Local chart of deformation 3 3ЭS   

Как видно, принятые для модели данные достаточно хорошо соответствуют экспери-
ментальным как по скалярным, так и по векторным свойствам. 

 
Заключение 

 
Сравнение результатов теоретических численных расчетов с результатами экспери-

ментального исследования по заданной сложной многозвенной траектории показало дос-
таточную для практических задач достоверность расчетных данных и точность построен-
ных аппроксимаций функционалов процессов используемой математической модели тео-
рии процессов [3–5]. 
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