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 Рассмотрена валидация конечно-элементных (КЭ) моделей. Дано её понятие 
как последовательность действий над реальной конструкцией и её КЭ-моделью 
с целью получения модели, которая максимально точно представляет статическое
напряжённо-деформированное состояние и/или динамические характеристики 
моделируемой реальной конструкции. Валидация представлена на примере
КЭ-модели антенны, имеющей сложную разветвлённую структуру. В качестве вы-
ходных переменных (откликов) КЭ-модели были выбраны собственные формы её 
колебаний. Для определения потенциально оптимального местоположения датчи-
ков, фиксирующих значения откликов с реальной конструкции, проводится анализ
специальных матриц, построенных на основе КЭ-модели. Этот анализ показывает 
доминантные формы колебаний, по которым деформируется значительная масса 
конструкции, установку датчиков в узлах КЭ-модели по максимальным значениям 
долей кинетической энергии при колебаниях, а также точки возбуждения всех тре-
буемых собственных форм колебаний конструкции с помощью динамической на-
грузки. Таким образом, на основе проведённого анализа определяются точки на
конструкции для оптимальной установки датчиков (например, акселерометров),
а также точки возбуждения колебаний. Математически выбор местоположения
датчиков сопровождается редуцированием глобальных матриц КЭ-модели к узлам 
(степеням свободы), куда потенциально будут установлены датчики. Также в рабо-
те приведено подтверждение того, что выбранное положение датчиков оптималь-
но. Для этого вычисляются специальные коррелирующие матрицы, используемые
для сравнения собственных векторов в выбранных узлах исходной и редуцирован-
ной КЭ-моделей. Подтверждением оптимальности положения датчиков является
получение определенных значений коррелирующих матриц.  

Далее на основе предшествующего анализа проводится натурное испытание 
конструкции. После его проведения вновь вычисляются коррелирующие матрицы,
необходимые для сравнения собственных векторов в выбранных ранее узлах
(точках), полученных в результате натурного испытания и на редуцированной
КЭ-модели. В случае высокой степени корреляции сравниваемых результатов 
исходная КЭ-модель считается валидированной, при низкой степени корреляции
необходимо уточнение КЭ-модели. 
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 The paper presents the finite element (FE) model validation. The definition of the
term is given as a sequence of operations on a construction and its FE model to get the
model reflecting the stress–strain behavior, and/or the dynamic properties of the con-
struction as accurate as only possible. In this study, the validation was illustrated by a FE
model of an antenna which has a complex divergent structure. Eigenmodes were select-
ed as responses for FE model validation. Special matrices which are calculated using the
FE method program are analyzed to define whether a sensor placement is optimal. Sen-
sors are utilized to get the structural responses during structure tests. This analysis
shows dominant eigenmodes that correspond with the deformation of the considerable
amount of construction mass, location of the sensors which are placed in the nodes hav-
ing the maximum values of kinetic energy fractions and the excitation points of all the
required structure eigenmodes. According to the previous analysis, the location of the
sensors (e.g. accelerometers) and excitation points are chosen. Mathematically, the se-
lection of the sensor positions is accompanied with a reduction of the global FE model
matrices to the nodes (degrees of freedom) where the sensors will potentially be placed.
The next step is to confirm that the location of the sensors is optimal by means of special 
correlation matrices. They are employed to compare eigenvectors in the selected nodes
of the base and reduced FE models. The certain values of the elements of the correlation
matrices are the confirmation that the sensors are located in the optimal way. 

Further, structural tests are conducted by utilizing the results of the previous analysis. Af-
terwards, the correlation matrices are calculated again to compare the base finite element
model of eigenvectors in the previously chosen nodes (points) with the reduced ones. If the 
correlation degree of the eigenvectors is high, the base FE model is considered as validated. If
the correlation degree of the eigenvectors is low, the base FE model must be updated. 
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Введение 

 
С целью изучения статического напряженно-деформированного состояния (НДС) 

и динамических характеристик реальных конструкций в настоящее время создаются их 
конечно-элементные (КЭ) модели. Численное решение методом конечных элементов 
(МКЭ) считается высокоэффективным математическим подходом в реализации этих за-
дач. Однако добиться достаточного уровня совпадения результатов этого решения и ре-
зультатов натурного испытания исследуемой конструкции удается далеко не всегда. 

При проведении статических испытаний это несовпадение минимально, поскольку на 
основе КЭ-решения априори (заранее) известно поле напряжений и максимальные гради-
енты его изменения, например, в областях с концентраторами напряжений (отверстий, 
переходов и др.). Тогда датчики для проведения натурного испытания устанавливаются 
в эти области, и при необходимости их положение корректируется с целью повышения 
уровня совпадения результатов с результатами КЭ-анализа. Также несовпадение резуль-
татов в статических задачах может быть компенсировано изучением достоверности меха-
нических характеристик используемых материалов и другими факторами. 

Гораздо более серьезной проблемой несовпадения результатов натурного экспери-
мента и решения на основе МКЭ является определение динамических характеристик кон-
струкций. Это связано с тем, что каждой форме их колебаний соответствует своё НДС 
и определить оптимальное положение датчиков на объекте исследования чрезвычайно 
проблематично и априори просто невозможно. Кроме того, остаются проблемы, связан-
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ные с точностью математического моделирования некоторых свойств самой реальной 
конструкции, например её геометрии, механических характеристик материала (модуля 
упругости, коэффициента Пуассона и др.) и др. Большую роль также играют такие аспек-
ты, как некорректность задания в модели конечных элементов, граничных условий, свя-
зей, грубой КЭ-сетки и т.д. 

Таким образом, достижение идентичности результатов натурных испытаний конст-
рукций и численного анализа их КЭ-модели, в особенности для исследования динамиче-
ского поведения, является комплексной задачей, решение которой состоит в их взаимной 
корректировке по аспектам, связанным с испытанием конструкции и параметрами её  
КЭ-модели. 

Последовательность действий над реальной конструкцией и её КЭ-моделью, целью 
которой является получение КЭ-модели, максимально точно представляющей статиче-
ское НДС и/или динамические характеристики изучаемого объекта, называется «валида-
цией» КЭ-модели [1]. Получаемая в результате модель называется валидированной. 

Инструменты для получения валидированной КЭ-модели связаны с различными спо-
собами сравнения (анализа корреляции) результатов натурного испытания конструкции 
и результатов, получаемых на основе КЭ-модели, с последующими действиями для дос-
тижения высокого уровня их идентичности. 

Валидация КЭ-моделей востребована в таких отраслях промышленности, как авиа-
ционно-космический комплекс, автомобилестроение, общее машиностроение и отрасли 
гражданского строительства.  

Валидация КЭ-моделей позволяет: 
1. получить надёжную КЭ-модель, отражающую поведение реальной конструкции с вы-

сокой точностью, и, главное, использовать её для мониторинга работы этой конструкции; 
2. значительно сэкономить материальные средства и время на стадии проектирования 

конструкций за счёт сокращения количества натурных прототипов и их испытаний; 
3. обеспечить высокое качество и надёжность работы итоговой проектируемой конст-

рукции в целом и наметить пути её дальнейшего совершенствования по функциональности. 
Под мониторингом в инженерной практике [2–6] понимается контроль состояния 

сложных, ответственных и высоконагруженных конструкций, осуществляемый непре-
рывно с короткими промежутками по времени и необходимый для обеспечения их безо-
пасности в условиях эксплуатации. Технически он состоит в том, что параметры конст-
рукции (перемещения, напряжения, скорости, ускорения и др.) фиксируются датчиками, 
размещёнными в заранее определённых местах. До недавнего времени использовался 
подход, когда данные о состоянии конструкции и её НДС в целом получали только на ос-
нове датчиков. 

Однако в связи с применением только датчиков полное представление о работе кон-
струкции может быть упущено или интерпретировано неверно. Выходом из данной си-
туации и послужило дополнительное использование КЭ-модели натурного объекта. Это 
позволяет получить больше информации, например визуализировать НДС натурного объ-
екта практически в любой его точке и в любой момент времени и имеет другие преиму-
щества [3, 4]. В то же время появляется и дополнительная сложность подхода, опреде-
ляемого самой КЭ-моделью объекта. Эта модель должна отражать его поведение макси-
мально точно ещё до начала мониторинга, т.е., быть валидированной. Это и определяет 
актуальность валидации КЭ-моделей. 
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Блок-схема валидации КЭ-модели представлена на рис. 1. Её ключевыми операциями 
являются анализ корреляции результатов натурного испытания и расчета КЭ-модели 
с уточнением параметров модели [1].  

 

Рис. 1. Блок-схема валидации КЭ-модели 
Fig. 1. Flowchart for FE model validation 

В общем смысле анализ корреляции – это операция, позволяющая количественно 
оценить схожесть двух и более множеств данных [7]. В случае с КЭ-моделями первым из 
этих множеств выступают результаты натурного эксперимента, а вторым множеством 
выступают результаты расчёта исходной КЭ-модели. Вторым множеством также могут 
выступать результаты расчёта измененной КЭ-модели. Средством анализа корреляции 
являются коррелирующие матрицы или коэффициент корреляции. Дополнительно может 
быть использован статистический анализ множеств данных. 

В данной статье алгоритм валидации представлен на примере КЭ-модели антенны, 
имеющей сложную разветвленную конструкцию, для которой существуют результаты на-
турных испытаний в виде собственных векторов колебаний. Работа отдельных блоков ал-
горитма (см. рис. 1) более подробно представлена ниже, в том числе в виде математических 
зависимостей процесса валидации КЭ-модели. Далее для результатов (выходных перемен-
ных), по которым валидируется КЭ-модель, будет использован термин «отклики». 
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1. Алгоритм валидации КЭ-моделей 
 
Имеется объект натурного испытания и его КЭ-модель (см. рис. 1, блок 1), для кото-

рой был предварительно проведён анализ сходимости результатов. 
Планирование натурного испытания с использованием КЭ-модели (см. рис. 1, 

блок 2). При использовании результатов статического расчета в виде перемещений и на-
пряжений, по которым валидируется КЭ-модель, планирование испытания выполняется 
просто. В этом случае достаточно проанализировать модель, например, на предмет мак-
симальных перемещений и/или концентраторов напряжений и установить датчики в со-
ответствующие позиции. 

При использовании в качестве откликов собственных векторов планирование испы-
таний осуществляется сложнее и заключается в том, что подбор оптимального положения 
датчиков, например акселерометров, определяется их минимумом для фиксации макси-
мального количества форм колебаний конструкции. При подборе конфигурации расста-
новки датчиков необходима её проверка с помощью коррелирующих матриц, описание 
которых представлено ниже. Точки возбуждения колебаний конструкции также подби-
раются по принципу их минимального количества для возбуждения максимального коли-
чества форм колебаний. Алгоритм блока планирования испытания (см. рис. 1, блок 2) 
в этом случае более сложный и развернуто представлен на рис. 2.  

 
Рис. 2. Блок-схема планирования испытания конструкции на основе КЭ-модели  
в случае использования собственных векторов в качестве результатов (откликов) 

Fig. 2 Flowchart for structural test planning using FE model when eigenvectors  
are utilized as the results (responses) 

Выбор положения датчиков и точек воздействия на конструкцию с использова-
нием КЭ-модели (см. рис. 2, блок 2.1). В случае выбора собственных векторов в качестве 
фиксируемых результатов выбираются узлы КЭ-модели, которые будут соответствовать 
точкам положения датчиков, а также точкам возбуждения колебаний конструкции. При 
этом выполняется принцип «минимального количества датчиков и точек возбуждения для 
фиксации максимума информации о поведении конструкции». Это достигается с помо-

с использованием КЭ-модели 
и точек воздействия на конструкцию
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Редуцирование КЭ-модели 
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щью построения специальных матриц, анализ которых позволяет определить потенци-
ально оптимальное местоположение вышеуказанных узлов (точек). Далее представлена 
основная информация об указанных выше матрицах, более подробное их описание дано 
в работах [8–11]. Наиболее часто используются матрицы. 

1. Матрица  MEM  (Modal effective mass) [8, 11] предназначена для определения доли 

масс конструкции, участвующих в колебании. Она вычисляется для выбранных 1...j k  

форм по всем степеням свободы (три поступательных, три вращательных). Таким образом, 
данная матрица имеет размерность 6k . По значениям данной матрицы можно судить об 
энергии, возникающей при колебании конструкции по различным формам колебаний в раз-
личных направлениях, так как  MEM  включает в себя доли масс конструкции. На основе 

анализа данной матрицы выбираются формы колебаний, которые будут фиксироваться дат-
чиками. Чем больше доля массы и, соответственно, энергия, возникающая при колебаниях по 
определённой форме, тем проще её зафиксировать с помощью датчиков, и поэтому она 

предпочтительнее для фиксации. Элемент матрицы ijMEM    для j-й формы колебаний по 

направлению степени свободы i  определяется следующим образом: 

 ,ij ij ijMEM        (1) 

       ,
T

ij irbj
M        (2) 

где ij  – доля массы конструкции, участвующей в колебании по j-й форме по направле-

нию степени свободы i ;   – поэлементное (покомпонентное) умножение матриц, также 
называемое произведением Шура или Адамара;   j

  – вектор упругой j-й формы коле-

баний;  irb  – вектор формы колебания как абсолютно твёрдого тела по направлению 

степени свободы i ;  M  – матрица масс. 

2. Матрица  KE  (Kinetic Energy) [8, 9, 11] используется для вычисления долей кине-

тической энергии в узлах КЭ-модели относительно суммарной кинетической энергии 
конструкции при её колебаниях. Данная матрица вычисляется отдельно для каждой вы-
бранной формы 1...j k , по всем её m  степеням свободы. Размерность матрицы  KE  

для одной формы колебаний 1m , то есть она является вектором. Исходя из значений 
матрицы выбираются положения датчиков и/или точек возбуждения колебаний конст-
рукции. Чем выше значение доли кинетической энергии в точке, тем она предпочтитель-
нее для выбора в качестве положения датчика, так как перемещение такой точки проще 
зафиксировать. Вектор   j

KE  для j-й формы колебаний имеет вид 

      ,T

j jKE       (3) 

  
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

m m

m m

m m mm m

M M M

M M M

M M M

   
     
 
    




   


  (4) 

где mmM  – элемент матрицы масс; m  – элемент вектора j-й формы колебаний. 
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Часто с целью поиска точек положения датчиков КЭ-модель разделяют на   групп 

конечных элементов, где для каждой из них кинетическая энергия суммируется. Таким 

образом формируется вектор долей энергии   j
KE


 по   группам конечных элементов 

для каждой j-й формы колебаний ( 1...j k ). Размерность такого вектора 1 . При ис-

пользовании k  собственных форм колебаний при валидации данные векторы объединя-

ются, формируя матрицу       1
...

k
KE KE KE

 
  размерностью k . С помощью 

такой матрицы удобно идентифицировать область установки датчиков. После этой иден-
тификации следует воспользоваться матрицей  KE , значения которой точно укажут, ку-

да стоит установить датчики. 
3. Матрица  DPR  (Drive Point Residue) [8–10]. Если в качестве откликов было выбрано 

несколько форм колебаний, то желательно выявить общие для них точки приложения дина-
мической нагрузки на конструкцию. Чем больше форм колебания возбуждается из одной 
точки, тем лучше. Для решения данной задачи используется матрица  DPR , которая вы-

числяется для каждой формы колебания. Возможно использование матрицы  DPR  и для 

выявления положения датчиков. Матрица  DPR  для j-й формы колебаний имеет вид 

       ,j j j jDPR        (5) 

где j  – собственная частота j-й формы колебания. 

Если количество степеней свободы модели равно m , то размерность матрицы  DPR  

для одной формы колебаний 1m , то есть она является вектором. 

Редуцирование КЭ-модели (см. рис. 2, блок 2.2). На основе анализа матриц  MEM , 

 KE ,  KE

 и  DPR  выбираются узлы КЭ-модели, определяющие точки на конструкции, 

куда при натурном испытании будут помещены датчики. Математически выбор узлов сопро-
вождается редуцированием КЭ-модели, при котором собственные векторы сводятся к вы-
бранным узлам по определенным степеням свободы [3, 12–14]. Последняя процедура позво-
ляет осуществить сравнение собственных векторов с помощью коррелирующих матриц. 

Редуцирование КЭ-модели выполняется с помощью матрицы преобразования  T , вид 

которой зависит от метода редуцирования, в качестве которого в данной работе использу-
ется метод Гайяна [13]. При его использовании выбор узлов и степеней свободы оказывает 
на значения блочной матрицы преобразования существенное влияние, что является пред-
почтительным свойством при редуцировании КЭ-модели при её валидации [12]. 

Формула вычисления матрицы  T  по Гайяну имеет вид 

  
 

 1
,

dd dr

E
T

K K

 
  

     
  (6) 

где  E  – единичная матрица; ddK  – матрица жёсткости, формируемая из элементов гло-

бальной матрицы жёсткости, с индексами d редуцируемых из КЭ-модели степеней свобо-
ды; drK  – матрица жёсткости, формируемая из элементов глобальной матрицы жёстко-
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сти, с индексами d редуцируемых из КЭ-модели степеней свободы и к которым  
КЭ-модель редуцируется (с индексом r).  

       

 а                                             б                                                    в 
Рис. 3. Геометрия конструкции (а); КЭ-модель антенны (б);  

группы конечных элементов (в) 
Fig. 3. Geometry of the construction (a); FE model of the antenn (b);  

shows the groups of the finite elements (c) 

Преобразуемые (редуцируемые) матрицы связаны с матрицами исходной КЭ-модели 
следующим образом: 

– вектор перемещений 

      1
,r fx T x

    (7) 

– матрица масс 

      ,T

r fM T M T       (8) 

– матрица жесткости 

      ,T

r fK T K T       (9) 

где f  – индекс степеней свободы исходной КЭ-модели; r  – индекс степеней свободы, 

к которым производится редуцирование КЭ-модели; d  – индекс степеней свободы, кото-

рые редуцируются (убираются) с КЭ-модели;  fx  – вектор перемещений узлов по степе-

ням свободы исходной КЭ-модели;  rx  – вектор перемещений узлов по степеням свобо-

ды, к которым КЭ-модель редуцируется;  rM  – матрица масс редуцированной  

КЭ-модели; fM    – матрица масс исходной КЭ-модели;  rK  – матрица жёсткости реду-

цированной КЭ-модели; fK    – матрица жёсткости исходной КЭ-модели. 

Анализ корреляции результатов и его алгоритм (см. рис. 1, блоки 4, 5, 8, 9 и рис. 2, 
блоки 2.3, 2.4). После выбора конфигурации расстановки датчиков на КЭ-модели путем её 
редуцирования проводится анализ корреляции (сравнения) собственных векторов, полу-
ченных на исходной и редуцированной КЭ-моделях (см. рис. 2, блоки 2.3, 2.4) для подтвер-
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ждения оптимальности такой установки датчиков. Также анализ корреляции проводится 
для собственных векторов, полученных при натурном испытании и на редуцированной  
КЭ-модели с её исходными (см. рис. 1, блоки 4, 5) и уточнёнными (см. рис. 1, блоки 8, 9) 
параметрами для определения, валидированная КЭ-модель или нет. 

Средством анализа корреляции при использовании собственных векторов в качестве 
сравниваемых результатов являются коррелирующие матрицы, среди которых универ-
сальными и наиболее часто используемыми являются матрицы:  MAC  (Modal Assurance 

Criterion) и  ORTHO  (Orthogonality). 

 MAC  оценивает согласованность (когерентность) сравниваемых форм колебаний 

[8, 10, 12, 15]. При её расчёте не учитывается матрица масс.  ORTHO  оценивает  

степень ортогональности двух собственных векторов с их нормированием по матрице 
масс [8, 12, 16]. 

 Если значения диагональных членов коррелирующих матриц больше 0,75 и внедиа-
гональных членов меньше 0,25, то сравниваемые множества собственных векторов обла-
дают высокой степенью корреляции, в остальных случаях степень корреляции низкая [8, 12]. 

Отдельные элементы коррелирующих матриц  MAC  и  ORTHO  для множеств соб-

ственных векторов    и    вычисляются следующим образом: 

 
   

       

2

,

T

i j

ij TT

i i j j

MAC
    

            

  (10) 

       ,
T

ij i r jORTHO M       (11) 

где ijMAC  и ijORTHO  – элементы коррелирующих матриц  MAC  и  ORTHO ;    

и   – множества собственных векторов;  rM  – редуцированная матрица масс. 

Векторы-столбцы    и    зависят от следующих этапов валидации КЭ-модели [8, 12].  

1. Подготовительный этап (см. рис. 2, блоки 2.3, 2.4).    и    – соответственно 

множества собственных векторов исходной и редуцированной КЭ-моделей. На основе 
значений коррелирующих матриц делается вывод об оптимальности выбранного положе-
ния датчиков. При высокой степени корреляции оптимальность положения датчиков под-
тверждается, и можно проводить натурное испытание конструкции. При низкой степени 
корреляции следует изменить положение датчиков. При невозможности только варьиро-
вания положения датчиков (степень корреляции недостаточна) следует увеличить их ко-
личество (см. рис. 2, блок 2.5), руководствуясь при этом принципом о минимальности ко-
личества датчиков; 

2. Этап испытаний (см. рис. 1, блоки 4, 5).    и    – множества собственных век-

торов, полученных соответственно при испытании и на редуцированной КЭ-модели. По 
итогам данного этапа делается вывод о способности КЭ-модели представлять НДС кон-
струкции при колебаниях. При высокой степени корреляции КЭ-модель считается вали-
дированной. Если степень корреляции низкая, то переходят к уточнению параметров  
КЭ-модели. После их уточнения вновь проводится анализ корреляции. 
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3. Этап уточнения КЭ-модели (см. рис. 1, блоки 8, 9).    и    – соответственно 

множества собственных векторов редуцированной КЭ-модели с уточнёнными параметрами 
и собственные векторы, полученные при испытании. При высокой степени корреляции  
КЭ-модель также считается валидированной. Если степень корреляции низкая, то следует 
выбрать иные параметры для уточнения и/или выбрать иной метод уточнения. После по-
вторного уточнения параметров вновь проводится анализ корреляции результатов. 

Проведение непосредственно испытаний (см. рис. 1, блок 3) в соответствии с планом 
натурного испытания, полученным по блоку 2 (см. рис. 1). 

Выбор параметров КЭ-модели для их уточнения на основе результатов натурного 
испытания (см. рис 1, блок 6). Если уровень корреляции результатов, полученных с натур-
ного объекта и КЭ-модели низок, то следует выбрать и уточнить параметры КЭ-модели. 
Выбираются, например, модуль упругости, геометрия и другие характеристики. Также вы-
бираются интервалы варьирования параметров, в которых они будут уточняться. 

Уточнение конечно-элементных моделей (см. рис. 1, блок 7). Ниже представлен 
вариант классификации методов уточнения КЭ-моделей. 

1. Методы уточнения КЭ-матриц [17–20]. По ним напрямую уточняются матрицы 
жёсткости и масс КЭ-моделей. Решение по данным методам получается за одну итера-
цию, однако для получения точного решения необходимо, чтобы результаты натурного 
испытания были максимально достоверными.  

2. Методы, основанные на анализе чувствительности изменения значений откликов 
к изменениям параметров [4, 21, 22]. Эти методы итерационные и основаны на миними-
зации разницы между значениями откликов, полученных при испытании и на КЭ-модели 
с использованием результатов анализа чувствительности.  

Недостатком методов является сложность выбора уточняемых параметров, но она 
решается предварительным анализом чувствительности откликов к изменениям парамет-
ров КЭ-модели.  

3. Стохастические методы. Данными методами [23–26] в КЭ-модели уточняются де-
терминированные значения параметров, математические ожидания, дисперсии парамет-
ров, интервалы значений параметров и т.д. Недостатком методов является сложность ис-
пользования и интерпретации результатов уточнения. 

4. Методы аппроксимации откликов. Данные методы основаны на аппроксимации 
зависимостей (11) выбранных откликов от уточняемых параметров [5, 30].  

      ,Y f P   (12) 

где  Y  – вектор значений откликов, получаемый с их моделей аппроксимации;  P  – 

вектор параметров; f  – модели аппроксимации откликов, которые могут иметь вид по-

линома [5, 27, 28], радиально-базисной функции [28, 29] и т. д. 
Модель аппроксимации откликов может быть использована для вычисления опти-

мальных значений параметров КЭ-модели с помощью методов оптимизации.  
Методы аппроксимации откликов позволяют уточнять параметры КЭ-моделей значи-

тельно быстрее по сравнению с остальными методами, так как операции над аппроксима-
ционной моделью гораздо менее ресурсозатратны для ПК, чем уточнение параметров не-
посредственно КЭ-элементным решателем/оптимизатором [27, 30]. Поэтому рассматри-
ваемые методы являются предпочтительными. 
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2. Пример валидации КЭ-модели антенны 
 
Описание геометрии и КЭ-модели антенны. Антенна предназначена для приема (пере-

дачи) электромагнитного сигнала. Её размеры, в миллиметрах, представлены на рис. 3, а. Тол-
щина вертикального элемента равна 25,4 мм, толщина горизонтальных элементов 2,66 мм. 

         
Рис. 4. Первая форма колебаний: а – исходной КЭ-модели;  
б – редуцированной КЭ-модели; в – натурного объекта 

Fig. 4. First eigenmode of initial FE model (a); of the reduced FE model (b);  
of the structural object (c) 

         

Рис. 5. Восьмая форма колебаний: а – исходной КЭ-модели;  
б – редуцированной КЭ-модели; в – натурного объекта 

Fig. 5. Eight eigenmode of the initial FE model (a);  
of the reduced FE model (b); of the structural object (c) 

 
КЭ-модель антенны построена в программе MSC.Patran (см. рис. 3, б). КЭ-сетка мо-

дели сгенерирована 168 оболочечными Quad-элементами. Свойства материала (алюми-
ний): модуль упругости 70000E   МПа, коэффициент Пуассона 0,3  , плотность 

2700   кг/м3. Граничные условия – жёсткое закрепление консоли в нижней части. Ана-

лиз модели проводился в программном комплексе MSC.Nastran. КЭ-модель была предва-
рительно разбита на группы элементов согласно рис. 3, в. В качестве откликов, по кото-
рым валидируется КЭ-модель антенны, были выбраны собственные векторы колебаний. 

Расчёты проводились по 10 первым формам колебаний, представленным по собст-
венным частотам в таблице и по формам 1 и 8 на рис. 4, а и 5, а. Остальные формы пред-
ставляют собой колебания горизонтальных элементов антенны. 

а б в 

а б в 
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Собственные частоты колебаний для ИС – исходной КЭ-модели,  
Р – редуцированной КЭ-модели; ИП – собственные частоты, полученные  

по результатам испытании 
Eigenfrequencies of IN for the initial FE model, R for the reduced FE model;  

T for the test eigenfrequencies 

Частота (Гц) 
Номер формы колебания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ИС (IN) 5,94 8,36 8,56 10,88 11,29 14,87 14,96 30,01 32,91 33,15 
Р (R) 5,95 8,48 8,67 11,03 11,43 15,06 15,16 30,01 33,29 33,54 
ИП (T) 5,95 8,48 8,67 11,03 11,44 15,06 15,16 30,47 33,3 33,55 

 

Последовательность валидации КЭ-модели антенны – согласно блок-схемам, 
представленным на рис. 1 и 2. 

1. Планирование испытания натурного объекта (см. рис. 1, блок 2 и рис. 2). 
Для определения оптимального положения датчиков на конструкции необходимо вы-

числить и проанализировать матрицы  MEM ,  KE ,  KE

 и  DPR  (см. рис. 2, блок 2.1). 

Они вычисляются в модуле MSC.ProCOR, программы MSC.Patran [8]. 
На рис. 6, а представлена матрица  MEM . Её значения показывают долю массы 

(Percent MEM), участвующую в колебании по формам (G–set modes) для всех 6 степеней 
свободы (Mass). Исходя из значений матрицы можно сделать вывод, что при испытании 
предпочтительно сфокусироваться на 1 и 8 формах колебаний, так как доля участия мас-
сы у них максимальна. Однако для более подробного изучения поведения объекта в рабо-
те используются все 10 исследуемых форм колебаний. 

     
а                                                                                       б 

Рис. 6. Матрица [MEM] (а); матрица [KE]µ (б) 
Fig. 6. Matrix [MEM] (a); matrix [KE] µ (b) 

На рис. 6, б представлена матрица  KE

. Она показывает значения долей кинетиче-

ской энергии (KE Total), возникающей при колебаниях групп элементов (Group)  
КЭ-модели по выбранным формам колебаний (Mode). Значения матрицы  KE


 показы-

вают, что кинетическая энергия максимальна в вертикальной части конструкции при ко-
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лебаниях по формам 1 и 8. Остальным формам соответствуют перемещения только гори-
зонтальных групп элементов. Для более точного анализа величины долей кинетической 
энергии  KE  можно отобразить непосредственно на КЭ-модели в виде векторов  

(рис. 7, а–в). Таким образом, делается вывод о необходимости установки датчиков на 
края каждой группы элементов конструкции, а также в места сопряжения горизонтальных 
и вертикальных её элементов для фиксации 10 форм колебаний. 

         
а                                         б                                        в 

Рис. 7. Векторы долей кинетической энергии {KE} (а, б, в) при колебаниях  
для соответственно 1-й, 2-й и 8-й форм колебаний на КЭ-модели 

Fig. 7. Vectors of kinetic energy fractions {KE} (a, b, c) of 1st, 2nd, 8th eigenmodes  
that were calculated with the FE model 

На рис. 8, а–б представлены значения матрицы  DPR  непосредственно на КЭ-модели 

конструкции. Областями приложения динамической нагрузки на конструкцию для воз-
буждения требуемых форм колебаний согласно матрице  DPR  (см. рис. 8, а–б) выбира-

ются края горизонтального элемента, расположенного вторым сверху.  

         

а                                         б                                        в 

Рис. 8. Значения матрицы {DPR} на КЭ-модели антенны (а); отображение матрицы {DPR}  
в виде векторов (б); узлы, к которым редуцируется КЭ-модель (потенциальное  

положение датчиков на конструкции при испытании) (в) 
Fig. 8. {DPR} matrix values displayed on the FE model of the antenn (a); {DPR} matrix displayed  

as vectors (b); is the reduced set of nodes (potential sensor placement on the structure for the test) (c) 
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Согласно предварительному анализу КЭ-модели были выбраны потенциально опти-
мальные позиции датчиков. Они изображены в виде черных точек со стрелками на рис. 8, в. 
Выбору положения датчиков сопутствует редуцирование исходной КЭ-модели к выбран-
ным 42 узлам КЭ-модели (см. рис. 2, блок 2.2) по выбранным степеням свободы. Таких сте-
пеней свободы приходится три на узел (три поступательных в направлении осей x, y и z), 
т.е. в сумме в редуцированной КЭ-модели остаётся 126 степеней свободы. 

Результаты расчёта редуцированной КЭ-модели по 10 формам колебаний представ-
лены в таблице (собственные частоты) и на рис. 4, б и 5, б (1 и 8-я формы колебаний). По-
сле выбора положения датчиков был проведён анализ корреляции собственных векторов, 
полученных на исходной (GSET Modes) и редуцированной (ASET Modes) КЭ-моделях, 
были вычислены матрицы  MAC  и  ORTHO  (см. рис. 2, блок 2.3). Коррелирующие 

матрицы  MAC  и  ORTHO  изображены соответственно на рис. 9, а и б. Элементы мат-

риц (Ortho Coefficient) имеют значения: для диагональных больше 0,75, а для внедиаго-
нальных меньше 0,25, что говорит о высокой степени корреляции сравниваемых резуль-
татов (см. рис. 2, блок 2.4). Такая степень корреляции подтверждает, что выбранная кон-
фигурация расстановки датчиков оптимальна (см. рис. 2, блок 2.6), увеличение их 
количества или перестановка не требуется, и можно приступать к натурному испытанию 
конструкции. В случае низкой степени корреляции следовало бы добавить больше датчи-
ков и/или изменить конфигурацию их расстановки на КЭ-модели (см. рис. 2, блок 2.5) до 
достижения требуемых значений коррелирующих матриц. 

      

а                                                                                       б 

Рис. 9. Коррелирующая матрица [MAC] (а); коррелирующая матрица [ORTHO] (б).  
Сравниваются формы колебаний на исходной (GSET Modes)  

и редуциованной (ASET Modes) КЭ-моделях 
Fig. 9. [MAC] correlation matrix (a); [ORTHO] correlation matrix (b).  

Initial finite element model modes (GSET Modes) and reduced finite element  
model modes (ASET Modes) are compared 

2. Натурное испытание конструкции (см. рис. 1, блок 3) проводится в соответствии 
с планом испытания, полученным ранее. Результаты испытаний были взяты из [8]. 

3. Анализ корреляции собственных векторов, полученных при испытании и на 
КЭ-модели (см. рис. 1, блоки 4, 5). Собственные частоты, полученные при испытаниях, 
указаны в таблице. Первая и восьмая испытательные формы колебаний изображены на 



Zubchaninov V.G., Alekseev A.A., Gultiaev V.I. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2017) 216-233 

230 

рис. 4, в и 5, в. Собственные частоты и формы колебаний, полученные на исходной, реду-
цированной КЭ-моделях и при испытаниях практически идентичны.  

Коррелирующие матрицы  MAC  и  ORTHO , построенные для сравнения собствен-

ных векторов по формам колебаний, полученных при испытаниях и на редуцированной 
КЭ-модели, представлены на рис. 10, а и б соответственно (см. рис. 1, блок 4). Диагональ-
ные элементы матриц больше 0,75, а внедиагональные элементы меньше 0,25, что гово-
рит о высокой степени корреляции исследуемых данных и уточнение КЭ-модели не тре-
буется (см. рис. 1, блок 5), так как она является валидированной КЭ-моделью на основе 
анализа корреляции результатов (см. рис. 1, блок 10). 

      
а                                                                                       б 

Рис. 10. Коррелирующая матрица [MAC] (а); коррелирующая матрица [ORTHO] (б).  
Сравниваются формы колебаний на редуцированной КЭ-модели (ASET Modes)  

и полученные при испытаниях (TEST Modes) 
Fig. 10. [MAC] correlation matrix (a); [ORTHO] correlation matrix (b).  

Reduced finite element model modes (ASET Modes) and structural  
test modes (TEST Modes) are compared 

Заключение 
 

На основании результатов валидации КЭ-модели антенны необходимо отметить сле-
дующее: 

1. Валидированные КЭ-модели деформируемых объектов позволяют получить их ди-
намические характеристики с максимальным уровнем достоверности относительно дан-
ных эксперимента по собственным формам и частотам колебаний. 

2. Специальные матрицы  MEM ,  KE ,  KE

 и  DPR  позволяют подобрать оп-

тимальное местоположение датчиков для фиксации значений откликов на конструкции 
при её натурных испытаниях, а также определить место приложения динамической на-
грузки на конструкцию для возбуждения максимального количества форм колебаний. 

3. Анализ корреляции собственных векторов, полученных на исходной и редуциро-
ванной КЭ-моделях, даёт возможность узнать, является ли выбранное положение датчи-
ков оптимальным ещё до начала испытаний. В дополнение анализ корреляции результа-
тов, полученных на редуцированной КЭ-модели и при испытании, позволяет понять, на-
сколько подробно КЭ-модель способна отразить поведение реальной конструкции. 
Средством анализа корреляции собственных векторов являются коррелирующие матрицы. 
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4. На примере с антенной было доказано, что местоположение датчиков было подобрано 
верно и что КЭ-модель точно отражает поведение конструкции. Следовательно, доказано, что 
КЭ-модель антенны является валидированной и уточнения её параметров не требуется. 

5. Высокая степень точности корреляции результатов анализа КЭ-модели антенны 
и результатов эксперимента позволяет реализовать возможность использования данной 
КЭ-модели при разработке системы мониторинга работы реальной конструкции антенны, 
а представленная в данной работе методика валидации КЭ-моделей может быть примене-
на для других эксплуатируемых ответственных конструкций; 
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