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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО АСИМПТОТИЧЕСКОГО 

РАЗЛОЖЕНИЯ М. УИЛЬЯМСА У ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ В ЛИНЕЙНО-УПРУГОМ 

ИЗОТРОПНОМ МАТЕРИАЛЕ. ЧАСТЬ II  
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О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 01 июня 2020 г. 
Принята: 01 марта 2021 г. 
Опубликована: 15 апреля 2021 г. 

 С помощью конечно-элементного моделирования вычислены коэффициенты много-
параметрического асимптотического разложения М. Уильямса поля напряжений у верши-
ны трещины в упругой пластине с центральной трещиной в поле одноосного растяжения и 
в упругом полудиске с вертикальным надрезом для испытаний на трехточечный изгиб.  
В многофункциональном пакете Simulia Abaqus выполнен конечно-элементный анализ 
нагружения пластины с центральной трещиной, аналогичной использованной в натурном 
эксперименте. С помощью рассчитанного напряженно-деформированного состояния опре-
делены коэффициенты многопараметрического асимптотического разложения М. Уильям-
са, в котором удержаны пятнадцать слагаемых. Таким образом, из конечно-элементного 
решения извлечены коэффициенты высших приближений многопараметрического асим-
птотического разложения. Предлагаемый в настоящей статье алгоритм был протестирован 
на пластине с центральной трещиной, длина которой много меньше, чем длина стороны 
пластины, для сравнения с известным аналитическим решением для бесконечной пласти-
ны с трещиной, построенным с помощью методов теории функции комплексного перемен-
ного, которое позволяет отыскать все коэффициенты высших приближений асимптотиче-
ского разложения поля напряжений. Показано, что разработанный алгоритм позволяет 
найти коэффициенты асимптотического разложения с высокой точностью, включая коэф-
фициенты высших приближений. Наряду с пластиной с центральной трещиной проведен 
конечно-элементный анализ поля напряжений в полукруглом диске с вертикальным надре-
зом, для которого также восстановлены коэффициенты многопараметрического асимпто-
тического разложения М. Уильямса, в котором удержаны первые пятнадцать слагаемых. 
Приведено сравнение коэффициентов разложения М. Уильямса, полученных с помощью 
метода цифровой фотоупругости и из МКЭ-анализа, свидетельствующее о хорошем сов-
падении результатов. 
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 In this study coefficients of the multi-parameter Williams power series expansion for the 
stress field in the vicinity of the central crack in the rectangular plate and in the semi-circular 
notched disk under bending are obtained by the use of the finite element analysis. In SIMULIA 
Abaqus, the finite element analysis software, the numerical solutions for these two cracked ge-
ometries are found. The rectangular plate with the central crack has the geometry similar to the 
geometry used in the digital photoelasticity. Numerical simulations of the same cracked specimen 
as in the experimental photoelasticity method are performed. The numerical solutions obtained 
are utilized for the determination of the coefficients of the Williams series expansion. The higher-
order coefficients are extracted from the finite element method calculations implemented in 
Simulia Abaqus software package and the outcomes are compared to experimental values. De-
termination of the coefficients of the terms of this series is performed using the least squares-
based regression technique known as the over-deterministic method, for which stresses data 
obtained numerically in SIMULIA Abaqus software are taken as inputs. The plate with a small 
central crack has been considered either. This kind of the cracked specimen has been utilized for 
comparison of coefficients of the Williams series expansion obtained from the finite element anal-
ysis with the coefficients known from the theoretical solution based on the complex variable theo-
ry in plane elasticity. It is shown that the coefficients of the Williams series expansion match with 
good accuracy. The higher-order terms in the Williams series expansion for the semi-circular 
notch disk are found. 
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Введение 

 

Наряду с экспериментальными методами построе-

ния многопараметрического разложения М. Уильямса 

у вершины трещины в настоящее время коэффициенты 

асимптотического разложения находят с помощью 

вычислительного эксперимента в программных комплек-

сах, реализующих метод конечных элементов [1–14]. 

В данных работах предложены различные схемы рас-

чета, нацеленные на извлечение параметров разруше-

ния из конечно-элементного анализа. Следует заме-

тить, что в большинстве работ определяются первые 

два коэффициента многопараметрического разложения 

М. Уильямса, а именно – коэффициенты интенсивно-

сти напряжений и Т-напряжение. Определение коэф-

фициентов высших приближений вызывает математи-

ческие сложности и имеются отдельные результаты 

[8–11] для ряда конфигураций тел с трещинами и над-

резами.  

В настоящей статье с помощью конечно-элементного 

моделирования вычислены коэффициенты многопара-

метрического асимптотического разложения М. Уиль-

ямса поля напряжений у вершины трещины в пластине 

с центральной трещиной и у вершины надреза в круго-

вом полудиске, предназначенном на испытание на трех-

точечный изгиб. В разложении М. Уильямса удержаны 

высшие приближения (пятнадцать слагаемых), что по-

зволяет 1) дать более точную оценку компонент тензо-

ров напряжений, деформаций и вектора перемещений; 

2) расширить область доминирования асимптотического 

представления М. Уильямса. 

 

1. Проблема определения коэффициентов  

многопараметрического асимптотического  

разложения М. Уильямса 

 

Целью настоящего исследования является числен-

ное определение коэффициентов многопараметрическо-

го асимптотического разложения М. Уильямса поля 

напряжений у вершины трещины:  

 
2
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где индекс m  принимает значение, равное 1 для нор-

мального отрыва, и равное 2 – для поперечного сдвига; 
m

ka  – амплитудные, масштабные множители, отражаю-

щие влияние геометрии образца и системы приложен-

ных нагрузок; 
( )

, ( )k

m ijf   – угловые распределения компо-

нент тензора напряжений [15, 16]. Универсальные угло-

вые распределения 
( )

, ( )k

m ijf   хорошо известны из 

решения краевых задач и приведены в [15, 16]. 

Как отмечалось в первой части работы, все разно-

образие задач о трещинах проявляется в масштабных, 

амплитудных множителях m

ka , зависящих от конфигу-
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рации образца и комбинации приложенных нагрузок. 

В настоящее время сложилось четкое представление 

о необходимости удержания высших приближений 

в асимптотическом разложении (1.1). В целом ряде ра-

бот [17–29] показано, что удержание высших прибли-

жений в асимптотическом разложении М. Уильямса 

позволяет расширить область действия асимптотическо-

го разложения. Поэтому в последнее время появляются 

работы, в которых авторы пытаются определить коэффи-

циенты разложения в замкнутой форме, используя из-

вестные теоретические решения [15–22]. Так, для беско-

нечной пластины с центральной трещиной в [15] впервые 

найдены аналитические выражения для всех коэффици-

ентов асимптотического разложения М. Уильямса: 

– для трещины нормального отрыва 
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– поперечного сдвига 
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Целью настоящей работы является численное опре-

деление амплитудных коэффициентов многопараметри-

ческого асимптотического разложения М. Уильямса для 

прямоугольной пластины с центральной трещиной. 

Формулы (1.2) будут использованы ниже для верифика-

ции результатов извлечения масштабных множителей 

из конечно-элементного анализа. Соотношения (1.2) 

будут служить начальным приближением для опреде-

ления коэффициентов разложения (1.1) для пластины 

конечных размеров с помощью процедуры минимиза-

ции функционала. 

 

2. Извлечение параметров механики  

разрушения из конечно-элементного  

эксперимента: восстановление  

асимптотического разложения М. Уильямса  

из конечно-элементных вычислений  
 

2.1. Особенности конечно-элементного  

эксперимента  
 

С целью проверки результатов обработки экспери-

ментальных данных, полученных с помощью метода 

фотоупругости, была проведена серия конечно-элемент-

ных вычислений в программном комплексе Simulia 

Abaqus. Вычислительный эксперимент был проведен 

для восстановления коэффициентов многопараметриче-

ского асимптотического разложения поля напряжений 

в окрестности вершины трещины в изотропном линей-

ной упругом материале (1.1). Для проведения вычисле-

ний была использована пластина высотой 40 см и ши-

риной 20 см с центральной трещиной длиной 1 см 

в условиях одноосного растяжения. Следует отметить, 

что такое соотношение геометрических параметров 

пластины было выбрано для последующего сравнения 

коэффициентов многопараметрического разложения 

М. Уильямса, получаемых из конечно-элементного ре-

шения, с коэффициентами разложения М. Уильямса, 

известными из имеющегося аналитического решения 

задачи (1.2) и (1.3). Модуль Юнга и коэффициент Пуас-

сона материала пластины в серии вычислений полага-

лись равными 2350 МПа и 0,35 соответственно. В рам-

ках конечно-элементного эксперимента для моделиро-

вания окрестности вершины трещины и сингулярности 

поля напряжений были использованы метод контурного 

интеграла и сингулярные конечные элементы. В качест-

ве базового конечного элемента использовался восьми-

узловой биквадратный конечный элемент CPE8R. Об-

щее количество конечных элементов варьировалось от 

12 000 до 44 320 элементов. Для построения детальной 

сетки выбрано достаточно мелкое разбиение, состоящее 

из 72 секторов, раствор каждого сектора равен 5 граду-

сам. Внутри круговой области имеются 75 концентри-

ческих окружностей. Типичное конечно-элементное 

разбиение вблизи трещины показано на рис. 1.  

 

Рис. 1. Типичная конечно-элементная сетка вблизи двух  

вершин трещин в пластине с центральной трещиной 

Fig. 1. Typical mesh containing singular elements  

near the crack tips 

Следует также отметить, что проведение вычисли-

тельного эксперимента для данного типа геометрии об-

разца связано также с имеющимися многочисленными 

оценками коэффициентов интенсивности напряжений 

[30–33]. Наряду с автоматическим вычислением коэф-

фициентов интенсивности напряжений, многофункцио-

нальный комплекс Simulia Abaqus дает возможность 

вычислить также Т-напряжения в окрестности вершины 

трещины. Однако многочисленные исследования вклада 

высших приближений в асимптотическое разложение 

М. Уильямса [15–29] показали необходимость удержа-

ния и следующих регулярных слагаемых в (1.1). Таким 

образом, основной целью данной части исследования 

является извлечение коэффициентов асимптотического 

разложения из конечно-элементных расчетов. Результа-

ты конечно-элементных вычислений приведены на 

рис. 2–16. На рис. 2, 3 представлены полученные рас-

пределения интенсивности напряжений и нормальные 

компоненты тензора напряжений. На рис. 4–16 показа-

ны сравнения аналитического решения задачи для рас-
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тягиваемой бесконечной пластины с центральной тре-

щиной и конечно-элементное решение, а также анали-

тические решения, построенные с помощью различного 

количества удерживаемых слагаемых в асимптотиче-

ском решении.  

 

Рис. 2. Распределение интенсивности напряжений в окрестности  

вершины трещины малой длины по сравнению с шириной  

                пластины (конечно-элементное решение) 

Fig. 2. Distribution of the von Mises equivalent stress  

in the vicinity of the right crack tip 

   

Рис.3. Распределение компонент тензора напряжений 
11   

и 
22  у вершины трещины 

Fig. 3. Distribution of the stress components 
11  and 

22   

in the vicinity of the crack tip 

На рис. 4, 5 приведены распределения компоненты 

тензора напряжений 
11  в прямоугольной пластине 

с центральной трещиной длины, много меньшей по 

сравнению с шириной пластины, на расстоянии 

0,033cмr    от вершины трещины, где красным цветом 

изображено аналитическое решение (1.1) с коэффици-

ентами, вычисленными по формуле (1.2). Синими точ-

ками отображено конечно-элементное решение, полу-

ченное методом конечных элементов в программном 

комплексе Simulia Abaqus. На рис. 4, а изображено 

асимптотическое решение, в котором удерживается 

лишь одно слагаемое с коэффициентом интенсивности 

напряжений. На рис. 4, б красным цветом показано дву-

членное асимптотическое разложение. Видно, что на 

указанном расстоянии двучленного асимптотического 

разложения недостаточно для описания тензора напря-

жений. На рис. 5 красным цветом показано трехчленное 

асимптотическое разложение компоненты тензора на-

пряжений 
11 . Видно, что на данном расстоянии трех 

слагаемых достаточно для описания поля напряжений. 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Распределение компоненты тензора напряжений 
11   

у вершины трещины на расстоянии 0,033cмr   : красным 

цветом показано одночленное асимптотическое разложение 

М. Уильямса (а), двучленное асимптотическое разложение  

М. Уильямса (б), синим цветом показано конечно-элементное  

                                            решение 

Fig. 4. Distribution of the stress component 
11  at the distance 

from the crack tip 0,033cmr   : the red curve shows the one-term 

asymptotic solution (a), the two-term asymptotic solution (b), the  

                         blue points show the FEM solution 

 

 

Рис. 5. Распределение компоненты тензора напряжений 
11   

у вершины трещины на расстоянии 0,033cмr   : красным 

цветом показано трехчленное асимптотическое разложение  

   М. Уильямса, синим цветом – конечно-элементное решение 

Fig. 5. Distribution of stress component 
11  at the distance from  

the crack tip 0,033cmr   : the red curve shows the three-term  

      asymptotic solution, the blue points show the FEM solution 
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На рис. 6 представлено распределение компоненты 

11  на расстоянии 0,059 смr    от кончика трещины. На 

рис. 6, а показано двучленное разложение, на рис. 6, б – 

семичленное асимптотическое разложение (1.1). Из рис. 6 

ясно, что на расстоянии 0,059 смr    от вершины трещи-

ны Т-напряжений недостаточно, трех- и пятичленные 

асимптотические разложения все еще отличаются от ко-

нечно-элементного решения и необходимо удерживать 

семь слагаемых в асимптотическом разложении.  

Из рис. 7–9 видно, что на расстоянии 0,199 смr    

от кончика трещины следует удерживать семь слагае-

мых в многопараметрическом асимптотическом разло-

жении М. Уильямса. На рис. 9 показано, что семичлен-

ное асимптотическое разложение полностью совпадает 

с конечно-элементным решением. Проведенные срав-

нения четко показывают, что наряду с коэффициентом 

интенсивности напряжений и Т-напряжениями в асим-

птотическом решении М. Уильямса следует удерживать 

высшие приближения и правильно описать напряжен-

но-деформированное состояния в окрестности вершины 

трещины можно, имея коэффициенты при высших при-

ближениях и удерживая несингулярные слагаемые. 

На рис. 10–13 показаны распределения компонен-

ты 
11  тензора напряжений на расстоянии 0,399 смr    

от вершины трещины, полученные в многоцелевом 

комплексе программ Simulia Abaqus, реализующем ме-

тод конечного элемента. Численное решение показано 

синими точками. На рис. 10–13 также приведено анали-

тическое асимптотическое решение задачи – многопа-

раметрическое разложение М. Уильямса, в котором 

удерживается различное количество слагаемых: на рис. 

10, а красная кривая построена с помощью одночленно-

го асимптотического разложения. Очевидно, что на ука-

занном расстоянии от вершины трещины однопарамет-

рического разложения недостаточно и следует удержи-

вать несингулярные слагаемые. На рис. 10, б красным 

цветом показано двучленное асимптотическое разложе-

ние М. Уильямса. Таким образом, в решении учитыва-

ются Т-напряжения. На рассматриваемом расстоянии от 

кончика трещины двухпараметрического разложения, 

учитывающего Т-напряжения, также недостаточно.  

     

а      б 

Рис. 6. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,059 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью двучленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и семичленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 6. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,059 cmr   : the red curve shows the two-term  

asymptotic solution (a), the seven-term asymptotic solution (b), the blue points show the FEM solution 

     

а      б 

Рис. 7. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,199 смr    от вершины трещины, построенное 

с помощью одночленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и двучленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 7. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,199 cmr   : the red curve shows the one-term  

asymptotic solution (a), the two-term asymptotic solution (b); the blue points show the FEM solution 
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а      б 

Рис. 8. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,199 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью трехчленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и пятичленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 8. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,199 cmr   : the red curve shows the three-term  

asymptotic solution (а), the five-term asymptotic solution (b); the blue points show the FEM solution 

 

Рис. 9. Распределение компоненты тензора напряжения 
11   

на расстоянии 0,199 смr   от вершины трещины, построен-

ное с помощью семичленного асимптотического разложения 

М. Уильямса, синим цветом изображено конечно-элементное  

                                             решение 

Fig. 9. Distribution of stress component 
11  at the distance from  

the crack tip 0,199 cmr   : the red curve shows the seven- 

   term asymptotic solution, the blue points show the FEM solution 

На рис. 11 приведены трех- и пятичленные асим-

птотические разложения поля напряжений. Видно, что 

кривые приближаются к численному решению, но сле-

дует в асимптотическом представлении поля напряжений 

удерживать следующие слагаемые. Поэтому на рис. 12 

построены семи- и девятичленные асимптотические 

разложения компоненты тензора напряжений 
11  

у вершины трещины, а на рис. 13 красные кривые ил-

люстрируют распределения поля напряжений, получен-

ные с помощью одиннадцатичленного и тринадцатич-

ленного асимптотических разложений у вершины тре-

щины. Только для последнего случая конечно-элемент-

ное решение и асимптотическое решение, содержащее 

13 слагаемых, совпадают. Таким образом, можно за-

ключить, что на указанном расстоянии для асимптоти-

ческого описания поля напряжений необходимо знать 

13 коэффициентов многопараметрического разложения 

М. Уильямса. Необходимость удержания высших при-

ближений также иллюстрируют рис. 14–16, где приве-

дены распределения касательного напряжения 
12  на 

том же расстоянии от вершины трещины. Можно было 

бы ожидать, что существенным будет Т-напряжение 

в окрестности вершины, фигурирующее в нормальном 

напряжении 
11 . Однако распределения касательного 

напряжения еще раз доказывают необходимость удер-

жания высших приближений в асимптотическом разло-

жении М. Уильямса. В силу этой причины, возвращаясь 

к экспериментальным данным, можно утверждать, что, 

если точка изохроматической полосы находится на рас-

стояниях порядка полудлины трещины и более, следует 

удерживать высшие приближения, вплоть до 13–15 ко-

эффициентов. Даже для расстояний, не превышающих 

10 % от половины длины трещины, уже недостаточно 

одночленного и двучленного асимптотического разло-

жений (см. рис. 4, 5). Поэтому при обработке всей сово-

купности экспериментальной информации нужно иметь 

в виду, что, ограничиваясь только одночленным или 

двучленным асимптотическими разложениями, мы не 

сможем правильно описать поле напряжений в окрест-

ности вершины трещины и следует сразу прибегать 

к многопараметрическому асимптотическому разложе-

нию. Очевидно, что поле изохроматических полос, при-

веденное на рис. 2–4 первой части статьи, не может 

быть правильно описано с помощью одночленного или 

двучленного асимптотического разложения.  

С целью извлечения коэффициентов многопарамет-

рического разложения из конечно-элементного экспе-

римента были собраны экспериментальные точки, при-

надлежащие концентрическим окружностям с разными 

радиусами: всего для вычислений параметров механики 

разрушения были использованы различные множества 

точек: от 219 до 1314. Для вычислений коэффициентов 

высших приближений асимптотического разложения 

М. Уильямса были использованы соотношения (1.1)–

(1.3), которые в матричной форме могут быть представ-

лены в виде 
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 ,p СA   (2.1) 

где 
p  – вектор-строка, состоящий из компонент тензо-

ра напряжений; A  – вектор-столбец, состоящий из ам-

плитудных множителей – коэффициентов асимптотиче-

ского разложения поля напряжений. 

Уравнения (2.1) представляют собой систему M  

линейных алгебраических уравнений относительно K  

масштабных множителей  1 1 1

1 2, ,...., KA a a a , которые 

подлежат определению (где M  – число взятых из вы-

числительного эксперимента точек).  

 

 

а      б 

Рис. 10. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,399 смr   от вершины трещины, построенное  

с помощью одночленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и двучленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 10. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the one-term  

asymptotic solution (а), the two-term asymptotic solution (b) 

 

а      б 

Рис. 11. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,399 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью трехчленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и пятичленного асимптотического разложения (б) 

Fig. 11. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the three-term  

asymptotic solution (а), the five-term asymptotic solution (b) 

 

а      б 

Рис. 12. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,399 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью семичленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и девятичленного асимптотического разложения (б) 

Fig. 12. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the seven-term  

asymptotic solution (а) and, the nine-term asymptotic solution (b) 
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а      б 

Рис. 13. Распределение компоненты тензора напряжения 
11  на расстоянии 0,399 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью одиннадцатичленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и тринадцатичленного асимптотического  

разложения (б), синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 13. Distribution of stress component 
11  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the eleven-term  

asymptotic solution (a), the thirteen-term asymptotic solution (b); the blue points show the FEM solution 

 

а      б 

Рис. 14. Распределение компоненты тензора напряжения 
12  на расстоянии 0,399 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью одночленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и трехчленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 14. Distribution of stress component 
12  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the one-term  

asymptotic solution (a) and the three-term asymptotic solution (b) 

 

а       б 

Рис. 15. Распределение компоненты тензора напряжения 
12  на расстоянии 0,399 смr    от вершины трещины, построенное  

с помощью пятичленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и семичленного асимптотического разложения (б),  

синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 15. Distribution of stress component 
12  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the five-term  

asymptotic solution (a), the seven-term asymptotic solution (b); the blue points show the FEM solution 
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а      б 

Рис. 16. Распределение компоненты тензора напряжения 
12  на расстоянии 0,399 смr   от вершины трещины, построенное  

с помощью девятичленного асимптотического разложения М. Уильямса (а) и одиннадцатичленного асимптотического  

разложения (б), синим цветом изображено конечно-элементное решение 

Fig. 16. Distribution of the stress component 
12  at the distance from the crack tip 0,399 cmr   : the red curve shows the nine-term  

asymptotic solution (a), the eleven-term asymptotic solution (b) 

В общем случае число M  известных из натурного 

или вычислительного эксперимента значений компо-

нент тензора напряжений может быть больше числа 

неизвестных масштабных множителей K . Очевидно, 

что, выбрав какое-то число экспериментальных точек, 

мы всегда можем выбрать следующее дополнительное 

множество точек, лежащих на следующей изохромати-

ческой полосе, или узлов из конечно-элементного ана-

лиза, в которых известны все компоненты тензора на-

пряжений. Следовательно, при обработке всей совокуп-

ности экспериментальной информации или анализе 

конечно-элементного расчета возникает задача решения 

переопределенной системы линейных алгебраических 

уравнений (3.1).  

Следует отметить, что система линейных алгебраи-

ческих уравнений (2.1) имеет замкнутое решение: 

  
1

T T

pA C C C


  . (2.2) 

Задачу отыскания амплитудных множителей можно 

свести к задаче минимизации функционала – целевой 

функции 

    
1

( )
2

T

p pJ A CA CA     . (2.3) 

В ходе вычислительного эксперимента целевая 

функция (2.3) была использована для нахождения зна-

чений амплитудных масштабных множителей 

 1 1 1

1 2, ,...., KA a a a . В качестве вектора  p ij    были 

использованы значения, вычисленные для пластины с 

центральной трещиной. Как было указано выше, число 

компонент вектора  p ij    менялось от 219 до 1314, 

что отвечает разному количеству исследованных круго-

вых контуров, охватывающих вершину трещины. Всего 

были проанализированы 60 концентрических окружно-

стей с 73 точками на каждой. Результаты вычислений 

сведены в табл. 1, 2. В табл. 1 приведены данные обра-

ботки результатов конечно-элементного расчета для 

пластины с размерами, совпадающими с размерами 

пластины в натурном эксперименте (в эксперименте на 

фотоупругость, обсуждаемом в первой части статьи).  

Таблица 1 

Коэффициенты асимптотического разложения  

М. Уильямса для пластины, идентичной натурному  

эксперименту с помощью метода фотоупругости [34–45], 

определенные с помощью метода конечных элементов 

Table 1 

Coefficients of William’s expansion obtained  

by the FEM analysis 

1 3/2

1 72,527 кГ/cмa    

1 2

2 27,516 кГ/смa     

1 5/2

3 20,163кГ/cмa    

1 3

4 0,302 кГ/cмa     

1 7/2

5 2,757 кГ/cмa     

1 7/2

6 0,985кГ/cмa     

1 9/2

7 0,712 кГ/cмa    

1 5

8 0,019 кГ/cмa    

1 11/2

9 0,315кГ/cмa     

1 6

10 0,016 кГ/cмa     

1 13/2

11 0,077 кГ/cмa    

1 7

12 0,012 кГ/cмa    

1 15/2

13 0,050 кГ/cмa    

1 8

14 0,0007 кГ/cмa    

1 17/2

15 0,014 кГ/cмa    

 

В табл. 2 приведены данные расчета для пластины 

с малой по сравнению с шириной пластины трещиной. 

Для этой пластины значения масштабных множителей 

сравнивались с имеющимся точным аналитическим реше-

нием для бесконечной пластины. Вычисленные с помо-

щью процедуры минимизации функционала значения ко-

эффициентов асимптотического разложения М. Уильямса 
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представлены в табл. 3. Во втором столбце табл. 2 при-

ведена погрешность, с которой вычислены определен-

ные значения (отличие от значений аналитического ре-

шения для бесконечной пластины). 

Таблица 2 

Значения масштабных множителей – коэффициентов 

многопараметрического асимптотического разложения 

М. Уильямса для пластины с трещиной малой длины 

Table 2 

Coefficients of multi-parameter William’s series expansion 

for a plate with a central crack of a small length 

Амплитудный коэффициент,  

размерность коэффициентов 
Погрешность, % 

1 3/2

1 50,059 кГ/cмa    0,01 

1 2

2 24,972 кГ/смa     0,09 

1 5/2

3 24,943кГ/cмa    0,13 

1 7/2

5 6,236 кГ/cмa     0,22 

1 9/2

7 3,112 кГ/cмa    0,31 

1 11/2

9 1,951кГ/cмa     0,35 

1 13/2

11 1,361кГ/cмa    0,44 

1 15/2

13 1,056 кГ/cмa     0,54 

1 17/2

15 0,786 кГ/cмa    0,68 

 

Таблица 3 

Коэффициенты асимптотического разложения  

М. Уильямса у вершины трещины в полудиске  

с вертикальным надрезом для испытаний  

на трехточечный изгиб 

Table 3 

Coefficients of the William’s series expansion in SCB 

specimen 

Конечно-элементный анализ 
1 3/2

1 111,59587 кГ/cмa    

1 2

2 0,878439 кГ/cмa     

1 5/2

3 1,99458кГ/cмa     

1 3

4 0,021217 кГ/cмa    

1 7/2

5 0,00880 кГ/cмa     

1 4

6 0,003137 кГ/cмa     

1 9/2

7 0,017415кГ/cмa    

1 5

8 0,02738 кГ/cмa    

1 11/2

9 0,010154 кГ/cмa     

1 6

10 0,009851кГ/ммa     

1 13/2

11 0,008144 кГ/cмa     

1 7

12 0,005142 кГ/cмa    

1 15/2

13 0,002779 кГ/cмa    

1 8

14 0,001581кГ/cмa     

1 17/2

15 0,000756 кГ/cмa    

 

Коэффициенты с четными номерами, как показал 

вычислительный эксперимент, обращаются в нуль. Та-

ким образом, можно заключить, что подход, основан-

ный на минимизации функционала (2.3), предоставляет 

удобное средство для вычисления всех коэффициентов 

асимптотического разложения М. Уильямса поля на-

пряжений у вершины трещины. Как показывает табл. 2, 

данный подход позволяет построить пятнадцатичленное 

асимптотическое разложение, коэффициенты в котором 

определяются с погрешностью, не превышающей 0,68 %, 

для пятнадцатичленного асимптотического разложения, 

и с точностью, не превышающей 0,54 %, для тринадца-

тичленного асимптотического разложения. Поэтому под-

ход для вычисления коэффициентов многопараметриче-

ского асимптотического разложения М. Уильямса, осно-

ванный на минимизации функционала (2.3), следует 

считать эффективным. Проведя данные вычисления на 

примере пластины с малой центральной трещиной, мож-

но обратиться к компьютерному моделированию пласти-

ны с разрезом, изображенной на рис. 2–4 первой части 

статьи. Результаты вычислений показаны в табл. 1. 

 

2.2 Вычисление Т-напряжений  

 

Многофункциональный комплекс Simulia Abaqus 

позволяет провести вычисления Т-напряжений для об-

разцов с различным отношением полудлины трещи-

ны a  к ширине пластины L  и дать аппроксимацион-

ную оценку Т-напряжений в пластине с центральной 

трещиной. Для получения оценки Т-напряжений была 

выполнена большая серия расчетов для прямоугольных 

пластин с одинаковыми размерами сторон, но с различ-

ным отношением полудлины трещины к ширине пла-

стины. Отношение полудлины трещины к половине 

ширины пластины менялось от 0,01 до 0,9. Для каждого 

значения отношения вычислялось Т-напряжение. Ре-

зультаты вычислений и приближенная кривая показаны 

на рис. 17. Синим цветом показаны точки, полученные 

методом конечно-элемента в пакете Simulia Abaqus. 

Красным цветом показана аппроксимирующая кривая. 

 

Рис. 17. Зависимость Т-напряжений от отношения длины  

трещины к ширине образца /a L  

Fig. 17. Variation of T-stress as function of ratio /a L  
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Для вычисления Т-напряжений использовалось 

представление 

 
22 ( / ),T Y a L   (2.4) 

где  /Y a L  – тарировочная функция, которая в случае 

пластины с центральной трещиной зависит только от 

отношения полудлины трещины a  к половине ширины 

пластины L, 

 

2

3 4 5

( / ) 0,99861 0,60405 10,88927

91,33252 349,90393 695,48121

Y a L v v

v v v

    

   
  

 6 7685,00314 286,27244 , / .v v v a L    (2.5) 

C помощью выражений (2.4) и (2.5) можно найти  

Т-напряжение в пластине шириной 2L  с центральной 

трещиной длины 2a , не прибегая к конечно-элемент-

ному анализу. 

 

3. Численное определение коэффициентов 

асимптотического разложения М. Уильямса  

для полудиска с надрезом из фотоупругого 

эксперимента и конечно-элементного анализа 

 

Наряду с пластиной с центральной трещиной в на-

стоящей работе рассмотренная методика была приме-

нена к сравнительно новому образцу с надрезом – полу-

диску с вертикальным надрезом, который используется 

для испытаний на трехточечный изгиб. Целью настоя-

щего экспериментально-численного подхода является 

определение коэффициентов высших приближений 

многопараметрического разложения М. Уильямса для 

данной геометрии. Размеры образца следующие: радиус 

полудиска 5 см, длина надреза 1,92 см, толщина образца 

4,9 мм.  

 

Рис. 18. Распределение интенсивности касательных  

напряжений в полудиске с вертикальным надрезом 

Fig. 18. Distribution of the von Mises equivalent stress 

Для проверки полученных экспериментальных ре-

зультатов был выполнен расчет напряженно-деформи-

рованного состояния в полудиске с надрезом с теми же 

геометрическими размерами в конечно-элементном па-

кете Simulia Abaqus. Конечно-элементный пакет позво-

ляет непосредственно (сразу после расчетов, не прибе-

гая к написанию дополнительных процедур) получить 

значения коэффициента интенсивности напряжений и 

Т-напряжения. Полученные в Simulia Abaqus значения 

коэффициента интенсивности напряжений и Т-

напряжения были сравнены с экспериментальными зна-

чениями. Различия не превышают 0,01 %. Коэффициен-

ты высших приближений были вычислены с помощью 

соотношений (2.2) и с помощью минимизации функ-

ционала (2.3). Результаты вычислений сведены в табл. 

3. Результаты минимизации функционала (2.3) 

и значения коэффициента интенсивности напряжений 

и Т-напряжения полностью совпадают, что свидетель-

ствует о достоверности расчетов для коэффициентов 

высших приближений. 

Сравнение результатов, полученных с помощью ме-

тодов цифровой упругости и конечных элементов, пока-

зывает их хорошее соответствие.  
 

Выводы 
 

В работе с помощью конечно-элементного анализа, 

проведенного в многофункциональном комплексе Simulia 

Abaqus, вычислены коэффициенты многопараметрическо-

го асимптотического разложения М. Уильямса поля на-

пряжений у вершины трещины для двух различных кон-

фигураций: для пластины с центральной трещиной в поле 

одноосного растяжения и полудиска с надрезом в услови-

ях трехточечного изгиба. Из конечно-элементного расчета 

с помощью описанного алгоритма извлечены коэффици-

енты высших приближений многопараметрического раз-

ложения М. Уильямса. Алгоритм основан на рассмотре-

нии точек, лежащих на концентрических окружностях 

с центром в вершине трещины. Методика позволяет 

в целом рассматривать любое количество концентриче-

ских окружностей и получать переопределенную сис-

тему линейных уравнений. Показано, что для определе-

ния коэффициентов разложения может быть введена 

целевая функция – квадратичная относительно опреде-

ляемых коэффициентов, процедура ее минимизации 

также приводит к коэффициентам высших приближе-

ний разложения М. Уильямса. Вычислены первые пят-

надцать коэффициентов асимптотического разложения 

поля напряжений у вершины трещины как для пласти-

ны с центральной трещиной, так и для полукругового 

диска с надрезом. Дано сравнение вычисленных коэф-

фициентов разложения М. Уильямса с теоретическим 

решением, имеющимся для бесконечной пластины 

с центральной трещиной. Извлеченные из конечно-

элементного решения коэффициенты совпадают с точ-

ным решением, что свидетельствует о достоверности 

алгоритма расчета. 

Получена аппроксимационная формула для Т-на-

пряжений в пластине с трещиной, позволяющая вычис-

лить Т-напряжений, не прибегая к экспериментальному 

или конечно-элементному анализу.  

Проведенный анализ полей напряжений у вершины 

трещины и острого надреза показал эффективность экс-

периментального метода цифровой фотоупругости, 

подкрепленного конечно-элементным моделированием. 
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