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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ АРМИРОВАННЫХ ПОЛОГИХ  

ОБОЛОЧЕК ИЗ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ МАТЕРИАЛОВ 

А.П. Янковский 
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АННОТАЦИЯ 

Получена: 26 февраля 2017 г. 
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Опубликована: 30 июня 2017 г. 

 Сформулирована задача динамического поведения гибких армированных по-
логих оболочек, изготовленных из нелинейно-упругих материалов фаз композиции. 
Армирование осуществляется перекрестно по поверхностям, эквидистантным сре-
динным поверхностям конструкций. Структура армирования по толщине оболочек
является квазиоднородной. Геометрическая нелинейность задачи рассматривает-
ся в приближении Кармана, а ослабленное сопротивление композитных конструк-
ций поперечному сдвигу описывается соотношениями неклассической теории Ред-
ди, в рамках которой учитывается искривление поперечных нормалей к срединным 
поверхностям пологих оболочек. Численное интегрирование поставленной началь-
но-краевой задачи осуществляется на основе метода шагов по времени с привле-
чением явной схемы типа «крест». Проведены конкретные расчеты динамического
поведения относительно тонких и толстых пологих сферических оболочек и пла-
стин, имеющих в плане кольцевую форму, при наличии жесткой внутренней шайбы
и нагружении избыточным давлением, вызванным взрывной воздушной волной.
Тонкостенные конструкции имеют жесткое закрепление по внешней кромке и осе-
симметричное армирование по логарифмическим спиралям в плане. Изучается
влияние углов армирования на податливость и напряженно-деформированное 
состояние в материалах фаз композиции гибких пластин и пологих оболочек. Вы-
явлено, что на множестве рассматриваемых структур армирования рациональным
является армирование по радиальным (меридиональным) направлениям, так как
такая структура обеспечивает минимальную податливость и наименьшее напря-
женное состояние в материале связующей матрицы композиции. Показано, что в 
силу геометрической и физической нелинейности исследуемой задачи динамиче-
ский отклик композитных пологих оболочек существенно зависит от того, к какой
лицевой поверхности (выпуклой или вогнутой) прикладывается избыточное давле-
ние взрывного типа. 
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 The problem of dynamic behavior of flexible reinforced shallow shells made of nonlinear
elastic materials of the composition phases is formulated. The geometric nonlinearity of the prob-
lem considered in the Karman approximation, and the weakened resistance to shear is taken into
account in the framework of non-classical Reddy theory. The numerical integration of the formu-
lated initial-boundary value problem is carried out on the basis of the method of steps in time with 
the involvement of an explicit "cross" scheme. Specific calculations of the dynamic behavior are
carried out for relatively thin and thick shallow spherical shells and plates having an annular
shape in plan and with the rigid inner insertion which are under the pressure caused by the blast 
air wave. Thin-walled structures are clamped on the outer edge and axially reinforced by loga-
rithmic spirals in the plan. The influence of the angles of reinforcement on the flexibility and stress-
strain state in the materials of the phase of the composition of elastic plates and shallow shells is
studied. It is obtained that on the set of considered structures of reinforcement, the reinforcement
in the radial (meridional) directions is rational, as this structure provides the minimal flexibility and 
the minimal stressed state in the material of the binder matrix of compositions. It is shown that
because of the geometric and physical nonlinearity of the studied problem, the dynamic response
of composite shallow shells essentially depends on which front surface (convex or concave) the
overpressure of the explosive type is applied. 
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Введение 

Тонкостенные элементы конструкций типа пластин и оболочек из композиционных 
материалов находят все более широкое применение в инженерной практике [1–3]. Актив-
ное использование оболочечных конструкций объясняется их высокой эффективностью, 
так как они обладают легкостью в сочетании с высокой прочностью [4, 5]. Особенно ярко 
эта эффективность проявляется при внедрении в инженерные изделия композиционных 
оболочек волокнистой структуры [5–8], поэтому актуальной является проблема адекват-
ного расчета механического поведения композитных панелей и оболочек как при квази-
статическом, так и динамическом их нагружении [4, 5, 9, 10]. 

На сегодняшний день подавляющее число публикаций по проблемам механического 
поведения анизотропных и композитных конструкций базируется на предположении о 
линейно-упругом поведении материалов компонентов композиции [4–11]. Однако совре-
менные композиты могут быть изготовлены из материалов фаз, проявляющих неупругие 
или нелинейно-упругие свойства [12–15]. Анализ справочных данных [14, 15] показывает, 
что при расчетах в рамках линейно-упругого поведения материалов всех компонентов 
композиции уровень напряжений, возникающих при этом в высокопрочных армирующих 
волокнах, не превосходит, как правило, 10–20 % от предела их прочности, т.е. уникаль-
ные прочностные свойства арматуры используются весьма неэффективно. При неупругом 
или нелинейно-упругом деформировании материала связующей матрицы композита не-
сущую способность волокон можно использовать практически полностью [16]. 

Известно, что при армировании композитных пластин и оболочек высокомодульными 
волокнами необходимо при изучении их механического поведения учитывать ослабленное 
сопротивление поперечным сдвигам [4, 5, 9–11]. Как правило, этот учет проводится в рам-
ках теории Рейсснера [9, 10, 17, 18] или теории Редди [4, 5, 11, 16, 19, 20] (в русскоязычной 
литературе их называют первым и вторым вариантами теории Тимошенко [19]). 
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В монографии [9] на основе гипотез Рейсснера исследовалось динамическое поведе-
ние гибких тонкостенных элементов композитных конструкций, изготовленных из ли-
нейно-упругих материалов компонентов композиции. В работе [21] проводилось сравне-
ние динамического поведения гибких композитных балок-стенок из линейно-упругих ма-
териалов, рассчитанного по классической теории и двум вариантам теории Тимошенко, 
причем показано, что результаты расчетов по теориям Тимошенко могут существенно 
различаться. В [16] на базе гипотез теории Редди в геометрически линейной постановке 
построена модель нелинейно-упругого деформирования армированных пластин, нагру-
женных статически. Однако динамическое поведение тонкостенных композитных конст-
рукций из таких материалов до настоящего времени не изучалось. 

Для численного интегрирования динамических задач механики деформируемого 
твердого тела используют как явные, так и неявные схемы шагов по времени. Из явных 
численных схем наиболее часто используются схемы типа «крест» [9, 21–23], так как они 
достаточно просто поддаются алгоритмизации [9], а из неявных схем наибольшее распро-
странение получили методы Ньюмарка [24, 25]. 

В связи с вышеизложенным настоящее исследование посвящено моделированию 
в рамках теории Редди динамического поведения гибких армированных пологих оболо-
чек, изготовленных из нелинейно-упругих материалов компонентов композиции. Моде-
лирование производится на базе метода шагов по времени с привлечением явной числен-
ной схемы типа «крест». 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается пологая оболочка толщиной 2h, с которой связана криволинейная 

ортогональная система координат ix  так, что отсчетная поверхность 1 2Ox x  ( 3 0x  )  

совпадает со срединной поверхностью оболочки ( 3x h ); координатные линии 1x   

и 2x   совпадают с линиями  главной кривизны отсчетной  поверхности; ось 3x  направлена  

 

Рис. 1. Элемент армированной композитной  
пологой оболочки или пластины 

Fig. 1. Element of the reinforced composite  
shallow shell or a plate 

по толщине оболочки. Структура армирова-
ния конструкции в направлении 3x  квазиод-

нородна. На рис. 1 изображен малый эле-
мент пологой оболочки, причем искривлен-
ность отсчетной поверхности в силу ее 
малости не изображена. 

Ослабленное сопротивление тонкостен-
ного армированного элемента поперечному 
сдвигу будем учитывать в рамках теории 
Редди [4, 5, 11, 16, 19, 20], так как с точки 
зрения математического моделирования она 
является более точной [21], чем теория 
Рейсснера [9, 10, 17, 18]. Согласно теории 
Редди сдвиговые деформации в поперечном 
направлении 3i  аппроксимируем по пере-

менной 3x  так [4]: 

1x

h

h
2x

3x
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где ( )
3i
 , 0

3i  – функции только двух пространственных переменных 1x , 2x  и времени t, 

подлежащие определению и имеющие следующий смысл: ( )
3i
  – деформации поперечных 

сдвигов на верхней ( 3x h ) и нижней ( 3x h  ) лицевых поверхностях оболочки, при 
( )
3 0i
   функции 0

3i  определяют деформации поперечных сдвигов на срединной поверх-

ности 3 0x  ; 0t  – начальный момент времени; G – область, занимаемая пологой оболоч-

кой в плане. 
Согласно кинематической гипотезе теории Редди изменяемостью перемещений точек 

оболочки в направлении 3x  пренебрегаем, т.е. принимаем 

    3 3 0, , , , , ,U t w t G x h t t   r x x   (2) 

где w – прогиб точек отсчетной поверхности 3 0x  . 

На основании дифференциальных соотношений, связывающих деформации с пере-
мещениями, с учетом (1) и (2) в приближении Кармана [4] для пологой оболочки получим 
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где iU  – перемещения точек оболочки в тангенциальных направлениях ix ; iu  – то же для 

точек срединной поверхности ( 3 0x  ); iR  – главные радиусы кривизны отсчетной по-

верхности; i  – оператор дифференцирования по переменной ix  ( 1, 2i  ). 

Таким образом, соотношения (1), (3) и (4) содержат следующие неизвестные функ-

ции: w, iu , ( )
3i
 , 0

3i  ( 1, 2i  ), зависящие от двух пространственных переменных 1x , 2x  

и времени t. 
Согласно принципу Даламбера, уравнения динамического равновесия пологих обо-

лочек в приближении Кармана с учетом равенств (2) и (3) имеют вид [4] 
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где, согласно [14] 

 0 0 0
1 1

, 1 ,
K K

k k k
k k 

              (7) 

0 , k  – объемная плотность материала связующего и арматуры k-го семейства; k  – 

плотность армирования волокнами k-го семейства; K – количество семейств арматуры; 

 ( )
3 3 , ,i i t h   x  – заданные напряжения (поверхностные нагрузки) на верхней (+) 

и нижней (–) лицевых поверхностях оболочки; iX  – приведенные внешние нагрузки, дей-

ствующие в направлении ix  и порожденные объемными силами ( 1, 3i  ); im  – распреде-

ленные внешние моменты от объемных сил; 3iF  – поперечные силы; ijF  – мембранные 

усилия; ijM  – изгибающие и крутящие моменты; точка означает частное дифференциро-

вание по времени t. 
Материалы всех фаз композиции оболочки предполагаются изотропными и однород-

ными, а их нелинейно-упругое поведение описывается тензорно-квазилинейными опре-
деляющими соотношениями [16, 26, 27] 

 
  

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

, ( , 1, 2, 3),

3
, , , , 0 ,

2

k k k k k k k
ij ij ij ij

k k k k k k k k k k

g i j

g g k K

 

    

           

           
  (8) 

где ( )k
ij , ( )k

ij  – компоненты тензоров напряжений и деформаций в материале k-го компо-

нента композиции (индекс 0k   соответствует связующему, а индекс 1, 2, ...,k K  – ар-

матуре k-го семейства); ( )
0
k , ( )

0
k  – среднее нормальное напряжение и средняя линейная 

деформация в k-м компоненте композиции; ( )k
 , ( )k

  – интенсивности напряжений и де-

формаций в тех же материалах (см. (4) в [27]);  ( ) ( ) ( )
0,k k kg    – функция, известная из экс-

перимента и являющаяся при умножении ее на 3/2 коэффициентом пропорциональности 

между ( )k
  и ( )k

 ;  ( ) ( ) ( )
0 0,k k kg    – утроенный секущий модуль объемного расширения 

материала k-го компонента композиции, известный из эксперимента; ij  – символ Кроне-

кера. Зависимости функций ( )kg  и ( )
0

kg  в соотношениях (8) от аргумента ( )
0
k  позволяют 

учесть эффект разносопротивляемости материала k-й фазы композиции [26, 28]. 
Равенства (8) запишем в матричной форме [19]: 

 , 0, 1, 2, ..., ,k k kA k K     (9) 

где 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 33 23 31 12 11 22 33 23 31 12, , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k

k k

 
                 (10) 
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 ( )k
k ijA a  – симметричные 6 6 -матрицы, ненулевые компоненты которых согласно (8) 

с учетом (10) определяются по формулам (24) из [27]; звездочка в верхнем индексе озна-
чает операцию транспонирования. 

Как и в [27], предполагаем, что определяющие соотношения (8) (а значит, и (9) с уче-
том (10)) удовлетворяют достаточным условиям сходимости метода последовательных 
приближений [26, с. 199], аналогичного методу переменных параметров упругости [29]. 
Поэтому далее в фиксированный момент времени t равенства (8) и (9) на текущей итера-
ции считаем линеаризованными. В этом случае матричные соотношения (9) формально 
полностью совпадают с равенствами (22) из [27] (где ядра ползучести нужно принять то-
ждественно равными нулю). Повторяя соответствующие рассуждения из [27], на данной 
итерации получим линеаризованные определяющие соотношения для армированной сре-
ды, записанные в матричной форме: 

 ,A     (11) 

где  ,   – шестикомпонентные векторы-столбцы средних напряжений и деформаций в 

композиции, имеющие структуру, аналогичную (10);  ijA a  – известная 6 6 -матрица, 

которую на текущей итерации можно  трактовать  как матрицу эффективных жесткостей  
армированной среды. Элементы ija  матри-

цы A в (11) определяются из матричных 
соотношений (27) в [27] и зависят от де-
формированного состояния композиции 

ij , известного из решения на предыдущей 

итерации, и от параметров армирования: 
плотностей k  и направлений армирова-

ния, определяемых углами сферической 
системой координат k  и k . На рис. 2 со-

гласно [27] изображена взаимная ориента-

ция глобальной ix  и локальной ( )k
ix

( 1, 3i  ), связанной с волокном k-го се-

мейства, систем координат в случае про-
странственного армирования. 

 

Рис. 2. Локальная система координат,  
связанная с волокном k-го семейства 
Fig. 2. The local system of coordinates  

connected to a fiber of k-th family 

Пусть из решения начально-краевой задачи для композитного тела (в частности, 
пологой оболочки), механическое поведение которого описывается определяющим со-
отношением (11), в текущий момент времени t на данной итерации известны осреднен-
ные деформации  , тогда из матричных равенств (31) и (32) в [27] можно вычислить 
и деформации k  в k-й фазе композиции (9) и (10). После чего согласно методу после-

довательных приближений можно уточнить значения коэффициентов ( )kg  и ( )
0

kg  

в равенствах (8) (или, что то же самое, значения элементов матриц kA  в равенствах (9)) 

и по приведенному выше алгоритму (подробнее см.: [27]) можно определить следующее 
приближение решения и т.д., пока итерационный процесс не сойдется с требуемой  
точностью. 

1x

2x

3x

( )
1

kx
( )
2
kx

( )
3
kx

k

k
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В случае структуры армирования, изображенной на рис. 1 ( / 2k    (см. рис. 2)) 

и рассматриваемой в настоящем исследовании, матрица A в соотношении (11) имеет та-
кую структуру, что ее компоненты в 4-й и 5-й строках и в 4-м и 5-м столбцах, кроме диа-
гональных, тождественно равны нулю, т.е. согласно обозначениям, аналогичным (10), 
имеют место равенства 

 23 44 23 13 55 13, .a a        (12) 

На основании силовой гипотезы теории Редди  33 , 0t r  [4, 5, 11, 16, 19–21] систему 

шести линейных алгебраических соотношений (11) с учетом (12) можно преобразовать 
к традиционному виду, исключив из рассмотрения приближение для деформации 33 : 

 3 3, , 1, 2,i i iB b i        (13) 

где 

      11 22 12 11 22 12 33 31 11 32 22 33, , , , , , ;a a a
                  (14) 

 3 3 33 3 6 3 6 33 66 1 55 2 44, , , , , , , 1, 2,ij ij i j i i j jb a a a a b a b a b a b a b a i j          (15) 

ija  – элементы матрицы A в равенстве (11); ijb  – элементы 3 3 -матрицы B; ij , ij  – ком-

поненты средних напряжений и деформаций в композиции (элементы векторов-столбцов 
  и   в равенстве (11)). Согласно (15) величины ijb  и ib  в соотношениях (13) в текущий 

момент времени t предполагаются известными из решения рассматриваемой задачи на 
предыдущей итерации метода последовательных приближений. 

Для удобства дальнейшего изложения введем в рассмотрение новые неизвестные 
функции 

  0
3 3

8
, ,

5i i it w    x  

отсюда 

    0
3 3

5
, , 1, 2.

8i i it w i     x   (16) 

Уравнения движения (6) с учетом (16) принимают вид 

        
2

( ) ( ) 3 ( ) ( )
3 3 3 3 3 3 0

1

2
, , , , 1, 2.

3j ij i i i i i i i
j

M F m t h h G t t i   



                x x     (17) 

Равенства (5) и (17) образуют систему уравнений движения рассматриваемой гибкой 
пологой оболочки, к которым следует добавить четыре силовых граничных условия на 
лицевых поверхностях (см. (13) с учетом выражений (1) и (15)): 

      ( ) ( )
3 3, , , , , 1, 2,i i it b t h t i     x x x   (18) 

где левые части известны. (В рамках классической теории [4, 24, 28] и теории Рейсснера 
[9, 10, 17, 18] граничные условия (18) удовлетворить не удается.) 

Из равенств (18) получаем 

      ( ) ( )
3 3, , , , , 1, 2.i i it t b t h i     x x x   (19) 
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Следовательно, в данный момент времени t текущие приближения деформаций попе-
речного сдвига на лицевых поверхностях пологой оболочки можно считать известными, 
так как приближения «эффективных жесткостей» ib  согласно равенствам (15) предпола-

гаются уже известными из решения, полученного на предыдущей итерации метода по-

следовательных приближений. В дальнейшем функции ( )
3i
  считаем известными из (19) 

в каждый рассматриваемый момент времени. 
Используя соотношения (13) с учетом выражений (1), (4) и (14)–(16), на текущей ите-

рации можем определить все внутренние силовые факторы в пологой оболочке: 
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A

x

  (20) 

где согласно (14) 

    11 22 12 11 22 12, , , , , ,F F F M M M
  F M   (21) 

iA , iB , iC , ( )
i
C , iE , iH , ( )

i
H  – трехкомпонентные векторы-столбцы, элементы которых 

совпадают с компонентами i-х столбцов 3 3 -матриц  jiA a ,  jiB b ,  jiC c , 

 ( ) ( )
jiC c  ,  jiE e ,  jiH h ,  ( ) ( )

jiH h   ( , 1, 3i j  ), определяемых на основании 

соотношений (1), (4), (13) и (20) так: 

 

2
2 23 3
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A Bx dx B Bdx C B h dx E Bx dx
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C B h dx H B h dx H B h dx

h h h

h x x h
d b dx d b dx i

h h

   

 

  



 

 
     

 
             

    
 

  

   

  

  , 2,

  (22) 

B – 3 3 -матрица из соотношений (13) (см. (15)). 
Для однозначного интегрирования рассматриваемой динамической задачи необхо-

димо использовать силовые [9, 10, 17–20] 
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x

  (23) 

и кинематические (см. (2) и (3)) 

     0, , , , ;w t w t t t  x x x   (24) 

     3 0, , , , , , 1, 2i iU t U t x h t t i    r r x   (25) 

граничные условия, а также начальные условия в момент времени 0t t : 

        0 03 0 03, , , ;w t u w t v x x x x   (26) 

        0 0 0 0 3, , , , , , 1, 2.i i i iU t U U t V G x h i    r r r r x   (27) 

Здесь Г – контур, ограничивающий область G, занимаемую пологой оболочкой в плане; 

iF  – заданные на Г мембранные силы, действующие по направлениям ix ; 3nF  – заданная 

на контуре Г поперечная сила; nnM , nM   – заданные на контуре Г изгибающий и крутя-

щий моменты; w  – заданный на Г прогиб; iU  – заданные на торцевой поверхности обо-

лочки перемещения в тангенциальных направлениях ix ;   – угол, задающий направле-

ние внешней нормали к контуру Г; 03u , 03v , 0iU , 0iV  ( 1, 2i  ) – заданные в начальный мо-

мент времени 0t  перемещения и скорости точек пологой оболочки. 

Согласно выражениям (3) граничные (25) и начальные (27) условия нельзя удовлетво-
рить в каждой точке по толщине оболочки при произвольных зависимостях функций iU , 

0iU , 0iV  от поперечной координаты 3x . В силу этого обстоятельства кинематические гра-

ничные условия (25) и начальные условия (27) подобно силовым граничным условиям (23) 
будем удовлетворять в интегральном смысле, т. е. проинтегрируем равенства (25) и (27) по 
толщине оболочки с весами 1 и 3x , тогда с учетом соотношений (3) и (16) получим 
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где 

 

           

           

3 3 3 0 0 3
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h h h

u t U t dx u t U t x dx u U dx
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x r x r x r

x r x r x r

  (30) 

Таким образом, для однозначного интегрирования исследуемой динамической задачи 
в каждой точке области G в момент времени 0t  должны быть заданы начальные условия 

(26) и (29) с учетом (30), а в каждой точке контура Г – силовые граничные условия (23) 
или кинематические граничные условия (24) и (28) с учетом (30). Возможно задать и пять 
смешанных из (23), (24) и (28) граничных условий, например в случае свободного опира-
ния кромки пологой оболочки. 

После подстановки внутренних силовых факторов (20) с учетом (21) в уравнения 
движения (5), (17) и в силовые граничные условия (23) получим систему разрешающих 
уравнений и соответствующие ей силовые граничные условия, записанные в кинематиче-
ских переменных w, iu  и 3i  (см. (16)). Эти соотношения громоздки, поэтому не будем их 

приводить, помня о том, что далее предполагается использовать явную схему численного 
интегрирования рассматриваемой динамической задачи, для реализации которой (схемы) 
не требуется использовать уравнения движения и силовые граничные условия, выражен-
ные явно через зависимые переменные w, iu  и 3i  ( 1, 2i  ). 

 
2. Метод расчета 

 

Для численного интегрирования сформулированной в п. 1 начально-краевой задачи 
применим метод шагов по времени [9, 21–25, 27], т.е. будем разыскивать решение в дис-
кретные моменты времени 1n nt t     ( 0, 1, 2...n  ), где 0  const  – шаг по времени. 

Предполагается, что в моменты времени mt  известны значения функций 
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  (31) 

Здесь kla  – компоненты 6 6 -матрицы A в равенстве (11)), тогда по формулам (20) с уче-

том (15), (19), (21) и (22) в момент времени nt  можем определить значения всех внутрен-

них силовых факторов ijF , ijM  и 3iF , входящих в уравнения движения (5), (17) и силовые 

граничные условия (23). 
Далее для аппроксимации встречающихся производных по времени будем использо-

вать центральные конечные разности [9, 21–23], что позволяет получить явную числен-
ную схему для интегрирования рассматриваемой динамической задачи. Согласно этому 
конечно-разностные аналоги уравнений (5) и (17) с учетом обозначений, аналогичных 
(31), примут вид 
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 (32) 

где 

      ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3, , , , 1, 2.

6i i i i i i i i

h
t u t u i                x x   (33) 

Так как правые части в уравнениях (32) известны, из них с учетом (19), (31) и (33) 

можем определить неизвестные функции 
1n

w


, 
1n

iu


 и 
1

3

n

i



  в следующий момент времени 1nt  . 

Строго говоря, при nt t  к системе (32) следует присоединить необходимые граничные 

условия (23), (24) и (28) с учетом обозначений, аналогичных (31). При известных 
1n

w


, 
1n

iu


 и 
1

3

n

i



  по формулам (1), (4) и (14) с учетом соотношений (16) и (19) можем вычислить сред-

ние деформации композиции 
1n

ij



  во всех точках пологой оболочки при 1nt t  . Используя 

известные функции 
1n

ij



  ( , 1, 2, 3i j  ), по формулам (31) и (32) из [27] в момент времени 

1nt   можно определить текущие приближения для деформаций фаз композиции, а затем 

по формулам (24) и (27) из [27] можно вычислить и компоненты 6 6 -матрицы A в равен-
стве (11). При этом в каждой точке пологой оболочки требуется реализовать итерацион-
ный процесс, аналогичный методу переменных параметров упругости. Для начала такого 
процесса можно взять известные при nt t  матрицы, используемые в соотношениях (31), 

(32) и (27) из [27]. Это вполне оправданно при достаточно малом шаге по времени  . 
После окончания такого итерационного процесса известными при m n  и 1m n   

становятся все функции, указанные в (31), поэтому по предложенной схеме можно по-
строить решение исследуемой задачи в следующий момент времени 2nt   и т.д. 

Структура левых частей уравнений (32) с учетом выражений (33) свидетельствует 
о том, что для начала расчетов по описанной выше явной численной схеме необходимо 

знать значения как функций 
0

w , 
0

iu  и 
0

3i , известных из начальных условий (26) и (29) 

с учетом (19) и (30), так и функций 
1

w , 
1

iu  и 
1

3i  (см. (32) и (33) при 1n   и 1t t ). Значе-

ния этих функций получим, используя формулу Тейлора и учитывая начальные условия 
(26), (29) и уравнения движения (5) и (17) при 0t t  [22, 23]: 
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где приближенные равенства выполняются с точность порядка 3 , а нулевые правые час-
ти соответствуют естественному состоянию, когда в начальный момент времени 0t  поло-

гая оболочка покоится и внешние нагрузки отсутствуют. 
Если область G, занимаемая пологой оболочкой в плане, является прямоугольной, то, 

аппроксимируя в уравнениях (32) производные  i   по пространственным переменным ix  

их конечно-разностными аналогами, получим в конечном счете явную численную схему 
типа «крест» [9, 22, 23]. Если же область G является неканонической, то дискретизацию 
уравнений (32) по пространственным переменным ix  ( 1, 2i  ) можно провести на основе 

вариационно-разностного подхода, использованного в [9], где показано, что для тонкостен-
ных элементов конструкций необходимые условия устойчивости схемы типа «крест» опре-
деляются неравенствами, вытекающими из условия Куранта–Фридрихса–Леви [22]: 

 3/ , 2 / ,a h a    e e   (35) 

где 

 3 33/ , / ,a E a E   e ee   (36) 

  определено первым соотношением (7); e  – максимальный размер ячейки дискретиза-

ции области G в направлении вектора e, параллельного отсчетной поверхности пологой 
оболочки; Eee , 33E  – эффективные модули упругости первого рода в направлениях e и 3x , 

которые определяются с использованием компонент матрицы эффективных податливо-
стей композиции, обратной матрице A (см. равенство (11) при линейно-упругом поведе-
нии материалов фаз композиции оболочки) [19]. 

Так как первое неравенство (35) должно выполняться при любом направлении e, для 
неоднородных, а тем более и криволинейных структур армирования пологих оболочек 
выбор шага по времени τ из условий (35) представляет самостоятельную трудоемкую за-
дачу. Однако нетрудно показать, что если для каждого компонента композиции выпол-
няются неравенства, аналогичные (35), то автоматически выполняются и условия (35) для 
армированной пологой оболочки. В силу этого далее используем именно такой необхо-
димый критерий устойчивости предложенной явной численной схемы. 

Используя известные формулы перехода от декартовой прямоугольной системы ко-
ординат к цилиндрической [30], полученные выше уравнения и граничные условия мож-
но записать в полярной системе координат. Это удобно, если пологая оболочка является, 
например, сферической (что часто встречается в инженерной практике [31]), а область G 
представляет собой круг, кольцо или сектор круга либо кольца. 

 
3. Обсуждение результатов расчетов 

 
В качестве конкретных примеров рассмотрим динамическое поведение пологих сфе-

рических оболочек ( 1 2R R R  ), для которых область G является кольцом, ограничен-

ным контурами радиусов 0 10 смr   и 1 60 см.r   Оболочки имеют постоянную толщину 

2 1 смh   или 2 5 смh   и разные величины подъема стрелы f полюсных точек над их 

внешними опорными контурами ( 1 1x r , где 1x  – полярный радиус). Из геометрических 

соображений получаем 
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     (37) 

Объемными нагрузками пренебрегаем, т.е. 0iX   и 0jm  , 1, 3i  , 1, 2j   (см. (5), 

(6), (17) и (32)). Касательные нагрузки на лицевых поверхностях оболочки отсутствуют  

( ( )
3 0i
  ), поэтому из (19) следует ( )

3 0i
  , 1, 2i  . Конструкции нагружаются фронталь-

ной нагрузкой, порожденной воздушной взрывной волной (см. (5)) [24]: 

    
max max max( ) ( )

33 33
max max max

/ , 0 ,

exp , ,

p t t t t
p t

p t t t t
 

           
  (38) 

где 

  min max min maxln(0,01) / 0, ,t t t t        (39) 

maxt  – момент времени, в который нагрузка  p t  достигает максимального по модулю 

значения max ;p  mint  – момент времени, в который нагрузка  p t  по модулю становится 

пренебрежимо малой по сравнению с maxp  (так, формула (39) соответствует случаю 

 min max0,01p t p ). Согласно экспериментальным данным, приведенным в [24], в расче-

тах примем max 0,1t   мс и min 200t   мс. 

 

Рис. 3. Кольцевая область, занимаемая пла-
стиной или пологой сферической оболочкой 
в плане, с осесимметричными траекториями 
армирования по логарифмическим спиралям
Fig. 3. The ring area occupied with a plate or a shal-
low spherical shell in the plan, with axial-symmetric 
trajectories of reinforcement on logarithmic spirals 

Предполагается, что пологие оболочки 
усилены осесимметрично по логарифмиче-
ским спиралям двумя ( 2K  ) семействами 
волокон с одинаковыми плотностями арми-
рования (рис. 3), т.е. 

             

   
   

1 1 2 1

1 1 2 1

0 1 1

,

const,

.

x x

x x

r x r

  

     

 

       (40)

Так как волокна имеют постоянные по-
перечные сечения [14], интенсивности ар-
мирования k  в осесимметричном случае 

при укладке волокон по логарифмическим 
спиралям при любых углах φ определяются 
так [16]: 

                      

 
 

1 0 0 1

0 0

01 02

/ ,

,

, 1, 2,

k k

k k

x r x

r

k

  

  

   

                (41)

где 0k  – плотность армирования волокнами k-го семейства, заданная на внутренней кромке 

оболочки 1 0x r . Из равенств (41) вытекает, что при любых углах армирования φ (см. (40)) 

общий расход арматуры в пологих оболочках фиксированных размеров при заданных значе-

0r

1r

r1x

1

G
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ниях 0k  будет один и тот же. В расчетах принимается 01 02 0,35    . В этом случае на 

внутренней кромке ( 1 0x r ) суммарная плотность армирования равна 0,7 ( 01 02 0,7   ), 

что на практике соответствует предельно допустимому значению этой величины. Согласно 
(41) с удалением от внутренней кромки ( 1 0x r ) суммарная интенсивность армирования  

(    1 1 2 1x x  ) уменьшается и становится меньше предельно допустимого значения 0,7. 

Внешние кромки пологих оболочек предполагаем жестко закрепленными, т.е. в соот-
ношениях (24) и (28) согласно (30) нужно принять 0w  , 0iu  , 0iu   ( 1 1x r ) 

и учесть, что ( )
3 0i
  , 1, 2i  . В отверстия же оболочек вставлены абсолютно жесткие 

плоские шайбы, которые жестко прикреплены к пологим оболочкам по их внутренним 
кромкам, т.е. имеют место условия сопряжения 

  
1 0 1 0 1 0

1 13 0 00, 0, , ,
x r x r x r

u w t w t t
  

       (42) 

где 0w  – осевое перемещение шайбы как жесткого целого в направлении 3x . 

При рассматриваемых типах нагружения (см. (38) и (39)), закрепления (см. (42)) 
и структурах армирования (см. (40) и (41)) в пологих оболочках реализуется случай осе-
симметричного изгиба, т.е. решения соответствующих начально-краевых задач не зависят 
от полярного угла 2x . Кроме того, поперечный сдвиг и тангенциальное перемещение 

в окружном направлении отсутствуют, т.е. 23 0   и 2 0u  . 

Чтобы в рассматриваемом случае замкнуть систему разрешающих уравнений (см. п. 1), 
необходимо использовать дополнительное уравнение движения жесткой шайбы, которое 
с учетом (38) имеет вид 

    
1 0

2
0 0 0 0 13 1 02 , , ,

x r
M w r p t r F t x t t


       (43) 

где 0M  – масса шайбы; 13F  – поперечная сила, определенная по формулам (20) на внут-

ренней кромке оболочки ( 1 0x r ). 

В начальный момент времени 0 0t t   конструкции находятся в состоянии покоя 

(см. (26) и (29) при 0 0iu  , 0 0iv  , 0 0ju  , 0 0jv  , 1, 3i  , 1, 2j  ), а внешняя нагрузка 

отсутствует (см. (38)), поэтому справедливы соотношения (34). При замене в уравнении 
(43) второй производной по времени от 0w  ее конечно-разностным аналогом исследуемая 

задача с учетом условий (42) может быть проинтегрирована численно по явной схеме 
«крест» (см. п. 2). 

Предполагаем, что нелинейно-упругая зависимость напряжения   от деформации   
в каждом компоненте композиции оболочки при одноосном растяжении-сжатии характе-
ризуется идеализированной диаграммой с линейным упрочнением [29]: 

 
    

( ) ( )
s s

( ) ( ) ( ) ( )
s s s s

, / ,

sign sign , , 0 ,

k k
k k

k k k k

E E

E k K

        
           

  (44) 

где kE , ( )
s

kE  – модули Юнга и линейного упрочнения материала k-й фазы композиции; 
( )
s
k , ( )

s
k  – напряжение и соответствующая ему деформация, при превышении которых 
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материал ведет себя нелинейно. Физико-механические характеристики материалов фаз 
композиции пологих оболочек приведены в таблице, где   – коэффициент Пуассона. Ха-
рактеристики материала связующей матрицы условно соответствуют эпоксидной смоле, 
отвержденной ароматическим аммиаком [15], а характеристики волокон – арматуре  
из L-стекла [14]. В последнем столбце таблицы указаны значения скорости звука a в ма-
териалах фаз композиции, вычисленные по формулам, аналогичным (36). 

 
Физико-механические характеристики материалов фаз композиции [14, 15]  

Physical and mechanical characteristics of the materials of the composition phase [14, 15] 

Материал ,  кг/м3 ν 
s ,  МПа ,E  ГПа 

s ,E ГПа ,a  м/с 

Связующая матрица 
Армирующие волокна 

1210 
4300 

0,4 
0,25 

20 
1500 

2,8 
51,0 

1,114 
10,851 

1521,2 
3443,9 

 

Для шайб условно примем 32710 кг / м  , что соответствует алюминиевым сплавам, 

а их толщины зададим вдвое большими толщин 2h соответствующих пологих оболочек. 
По этим данным можно рассчитать массы шайб 0M  (см. (43)). 

При проведении расчетов вдоль полярного радиуса 1x  (см. рис. 3) вводилась регу-

лярная сетка с шагом  1 1 0 /100 5 ммx r r    , а шаг по времени 1 мкс  . На основании 

этих данных для первого неравенства (35) получаем отношение 1 / 5 км / cx   . Кроме 

того, в случае пологих оболочек рассматриваемых толщин ( 2 1h   и 5 см) для второго не-
равенства (35) имеем 2 / 10h    и 50 км/с. Эти отношения превышают значения a, ука-
занные в таблице для материалов фаз композиции, поэтому необходимые условия устой-
чивости (35) используемой схемы «крест» выполняются со значительным запасом. 

На рис. 4 и 5 изображены зависимости  0w t , т.е. осцилляции жестких шайб, рассчи-

танные для пластин и пологих оболочек разной толщины, при разных структурах армиро-
вания и при разных уровнях динамического нагружения. Кривые 1, 2 и 3 на этих рисунках 
определены при углах армирования 0  , / 4  и / 2  соответственно (см. (40) и рис. 3, 

где изображен случай / 4    – спиральное ортогональное армирование). На рис. 4 при-

ведены результаты расчетов для относительно тонких ( 2 1 смh  ,  1 02 / 1/ 50h r r  ), а на 

рис. 5 – для относительно толстых ( 2 5 смh  ,  1 02 / 1/10h r r  ) композитных конструк-

ций. Кривые на рис. 4, а и рис. 5, а характеризуют динамическое поведение шайб в случаях 
армированных пластин ( 0f   и R  ), а на рис. 4, б и 4, в, а также на рис. 5, б и 5, в –  

в случаях пологих оболочек со стрелой подъема 0, 2 мf   (см. (37)). 

Кривые на рис. 4, а и рис. 5, а определены при значениях max 0,3 МПаp   

и max 1,6 МПаp   соответственно, т.е. согласно (38) конструкции нагружаются избыточ-

ным давлением  p t  со стороны нижних лицевых поверхностей ( 3x h  ). Так как эти 

случаи соответствуют пластинам, изменение знака нагрузки  p t  при сохранении ее ин-

тенсивности приводит к тому, что кривые на этих рисунках зеркально отражаются отно-
сительно горизонтальной оси 0 0w  , поэтому такие кривые не изображены. Сравнение 

кривых с одинаковыми номерами на рис. 4, а и рис. 5, а показывает, что в случае относи-
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тельно тонких гибких пластин (см. рис. 4, а) шайбы совершают более сложные осцилля-
ции, чем в случае относительно толстых конструкций (рис. 5, а). 

 
 

Кривые на рис. 4, б и рис. 5, б рассчитаны при max 0,5 МПаp   и max 3, 4 МПаp   соот-

ветственно, т.е. при нагружении пологих оболочек избыточным давлением со стороны 
нижних (вогнутых) лицевых поверхностей ( 3x h  ). Кривые же на рис. 4, в и рис. 5, в оп-

ределены при max 0,5 МПаp    и max 3, 4 МПаp   , т.е. при нагружении пологих оболочек 

избыточным давлением со стороны верхних (выпуклых) лицевых поверхностей ( 3x h ). 

Сопоставление кривых с одинаковыми номерами на рис. 4, б и рис. 4, в, а также на рис. 5, б 
и рис. 5, в демонстрирует, что в отличие от гибких пластин (см. рис. 4, а и рис. 5, а) дина-
мическое поведение гибких армированных пологих оболочек, изготовленных из нелиней-
но-упругих материалов фаз композиции, существенно зависит от того, к какой лицевой по-

верхности (выпуклой или вогнутой) прикладывается избыточное давление  p t . 

Сравнение же кривых с разными номерами на каждом рис. 4 и 5 свидетельствует 
о том, что структуры армирования пластин и пологих оболочек, а точнее изменения углов 
армирования φ при фиксированном распределении плотностей армирования k  (см. (40) 

и (41)) существенно влияют на динамическое поведение этих тонкостенных композитных 
конструкций. 

Поведение кривых на рис. 4, а и рис. 5, а показывает, что в случае гибких пластин 

 0max w t  достигается при первом локальном экстремуме зависимости  0w t . Однако, 

например, поведение пунктирной кривой 2 на рис. 4, б свидетельствует о том, что в слу-

чае пологих оболочек  0max w t  может достигаться и не при первом локальном экстре-

Рис. 4. Осцилляции шайбы в случае относи-
тельно тонких композитных конструкций при
трех структурах армирования: гибкой пласти-
ны (а); пологой оболочки, нагруженной снизу
(б); пологой оболочки, нагруженной сверху (в)
Fig. 4. Oscillations of the puck in the case of rela-
tively thin composite structures with three rein-
forcement structures: a flexible plate (a); a shal-
low shell loaded from the bottom (b); a shallow
                shell loaded from the top (c) 
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муме зависимости  0w t , т.е. динамическое поведение гибких композитных пологих обо-

лочек является более сложным, чем гибких армированных пластин, изготовленных из не-
линейно-упругих материалов компонентов композиции. 

 
 

Во всех приведенных выше примерах максимальные значения интенсивности де-

формаций ( )k
  в компонентах композиций тонкостенных конструкций имели порядок 5 % 

и менее, поэтому все представленные решения, полученные на базе определяющих соотно-
шений (8), являются вполне корректными с механической точки зрения. При этом наиболь-
шие по модулю деформации возникают в связующем материале при окружном армировании 
( / 2   ) пластин и пологих оболочек (см. штриховые кривые 3 на рис. 4 и рис. 5). Наи-

лучшими же с точки зрения минимизации податливости и напряженно-
деформированного состояния в компонентах композиции являются структуры с радиаль-
ным (меридиональным) армированием: 0   (см. сплошные кривые 1 на рис. 4 и рис. 5). 

Выполненные расчеты показали, что при нелинейно-упругом поведении материалов 

фаз композиции для получения значений ( )k
  ( 0, 1, 2k  ) с точностью до трех значащих 

цифр на каждом шаге интегрирования по времени требуется делать до пяти итераций по 
методу переменных параметров упругости (см. п. 1 и 2). 

 
Заключение 

 
Проведенное исследование динамического поведения гибких композитных пологих 

оболочек и пластин, изготовленных из нелинейно-упругих материалов фаз композиции, 
продемонстрировало, что изменение направлений армирования существенно влияет как на 

Рис. 5. Осцилляции шайбы в случае относи-
тельно толстых композитных конструкций при 
трех структурах армирования: гибкой пласти-
ны (а); пологой оболочки, нагруженной снизу 
(б); пологой оболочки, нагруженной сверху (в)
Fig. 5. Oscillations of the puck in the case of rela-
tively thick composite structures with three rein-
forcement structures: a flexible plate (a); a shallow 
shell loaded from the bottom (b); a shallow shell
                      loaded from the top (c) 
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податливость таких тонкостенных конструкций, так и на напряженно-деформированное 
состояние в материалах фаз их композиций, особенно в материале связующей матрицы. 
Следовательно, на множестве структур армирования целесообразно осуществлять поиск 
оптимальных или рациональных проектов армирования. В частности, для гибких пластин 
и пологих сферических оболочек, имеющих в плане кольцевую форму, при наличии внут-
ренней жесткой шайбы наилучшим с точки зрения минимума податливости тонкостенной 
конструкции является армирование в радиальном (меридиональном) направлении. В силу 
геометрической и физической нелинейности рассмотренной задачи динамический отклик 
армированных пологих оболочек существенно зависит от того, к каким лицевым поверхно-
стям (выпуклым или вогнутым) прикладывается избыточное давление взрывного типа, так 
как при этом значительно различаются не только амплитуды, но и частоты колебаний. 
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