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ДИНАМИЧЕСКАЯ ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ПРЯМОГО  

ПЬЕЗОЭФФЕКТА ДЛЯ КРУГЛОЙ БИМОРФНОЙ ПЛАСТИНЫ  

Д.А. Шляхин© 

Самарский государственный технический университет, Самара, Россия 

О   СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 26 ноября 2016 г. 
Принята: 15 марта 2017 г. 
Опубликована: 30 марта 2017 г. 

 Рассматривается динамическая осесимметричная задача для круглой би-
морфной конструкции, состоящей из металлической подложки и пьезокерамической
аксиально поляризованной пластины. Ее изгибные колебания осуществляются за
счет действия на торцевой поверхности механической нагрузки (нормальных напря-
жений), являющейся произвольной функцией радиальной координаты и времени. 
Учитывается жесткое и шарнирное закрепление цилиндрической поверхности пла-
стины. Исходные расчетные соотношения сформулированы для пьезокерамического
материала с гексагональной кристаллической решеткой класса 6 mm. Для решения 
задачи теории электроупругости в трехмерной постановке используются конечные
интегральные преобразования Ханкеля по аксиальной координате и обобщенное
преобразование (КИП) по радиальной переменной. При этом на каждом этапе реше-
ния проводится процедура стандартизации, которая позволяет реализовать соответ-
ствующий алгоритм преобразования. В первом случае краевые условия представля-
ются в смешанной форме, а во втором приводятся к однородным путем введения
вспомогательных функций. Данный подход позволяет получить точные, в рамках 
используемых моделей, расчетные соотношения в наиболее общем виде. 

Построенное замкнутое решение позволяет определить частотный спектр
собственных осесимметричных колебаний, напряженно-деформированное состоя-
ние и характер изменения индуцируемого электрического поля биморфной пласти-
ны. Это дает возможность на основании анализа связанности электрических
и механических полей напряжений научно обосновать конструктивные решения
проектируемых приборов, определить способ фиксации электрического сигнала, 
подобрать все геометрические, а также физические характеристики типовых эле-
ментов пьезокерамических преобразователей. 

Разработанный алгоритм решения позволяет также решать задачи теории
упругости и электроупругости для круглых толстых и тонких пластин с произволь-
ным количеством слоев при наиболее общих условиях загружения без использова-
ния кинематических гипотез. 
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 The dynamic axisymmetric problem for a round bimorph structure consisting of the
metal substrate and the axially polarized piezoceramic plate is considered. Its bending
modes are caused by the action of the mechanical loading (normal tension) on the side 
surface; the loading is a function of the radial coordinate and time. The rigid and hinge
supports of the plate are considered. The initial design relations are formulated for the
piezoceramic material with the hexagonal crystal lattice of the 6 mm class. In order to 
solve the problem of the theory of electrodynamics in a three-dimensional formulation, 
the finite integral Hankel transformations along the axial coordinate and a generalized
transformation (FIT) over the radial variable is used. At each stage, the standardization is 
carried out which allows implementing an appropriate transformation algorithm. In the
first case the boundary conditions are presented in a mixed form; and in the second case
they are homogeneous by introducing auxiliary functions. This approach allows gaining 
precise (within the used models) calculated ratios in a most general form.  

The built closed solution allows defining the frequency range of the axisymmetric
oscillations, the stress–strain state and the nature of the changing induced electric field of 
the bimorph plate. This makes it possible to establish the conventional solutions of the
designed devices, determine a way of fixing the electrical signal, pick up all the geome-
trical and physical characteristics of the typical elements of the piezoceramic transducers

Also, the developed solution allows solving the problems of the elasticity and elec-
troelasticity theory for circular thick and thin plates with an arbitrary number of layers
under most general loading conditions without the use of kinematic hypotheses. 
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Введение  

 
В различных технических устройствах используются пьезокерамические датчики 

в виде тонких биморфных пластин [1–8]. Как правило, они состоят из двух жестко соеди-
ненных круглых пьезокерамических пластин с противоположной или параллельной на-
правленностью вектора поляризации. Для повышения механической прочности в рас-
сматриваемой конструкции применяется металлическая подложка [9, 10]. 

Расчет пьезокерамических многослойных конструкций в основном выполняется 
с помощью прикладных теорий для тонких пластин [11–13], в которых кинематические 
гипотезы дополняются аналогичными допущениями о характере изменения электриче-
ского поля [14–21]. Для более полного учета связанности физических полей в многослой-
ных пьезокерамических пластинах в работах [22, 23] было проведено исследование и по-
лучено замкнутое решение нестационарной задачи обратного пьезоэффекта в трехмерной 
постановке. На основании численных результатов сделан вывод, что при аксиальной по-
ляризации материала напряженность электрического поля по высоте тонкой пластины 
изменяется по линейному закону. Кроме того, установлено, что при использовании 
сплошного электродного покрытия касательными напряжениями, возникающими в кон-
струкции, можно пренебречь. 
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В настоящей работе рассматривается нестационарная задача прямого пьезоэффекта 
для асимметричной (отсутствует симметрия физических свойств материала относительно 
нейтральной плоскости) сплошной биморфной пластины с жестким, а также шарнирным 
закреплением ее цилиндрической поверхности. 

 
1. Постановка задачи  

 
Пусть круглая двухслойная пластина, занимающая в цилиндрической системе коор-

динат  , ,r z   область  : 0 ,r b   0 2 ,    0 z h
  , состоит из пьезокерамиче-

ского элемента высотой 1h , выполненного из аксиально поляризованного (электроупру-

гого) материала с гексагональной кристаллической решеткой класса 6mm , и металличе-

ской (упругой) заземленной подложки толщиной 2h  ( 1 2h h h    ). Изгибные 

осесимметричные колебания возбуждаются за счет действия на лицевой поверхности 
конструкции ( 0z  ) механической динамической нагрузки (нормальных напряжений) 

 ,q r t
  , являющейся произвольной функцией радиальной координаты r  и времени t  

(рис. 1). Подключение электродов к измерительному прибору позволяет зафиксировать 

величину и форму электрического напряжения  V t
 . Рассматриваются случаи жестко-

го, а также шарнирного закрепления цилиндрической поверхности конструкции.  

 
Рис. 1. Биморфная пластина  

Fig. 1. Bimorph plate 

Дифференциальные уравнения движения и электростатики в цилиндрической систе-
ме координат и безразмерной форме имеют следующий вид [24, 25]: 
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 При исследовании упругой среды (s = 1) система (1.1) состоит только из уравнений движения, сфор-

мулированных относительно компонент вектора перемещений. 
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Граничные условия на цилиндрической поверхности определяются равенствами 

0,1r    0, ,W z t   ,  0, ,U z t   ,  0, ,z t   ,  (1.2)  

 1
1511 11

| 1 2
33 33

0;r r

eC W U
D

e r e r z

            
 

жесткое защемление 

  1, , 0W z t  ,  1, , 0;U z t    (1.3)  

шарнирное закрепление 

  1, , 0W z t  , 
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Первые три неравенства (1.2) являются условиями регулярности решения для сплош-
ной пластины, а последнее учитывает отсутствие электродного покрытия. 

Граничные условия по аксиальной координате формулируются следующим образом: 
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Равенства (1.6) являются условиями совместности напряжений, деформаций и зазем-
ления подложки. Кроме того, последнее равенство (1.7) учитывает подключение электро-
дированной поверхности пьезокерамической пластины к измерительному прибору 
с большим входным сопротивлением, что соответствует режиму «холостого хода» (отсут-
ствию свободных электрических зарядов).  

Начальные условия задаются в общем виде и позволяют определить состояние пла-
стины в момент приложения нагрузки:  
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Перевод размерных функций и переменных в безразмерные величины производится 
по формулам 

   * *
0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 * * 1 2, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , /U W U U W W r z h h h U W U U W W r z h h h b          ,  

 1
11

q
q

C



 ,   1
33 11( , , ) ( , , )r z t r z t e bС    ,    2 21

11t t b C
  . 

В равенствах (1.1)–(1.8) приняты следующие обозначения:  , , ,U r z t
     , , ,W r z t

    

 * *, ,pm r z t  – компоненты вектора перемещений и тензора напряжений  , ,p m r z ; 

 * *, , ,rD r z t   * *, , ,zD r z t   * *, ,r z t
  – компоненты вектора индукции и потенциал элек-

трического поля; mke , 11 33,    пьезомодули и коэффициенты диэлектрической проницае-

мости электроупругого материала  , 1,5m k  ;    ,s s
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Соотношения (1.1)–(1.8) представляют математическую формулировку рассматри-
ваемой краевой задачи электроупругости. 

 
2. Построение общего решения  

 

На первом этапе решения краевой задачи (1.1)–(1.8) используется метод конечных 
интегральных преобразований Ханкеля по радиальной координате r [26]. При этом дан-
ное преобразование позволяет удовлетворить только смешанные граничные условия.  

Для выполнения данного требования необходимо:  
– для жесткого закрепления первое равенство (1.3) заменить на условие отсутствия 

на цилиндрических поверхностях пластины ( 1r  ) касательных напряжений: 
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3311
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  (2.1) 

– для шарнирного закрепления последнее соотношение (1.2) заменить условием на-

личия потенциала электрического поля  1 ,z t  на цилиндрической поверхности при 

1:r   

    11, , ,z t z t   .  (2.2) 

Кроме того, вводятся новые функции  , ,u r z t ,  , ,w r z t ,  , ,r z t , связанные 

с  , ,U r z t ,  , ,W r z t ,  , ,r z t  соотношениями 

          1 2 2, , , , , , ,U r z t N r z t H z h N r t u r z t    ,  (2.3) 

     1, , , ,W r z t P t w r z t  ,      1, , , , , ,r z t z t r z t      
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Здесь  ...H единичная функция Хэвисайда [27];    1 1, ,P t z t  – неизвестные функции, 

определяемые в процессе решения задачи соответственно из условий отсутствия верти-
кальных перемещений цилиндрической поверхности ( 1r  ) пластины при 0z   (первое 
равенство (1.3)) и радиальной компоненты вектора индукции электрического поля при 

1r   (последнее равенство (1.2)).  
 В результате подстановки (2.3) в (1.1)–(1.8), (2.1), (2.2) получаем новую краевую за-

дачу относительно функций , ,u w  . При этом дифференциальные уравнения (1.1), первое 

условие (1.5), первые два условия (1.6) и равенства (1.7) становятся неоднородными 

с правыми частями 1 3R R , 1 6B B , а начальные условия 0 0 0 0, , ,U U W W   следует заменить 

на 0 0 0 0, , ,u u w w  : 
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а краевые условия (1.2)–(1.4) принимают следующий вид: 
– жесткое закрепление 

  1, , 0U z t  , 
| 1

0
z

W

r 





, 

| 1

0;
zr 





  (2.4) 

– шарнирное закрепление 

  1, , 0W z t  ,  1, , 0z t   | 1 0.rU     (2.5) 

Здесь следует отметить, что в отличие от классической постановки задач теории уп-
ругости в настоящем исследовании «жесткое» закрепление (2.4) характеризуется также 
отсутствием угла поворота. Кроме того, последнее условие (2.5) получается при 

   
11 12

s sC C . Только в этом случае, в дальнейшем, дополнительные внеинтегральные члены 

в первом трансформированном уравнении (1.1) равны нулю. 
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Применяем к краевой задаче (1.1)–(1.8), (2.1), (2.2), (2.4), (2.5) относительно функций 
, ,u w   конечные интегральные преобразования Ханкеля, используя следующие транс-

форманты:  

      
1
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0

, , , , ,H n nu j z t u r z t rJ j r dr    (2.6)  
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где nj   положительные нули функций  1 nJ j ,  0 nJ j  соответственно при жестком 

и шарнирном закреплении пластины, расположенные в порядке их возрастания 

 00, ; 0n j   ;    0n nS j J j  при жестком и    1n nS j J j  при шарнирном закреп-

лении. 
В пространстве изображений получаем новую краевую задачу: 

 
 

 

    
 

   
2 2

13 55 31 152 55
12 2

3311 11

Ф ,

s ss
sH H H H

n H n n Hs s

С С e eС d u dw d u
j u j j R

dz dz e dz tС С

   
     


 (2.8) 

 
 

 

 

 

    
 

 
2 2 2

13 552 255 33 15
22 2 2

3311 11 11

Ф ,

s ss s
sH H H H

n H n n H Hs s s

С СС С ed w du d w
j w j j R

dz dz e dz tС С С

  
       


  

 
     112 2

31 15 2 215 11 3311 11
32 2 2 2

33 33 33 33

H H H
n n H n H H

e e e Сdu d w С d
j j w j R

e dz e dz e e dz

  
      ; 

0z    
 

 

 

 

2 2
13 33

11 1
11 11

,H
n H H

C C w
j u B

zC C


 


 

 

 

2
55

1
11

0;H
n H

C u
j w

zC

    
  (2.9)  
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0t           0 0, ,0 , , , ,0 , ,n H n n H nu j z u j z u j z u j z     (2.12) 

        0 0, ,0 , , , ,0 , .H n H n H n H nw j z w j z w j z w j z    

где      
1

1 3 5 1 3 5 1

0

, , , , ,H H H nR B B R B B rJ j r dr     
1

2 3 1 2 4 6 2 3 1 2

0

, , , , , , , , ,H H H H H HR R B B B B R R B B   

  4 6 0, .nB B rJ j r dr  

На втором этапе решения используется обобщенный метод конечных интегральных 
преобразований (КИП) [28] по координате z . Предварительно выполняется процедура 
стандартизации, связанная с приведением граничных условий (2.9)–(2.11) к однородным, 
с помощью следующих разложений: 

     1, , , , ,H n H H nu j z t Y z t U j z t  ,  

      2, , , , ,H n H H nw j z t Y z t W j z t  ,  (2.13) 

     3, , , , ,H n H H nj z t Y z t j z t   .  

В случае жесткого закрепления, принимая во внимание 1 0,   
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11 31
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13 33
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C e
B B

C e
 , имеем 

1 0,HY          2 1 1 2 2 1 21 ,H H HY f z B H z h f z B H z h           3 3 1 2 ,H HY f z B H z h   

а при шарнирном закреплении, с учетом 1 2 0,P N   получаем 

       1 1 1 2 2 3 21 ,H H HY f z B H z h f z B H z h        

   2 3 6 2H HY f z B H z h  ,    3 4 6 2 .H HY f z B H z h   

В результате подстановки (2.13) в (2.8)–(2.12), при учете соотношений: 
при жестком закреплении  

    
 

 

1
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1 1 2 2
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при шарнирном закреплении  

      1 1 2 1 20 0,f f h f h     
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11

1 2
33
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    (2.15)  
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f h f h
C

           2 2 0 1, 2m m mf h f h f h m     

получаем новую краевую задачу относительно функций HU , HW , H  с однородными гра-

ничными условиями по координате z . Правые части дифференциальных уравнений (2.8) 

и начальные условия 0 0,H Hu u , 0 0,H Hw w  заменяются на 1 3H HF F , 0 0,H HU U , 0 0, :H HW W   
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, 

 0 0 1 | 0,H H n H tU u j z Y   ,  0 0 1 | 0,H H n H tU u j z Y    ,  

 0 0 2 | 0,H H n H tW w j z Y   ,  0 0 2 | 0,H H n H tW w j z Y    .  

Функции    1 4f z f z , входящие в разложения (2.13), определяются с помощью сле-

дующих равенств: 

   1

1

k
p

m p
p

f z a z 



   1,4m  ,  (2.16) 

где pa постоянные; k – параметр, соответствующий количеству граничных условий для 

функций  .mf z  

Подстановка (2.16) в (2.14),(2.15) позволяет определить функции   :mf z  

– жесткое закрепление 
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– шарнирное закрепление 
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. 

Начально-краевую задачу (2.8)–(2.12) относительно функций , ,H H HU W   решаем, ис-

пользуя обобщенный метод конечных интегральных преобразований (КИП) [28] с ис-

пользованием неизвестных трансформанты  , ,inG n t  и компонент  1 , ,inK z  2 , ,inK z

 3 ,inK z  вектор-функции ядра преобразования  in  – положительные параметры, обра-

зующие счетное множество  1,i   . 

Общее решение краевой задачи (2.8)–(2.12) для электроупругого  1s   и упругого 

 2s   слоев представлено в работах автора [22, 29, 30].  

Здесь следует отметить, что в отличие от стандартной процедуры разложения по соб-
ственным функциям [26] метод КИП [28] позволяет в процессе решения динамической 
задачи определить частоты и формы собственных колебаний конструкции. 

 Окончательные выражения функций  , , ,U r z t   , ,W r z t ,  , ,r z t  получим, приме-

няя последовательно формулы обращения КИП [28] и метод конечных преобразований 
Ханкеля (2.7). В результате с учетом (2.3), (2.13) имеем 
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Заключительным этапом исследования является определение неизвестных функций 

 1P t ,  1 ,z t .  

В случае жесткого закрепления пластины, когда  1 , 0,z t   функция  1P t  опреде-

ляется из условия отсутствия вертикальных перемещений цилиндрической поверхности 
пластины при 0z   и на основании (2.17) принимает вид 

     21

1 0 2
0 1

2 ( ,0) .n in in in in
n i

P t J j G K K
 



 

       (2.18) 

При шарнирном закреплении    1 2 , 0P t N z t  . Для упрощения расчета функция 

 1 ,z t  определяется из условия равенства нулю суммарного значения тока смещения на 

цилиндрической поверхности пьезокерамической пластины
2

| 1 0
h

r r

h

D dz  . Для этого пред-

ставляем ее в виде следующего многочлена:  

    
1

2 2
1 0 2 2

0

, 2 ( , )z t A z h z h q r t rdr     .  (2.19)  

Данное выражение учитывает условия неразрывности деформаций 
2

1

|

0
z hz 





 и за-

земление металлической подложки 
21| 0.z h   Постоянная 0A  определяется при удовле-

творение условия 

  
 

2

1
15 11 11

2
| 1| 133 33

0
h

rrh

e CW U
dz

e r z e r 

              
 .  (2.20)  

 

3. Численные результаты. Выводы 
 
В качестве примера рассматривается биморфная пластина, имеющая следующие фи-

зические и геометрические характеристики аксиально поляризованных пьезокерамиче-
ских пластин состава ЦТС–19 [24] и металлической стальной подложки:  

          1 1 1 1 1
11 33 12 13 55, , , ,С С С С С    1010.9, 9.1, 6.1, 5.4, 2.4 10  H/м2,  31 33 15, ,e e e   

 4.9, 14.9, 10.6   Кл/м2,     9
11 33, 7.73, 7.26 10    Ф/м,  1 7730   кг/м3,  

          2 2 2 2 2
11 33 12 13 55, , , ,С С С С С    1021, 21, 2, 2, 9.3 10  H/м2,  

 2 7800   кг/м3, 3
2 0,5 10h   м, 23 10b    м. 

Рассмотрим случай действия равномерно-распределенной гармонической нагрузки 

    0, sin( )q r t q t q t   , 
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где 0q  – амплитудное значение интенсивности в безразмерной форме;   – относительная 

частота вынужденных колебаний (    2 2
11 ,b C       – круговая частота вынужденных 

колебаний). 
На рис. 2–4 изображены графики, характеризующие изменение напряженно-

деформированного состояния и характер распределения электрического поля в рассматри-
ваемой конструкции при 11 / 5   ( 11  – положительный параметр, соответствующий 

первой частоте собственных колебаний). Их анализ позволяет сделать следующие выводы. 
1) При жестком закреплении конструкции на лицевой поверхности пьезокерамиче-

ской пластины одновременно образуются зоны растяжения и сжатия, что приводит к по-
явлению электрических зарядов разных знаков. Поэтому использование сплошного ме-
таллического покрытия нецелесообразно в связи с индукцией на электроде электрическо-
го потенциала небольшой величины. Для решения данной проблемы, когда частота 

внешнего воздействия 11   , для регистрации разности потенциалов  V t  необходимо 

использовать два разрезных круговых электрода (радиус R  раздела электродов определя-

ет нулевое значение функции  0 1 ,J j r  0,63R  ). Подключение электродов к измери-

тельному прибору позволяет определить  V t : 

     
1

0

2 , , , , .
R

R

V t r h t rdr r h t rdr
 

    
 
   

 

Рис. 2. Зависимость амплитудных значений V
 

  
 от толщины пьезокерамической  

пластины 1h : а – шарнирное закрепление; б – жесткое защемление 

Fig. 2. The dependence of the amplitude values of the thickness  
of the piezoceramic plate: a – securing hinge; b – hard pinching 
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Рис. 3. Изменение амплитудных значений , ,rr r z
    

 по радиальной  

координате (1– 0z  , 2– z h ): а – шарнирное закрепление; б – жесткое защемление 
Fig. 3. The change in the peak values of the radial coordinate (1– 0z  , 2– z h ):  

a – securing hinge; b – hard pinching 

 

Рис.4. Изменение амплитудных значений 0, , 1,z
    

 0, , 2,zE z
    

  

по высоте пьезокерамической пластины (шарнирное закрепление) 
Fig. 4. The change in amplitude values, the height of the piezoceramic plate (hinge fixing) 

При шарнирном закреплении пластины разность потенциалов  V t  между электро-

дированными поверхностями пьезокерамических пластин (в данном случае одна плос-
кость заземлена) определяется равенством 

   
1

0

2 , , .V t r h t rdr    

2) Для конструкции с заданной толщиной подложки можно определить оптимальную 
высоту пьезокерамической пластины, позволяющей наиболее эффективно преобразовать 
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внешнее механическое воздействие в индуцируемый электрический сигнал. На рис. 2 по-

казаны графики изменения амплитудных значений разности потенциалов V
 

  
 для раз-

личной толщины пьезокерамической пластины. В данном случае для металлической под-

ложки толщиной 3
2 0,5 10h    м необходимо использовать пьезокерамическую пластину 

высотой 3
1 0,6 10h    м. 

3) Амплитудные значения электрического импульса V
 

  
 при шарнирном закреп-

ление пластины существенно больше, чем в случае жесткого защемления ее контура (см. 
рис. 2, а, б). Однако шарнирное закрепление характеризуется также большими нормаль-
ными механическими напряжениями rr  в центре пластины (см. рис. 3, а, 1– 0z  ,  

2– z h ). Данная особенность вводит ограничения на величину интенсивности нагрузки 0.q  

При жестком защемлении контура пластины величина rr  значительно меньше (см. 

рис. 3, б) ( 0rr   при r R ), что приводит к увеличению диапазона изменения интен-

сивности нагрузки 0q .  

4) Амплитудное значение потенциала электрического поля 0, ,z
   

 по высоте пье-

зокерамической пластины при разных случаях закрепления изменяется по параболиче-
ской зависимости (рис. 4, кривая 1, шарнирное закрепление), соответственно график, 

описывающий изменение аксиальной компоненты вектора напряженности 0, ,zE z
 

  
, 

представляет прямую линию (см. рис. 4, 2). Аналогичная картина наблюдается при анали-
зе биморфных пластин в задачах обратного пьезоэффекта [22]. 

В заключение отметим, что разработанный в настоящей работе алгоритм расчета по-
зволяет исследовать биморфные конструкции с произвольным количеством упругих 
и электроупругих слоев.  
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