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СТОХАСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ РАСЧЕТА ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ  

В ПОВЕРХНОСТНО УПРОЧНЕННОМ ПОЛОМ ЦИЛИНДРЕ В УСЛОВИЯХ 
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 Предложена стохастическая модель для расчета остаточных напряжений
в поверхностно упрочненном полом цилиндре в условиях ползучести при осевом 
растяжении. Выполнен цикл экспериментальных исследований для определения
распределения деформации ползучести по длине упрочненного образца из сплава
Д16Т при температуре 125 °С при четырех условиях растягивающего напряжения:
353; 385; 406.2; 420 МПа. Установлен существенный разброс деформации ползу-
чести локальных участков, деформации которых могут отличаться друг от друга
в 3–4 раза. Предложены феноменологические стохастические уравнения ползуче-
сти и выполнена проверка их адекватности экспериментальным данным. 

Разработана методика численного решения стохастической краевой задачи пол-
зучести поверхностно упрочненных изделий, реализованная для полого цилиндра из
сплава Д16Т в условиях осевого растяжения. Теоретически исследована релаксация 
остаточных напряжений в полом цилиндре и получены статистические оценки для по-
лей остаточных напряжений в процессе ползучести в различные моменты времени.
Приводятся доверительные интервалы для компонент тензора остаточных напряжений
в процессе ползучести образца в различные временные сечения. Выполнены экспери-
ментальные исследования по влиянию растягивающей нагрузки на релаксацию оста-
точных напряжений в полом цилиндрическом образце из сплава Д16Т. Приводятся
финишные экспериментальные диаграммы для осевой и окружной компонент тензора 
остаточных напряжений после процесса ползучести длительностью от 83 до 166 часов.
Теоретические и экспериментальные исследования позволили сделать вывод о прак-
тически полной релаксации остаточных напряжений в исследуемых цилиндрических 
образцах вследствие ползучести в условиях растяжения в течение 100–160 часов. 
Обсуждаются вопросы применимости метода колец и полосок для экспериментального
определения остаточных напряжений в условиях существенного разброса данных при
ползучести и интенсивной релаксации остаточных напряжений. 
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 We suggest a new stochastic model to calculate the residual stresses in the sur-
face-hardened hollow cylinder under the creep conditions with axial tension. A set of
experimental studies was carried outto determine the creep strain distribution along the 
hardened specimen made of D16T alloy at a temperature of 125 C degrees under four
modes of tension stresses:  353; 385; 406.2; 420 MPa. We found an essential variation
of the creep strains in the local sections which strains may differ from each other by three 
or four times. The phenomenological stochastic creep equations are suggested; the
compliance of these equations with the experimental data is examined. 

The computational method for solving the stochastic boundary value problem for 
the surface-hardened products is developed and realized for the hollow cylinder made of
D16T alloy under axial tension. The relaxation of residual stresses in the hollow cylinder
is theoretically studied. The longitudinal statistical estimates for the fields of residual 
stresses under the creep are obtained. We have shown the confidential intervals for the
components of the residual stresses tensor of the specimen under creep at different time
moments. It was experimentally study how the tension load affect the residual stresses 
relaxation in the hollow cylindrical specimen made of D16T alloy. Final experimental 
diagrams for axial and circumferential components of the residual stresses tensor under
creep for 83–166 hours have been given. The theoretical and experimental studies made 
it possible to make a conclusion about an almost full relaxation of the residual stresses in
the cylindrical specimens because of creep at tension conditions during 100–160 hours. 
The applicability of the rings and strips method for the experimental data variation under
the creep and intensive relaxation of residual stresses is discussed. 
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В спектре технологических методов повышения ресурса деталей и элементов конст-

рукций важную роль играют технологии поверхностного пластичного деформирования, 
направленные на улучшение физико-механических характеристик поверхности изделия. 
При этом основной положительный эффект от поверхностного пластического деформи-
рования в первую очередь связан с наведенными сжимающими остаточными напряже-
ниями в тонком поверхностном слое детали. 

В течение уже полувека теоретическому и экспериментальному исследованиям форми-
рования остаточных напряжений после процедуры упрочнения и их кинетики в процессе 
эксплуатации элементов конструкций уделяется большое внимание как отечественными уче-
ными, так зарубежными исследователями. Так, в работах [1–6] заложены основы механики 
упрочненных конструкций, в [1, 2, 7–12] предложены экспериментальные методы определе-
ния остаточных напряжений после процедур упрочнения. Исследование влияния сжимаю-
щих остаточных напряжений на эксплуатационные характеристики при нормальных и уме-
ренных температурах выполнено в публикациях [13–24], а в условиях высокотемпературной 
ползучести – в работах [25–32]. Подавляющее число перечисленных выше работ связано 
с сугубо экспериментальными подходами, позволяющими определить одну или две компо-
ненты тензора остаточных напряжений. Остаточные пластические деформации определить 
крайне сложно, а при некоторых подходах невозможно. Математическое моделирование ки-
нетики упрочненных конструкций при температурно-силовых нагрузках в условиях ползуче-
сти приводят к постановке краевых задач с начальным напряженно-деформированным со-
стоянием, сформировавшимся после процедуры поверхностного пластического упрочнения. 
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В связи с изложенным это требует знания распределения полей остаточных напряжений по 
всему объему интегрирования. В работах [6, 33] предложен расчетно-экспериментальный 
метод оценки остаточных напряжений и пластических деформаций в сплошных упрочнен-
ных цилиндрических изделиях после упрочнения, который был обобщен на полые цилинд-
рические образцы [16] и плоские детали [31], а в исследованиях [27, 29–33] на его основе 
разработан метод решения краевых задач в условиях ползучести, позволяющий расчетным 
путем оценить кинетику напряженно-деформированного состояния упрочненных цилиндри-
ческих и плоских деталей. Однако решение этой задачи затрудняется тем, что деформации 
пластичности и ползучести при высоких температурах (даже при испытаниях образцов в ла-
бораторных условиях) имеют существенный разброс данных не только в партии однотипных 
образцов, но и в пределах одного образца [34–40]. В связи с этим и поля остаточных напря-
жений в условиях ползучести также будут случайными функциями. Поэтому требуется раз-
работка не только стохастических моделей реологического деформирования материалов, но 
и методов решения стохастических краевых задач ползучести упрочненных конструкций. 
И если в детерминированной постановке эти задачи находятся в стадии разработки и решены 
в некоторых частных случаях [6, 27, 29–33], то в стохастической постановке такого рода за-
дачи вообще не рассматривались. 

Целью данной работы является разработка стохастических моделей оценки остаточ-
ных напряжений в упрочненных полых цилиндрических образцах из сплава Д16Т в усло-
виях ползучести при осевом растяжении и температуре 125 °С. Реализация данного под-
хода состоит из следующих этапов: 

1) анализ экспериментальных стохастических полей деформаций ползучести в полых 
поверхностно упрочненных цилиндрических образцах из сплава Д16Т в условиях осевого 
растяжения при температуре 125 °С на основе данных исследования [40]; 

2) построение феноменологических стохастических уравнений ползучести для одно-
осного и сложного напряженных состояний и их экспериментальная проверка примени-
тельно к сплаву Д16Т (Т = 125 °С); 

3) разработка методики численного решения стохастической краевой задачи ползуче-
сти поверхностно упрочненных изделий и его реализация для полого цилиндра из сплава 
Д16Т в условиях одноосного растяжения; 

4) исследование процесса релаксации и получение статистических оценок полей ос-
таточных напряжений в процессе ползучести полого цилиндра в различные временные 
сечения. 

Отметим, что все дальнейшие исследования выполнены в рамках теории малых упруго-
пластических деформаций, при этом использовался принцип аддитивности для полной де-
формации: она представлялась в виде суммы упругих деформаций, пластических деформа-
ций и деформаций ползучести. Под пластической деформацией понимаются только остаточ-
ные пластические деформации после процедуры упрочнения. Отделение упругой 
деформации и деформации ползучести, развивающейся во времени, производится стандарт-
ным образом в экспериментах при длительных температурно-силовых выдержках образцов. 

 
1. Анализ одномерных стохастических полей деформации ползучести  
в полых упрочненных цилиндрических образцах из сплава Д16Т (Т = 125 °С) 

 

Исходной информацией для построения стохастической модели ползучести являлись 
экспериментальные данные, полученные в работе [40]. В этой работе, учитывая техническую 
сложность и длительность испытаний на ползучесть, отдельно неупрочненные образцы для 
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фиксации реологической деформации не испытывались, а исследования на ползучесть ци-
линдрических образцов производились в состоянии упрочнения. Предполагалось, что ползу-
честь упрочненного и неупрочненного образцов в осевом направлении будет практически 
одинакова, поскольку упрочненный слой является тонким (200–400 мкм) и мало влияет на 
жесткость образца. Кроме этого, использовалась обоснованная в [36] гипотеза о том, что де-
формации пластичности и ползучести развиваются независимо друг от друга. Поэтому пла-
стические деформации, наведенные в тонком упрочненном слое, не оказывают влияния на 
образование и развитие деформации ползучести в упрочненном растягиваемом образце. 

Исследованию подвергались цилиндрические образцы диаметром 15 мм с отверстием 
диаметром 5 мм и рабочей частью 60 мм, изготовленные из алюминиевого сплава Д16Т 
и упрочненные на пневмодробеструйной установке. Для упрочнения использовались 
стальные шарики диаметром 1,5–2 мм. Длительность процедуры составляла 10 мин при 
давлении воздуха 0,2 МПа. Перед началом испытаний, чтобы определить разброс деформа-
ции ползучести по длине образца, на его рабочей части вдоль образующей наносились мет-
ки (производилось кернение), по которым затем замеряли длины участков перед испыта-
ниями и в процессе испытаний через различные промежутки времени. Метки были прону-
мерованы цифрами 1, 2, ..., 10. В процессе исследования замерялись длины участков между 
следующими метками: 1–2, 1–3, ..., 1–10 в определенные моменты времени. В эти моменты 
снималась нагрузка, образец охлаждался, и на инструментальном микроскопе УИМ-23 
осуществлялось измерение длины каждого участка. Далее образец снова помещался в ис-
пытательную машину, нагревался до температуры 125 °С, к нему прикладывалась нагрузка, 
и процесс ползучести продолжался. Подобная схема испытаний не приводит к погрешно-
стям, поскольку деформация ползучести сплава Д16Т полностью необратима и при раз-
грузках наблюдается только упругая деформация (отсутствует обратная ползучесть). По 
описанной программе было исследовано четыре образца при различных значениях осевых 
напряжений. Рабочая область образцов № 1–3 была разбита на девять участков; образца 
№ 4 – на семь. Растягивающее напряжение при испытании на ползучесть образца № 1 

0 353z   МПа, образца № 2 – 0 385z   МПа, образца № 3 – 0 406,2z   МПа, образца 

№ 4 – 0 420z   МПа. Длительность испытания образца № 1 равнялась 100 часам, образца 

№ 2 – 162 часам, образца № 3 – 166 часам, образца № 4 – 83 часам. 
Поскольку в настоящей работе для дальнейших исследований нужны деформации 

участков между соседними метками, задающими деформацию ползучести ( 1)i ip    локаль-

ного участка [ , 1]i i  , то по экспериментальным данным работы [40] рассчитывались аб-

солютные удлинения участков [ , 1]i i   и далее определялась деформация ползучести каж-

дого участка по формуле     0/p t l t l  , где l  – абсолютное удлинение участка; 0l  – 

первоначальная длина участка (перед испытаниями на ползучесть при 0t  ). Для контро-
ля строились и среднеинтегральные (по всей рабочей части образца) экспериментальные 
кривые деформации ползучести образцов № 1–4, при этом контролировалась сумма уд-
линений всех локальных участков и удлинение рабочей части образца. 

На рис. 1–4 представлены экспериментальные кривые ползучести локальных участков 
для всех четырех образцов, а на рис. 5 – их среднеинтегральные кривые ползучести. Анализ 
рис. 1–4 свидетельствует о существенном разбросе деформации ползучести локальных уча-
стков в пределах одного образца. Так, деформации отдельных реализаций могут отличаться 
друг от друга в 3–4 раза, в отличие от среднеинтегральных кривых ползучести однотипных 
образцов одной партии, где разброс обычно составляет 20–50 % [37, 38, 40]. 
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Рис. 1. Кривые ползучести участков образца  
№ 1 из сплава Д16Т при 0 353z   МПа 

Fig. 1. Creep curves of sections in sample Nr.1  
made of D16T alloy under 0 353z   MPa 

Рис. 2. Кривые ползучести участков образца  
№ 2 из сплава Д16Т при 0 385z   МПа 

Fig. 2. Creep curves of sections in sample Nr. 2 
made of D16T alloy under 0 385z  MPa 

  

Рис. 3. Кривые ползучести участков образца  
№ 3 из сплава Д16Т при 0 406,2z   МПа 

Fig. 3. Creep curves of sections in sample Nr.3  
made of D16T alloy under 0 406.2z   MPa 

Рис. 4. Кривые ползучести участков образца  
№ 4 из сплава Д16Т при 0 420z   МПа 

Fig.4. Creep curves of sections in sample Nr.4  
made of D16T alloy under 0 420z   MPa 

 

Рис. 5. Среднеинтегральные экспериментальные
(сплошные линии) и расчётные (штриховые линии) 
кривые ползучести сплава Д16Т при температуре 

o125 C: 1 – 0 353z   МПа; 2 – 0 385z   МПа; 

        3 – 0 406,2z   МПа; 4 – 0 420z   МПа 

Fig. 5. Average integral experimental (solid lines_ 
and calculated (dotted lines) creep curves of D16T 
alloy at the temperature of o125 C . Number 

1 shows 0 353z  MPa; 2 shows 0 385z  MPa; 

3 shows 0 406.2z  MPa; 4 shows 0 420z  MPa 

 
2. Построение стохастической модели ползучести сплава Д16Т (Т = 125 °С) 

 

При построении стохастической модели ползучести используем подход, предложен-
ный Ю.П. Самариным [37], согласно которому стохастический вариант реологических 
соотношений строится на основе обобщения соответствующей детермированной модели 
с заменой части детерминированных параметров на случайные: они и будут характеризо-
вать индивидуальность деформации ползучести в пределах локального участка. Однако 
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процедура выбора случайных параметров и их количества в [37] не формализована  
и в каждом конкретном случае соответствующие решения принимаются на основе анали-
за экспериментальных данных. 

Таким образом, первым этапом является построение детерминированных соотноше-

ний ползучести – в нашем случае для сплава Д16Т при температуре o125 C . Для этой це-

ли воспользуемся среднеинтегральными экспериментальными кривыми, представленны-
ми на рис. 5 сплошными линиями. Из анализа графиков на рис. 5 следует, что кривые 
ползучести имеют только первую и вторую стадии. Второй особенностью ползучести 
этого сплава является отсутствие обратимой деформации при полной разгрузке образца. 
Чтобы построить детерминированную модель, используем теорию ползучести, предло-
женную Ю.П. Самариным [41], которая для одноосного напряженного состояния (то есть 
при отсутствии обратимой компоненты деформации ползучести после полной разгрузки) 
для первых двух стадий имеет вид 
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  (1) 

где ( )v v t  – вязкопластическая компонента деформации ползучести ( )p p t  (описывает 

упрочнение на первой стадии ползучести при испытании образцов при длительных тем-
пературно-силовых постоянных нагрузках); ( )w w t  – деформация вязкого течения 

(в одноосном случае описывает деформирование образца с постоянной скоростью дефор-
мирования при постоянном растягивающем напряжении, т.е. описывает вторую стадию 

ползучести – установившуюся ползучесть); c , m , k , ka , n , * , s  – параметры модели, 

методика определения которых описана в работах [41, 42] ( * – обезразмеривающий ко-
эффициент, который выбирается, вообще говоря, произвольно исходя из удобства). Ме-
тодика определения компонент ( )v t  и ( )w t  по известной кривой ползучести хорошо из-

вестна и изложена в [41]. 
В случае постоянного напряжения ( const  ) соотношения (1) нетрудно проинтег-

рировать и получить следующую аналитическую зависимость: 

   * *
1

( ) 1 .k

n ms
t

k
k

p t a e c t



             
   (2) 

Применяя методику работ [43, 44], определили значения параметров модели (1): 

1;s   204, 7 10 ;ka a     11;n   234,34 10 ;c    10,787;m   0,17;k     * 10   МПа. 

Другими словами, первая стадия ползучести, которая определяется компонентой v  в оп-
ределяющих уравнениях (1), описывается одним экспоненциальным слагаемым в соот-
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ношении (2). Расчетные значения по (2) при четырех уровнях растягивающих напряже-

ний  0 353; 385; 406,2; 420z   МПа приведены на рис. 5 штриховыми линиями. Из ана-

лиза данных на рис. 5 следует, что наблюдается хорошее соответствие расчетных и экс-
периментальных данных. Так, погрешность отклонения   расчетных данных от экспери-
ментальных в норме 
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где ( )j
i ip t  – расчетные, а * ( )j

i ip t  – экспериментальные значения деформации ползучести 

в точках дискретизации it t  ( 1,i n ); n  – число точек дискретизации; j  – номер кривой 

ползучести ( 1, 4j  ), составляет 4,6 %. 

Рассмотрим второй этап – построение стохастической модели на основании обобщения 
детерминированной модели (1). Для описания макронеоднородностей будем исходить из под-
хода, предложенного Ю.П. Самариным [37]. Согласно ему будем считать, что мы имеем доста-
точно длинный пруток, который изготавливается в течение достаточно длинного промежутка 
времени. Тогда этот «глобальный стержень» можно представить как образованный из после-
довательно изготовленных прутков фиксированной длины (локальные стержни). Если через x  
обозначить координату по оси «глобального стержня», а через ( )p x  – исследуемую механиче-

скую характеристику (в нашем случае – деформацию ползучести), то влияние неоднородности 
можно учесть введением двух случайных величин в определяющие отношения (1), заменив 
детерминированные величины a  и c  на случайные 1A  и 2A . В этом случае в пределах каждого 

локального стержня величины 1A  и 2A  будут принимать конкретные значения, но если выби-

рать местоположение локальных стержней по оси x  случайно, то указанные величины по от-
ношению к набору локальных образцов можно рассматривать как случайные. 

В связи с вышеизложенным предлагается следующий вариант одномерной стохасти-
ческой модели на основании обобщения детерминированных соотношений (1): 
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  (3) 

где 1A  и 2A  – случайные величины; n , m , * ,   – детерминированные величины, значе-

ния для которых берутся из детерминированной модели. Здесь учтено, что для описания 
первой стадии достаточно одного слагаемого для определения величины ( )v t  в (1). 

Структура (3) накладывает достаточно жесткие ограничения на отношение средне-
квадратического отклонения к математическому ожиданию в зависимости от напряжения 
для каждой из случайных функций: 
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 1 1 2 2* *

( ) ( )
( ) , ( ) .

n m
t t

F A F A
              

  (4) 

Если через  F   обозначить любую из функций (4) и записать каноническое разло-

жение случайной функции  F   [43], ограничиваясь двумя членами, то получим 

       ,F M F S F u              (5) 

где u  – нормированная случайная величина; [ ] 0M u  , 2[ ] 1M u  , [ ]M   и [ ]S   – операто-

ры математического ожидания и среднеквадратического отклонения соответственно. 
Представим (5) в следующем виде: 

    
 

( )
( ) ( ) 1 .

( )

S F
F M F u

M F
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Очевидно, что при выполнении условия 
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соотношение (6) можно записать так: 

  1 1( ) ( ) , [ ] 1,F u M F M u      (8) 

где через 1u  обозначена случайная величина 
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В свою очередь, из (8) с учетом конкретизации структуры функций ( )iF    1,2i   

сразу же следует представление (3). 
При постоянном напряжении из (3) можно сразу получить 

  1 2* *
( ) 1 ,

n m
tp t A e A t             

  (9) 

где 10,787;n   11,m   0,17;   * 10,   а 1A  и 2A  – случайные числа. Предположение 

(9) означает, что, варьируя случайные величины 1A  и 2,A  можно получить хорошее ана-

литическое приближение к любой реализации (кривой ползучести локального участка) 
при const .   

Экспериментальная проверка гипотезы (7) выполнена в работе [44] для сплавов 

ЖС6КП при температуре o900 C  и ЭИ698 при температуре o750 C . Установлено, что 

в целом гипотеза (7) выполняется с удовлетворительной погрешностью. 
Следующим этапом исследования является статистическое исследование по опреде-

лению спектра значений случайных величин 1A  и 2A  на основании линейной регрессион-

ной модели (9). Для этого используются экспериментальные кривые ползучести каждого 
из локальных участков цилиндрических образцов из сплава Д16Т при каждом из четырех 
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уровней напряжений. Поскольку первые три образца разбивались на девять участков, 
а четвертый – на семь участков, то были получены расчетным путем выборки из 34 зна-
чений случайных величин 1A  и 2A . 

Для получения статистической информации о случайных величинах 1A  и 2A  найдены 

их моменты первого и второго порядка: математическое ожидание и дисперсия, а также 
среднеквадратическое отклонение по известным формулам: 
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Здесь величина выборки случайных величин 34T  . Выполненные расчеты дают 
следующие значения: 
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Выясним теперь, являются ли величины 1A  и 2A  статистически зависимыми (корре-

лированными) или независимыми (некоррелированными). Для этой цели найдем значение 
нормированной корреляционной функции между случайными векторами 1A  и 2A  с ис-

пользованием следующих формул: 
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  (11) 

где 34T  , а величины [ ]iM A  и [ ]iS A  определены ранее по (10). 

Результаты вычислений дали значение 1 2( , ) 0,14.r A A    Отсюда можно сделать вы-

вод о статистической независимости (некоррелированности) случайных величин 1A  и 2A . 

Таким образом, стохастическая модель одномерной ползучести сплава Д16Т задается 
уравнениями (3), при этом характеристики случайных величин 1A  и 2A  определяются 

формулами (10), (11). Теперь, зная все характеристики случайных величин 1A  и 2A , мож-

но найти характеристики случайного процесса для деформации ползучести ( )p p t  при 

const   по (9) в аналитическом виде. Задача упрощается тем, что, во-первых, (9) есть 
стохастически линейная модель, а, во-вторых, величины 1A  и 2A  можно считать некорре-

лированными (хотя это условие можно и не использовать). Так, имеем 
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Имея величины  ( )M p t  и  ( )D p t , исходя, например, из нормального закона рас-

пределения, можно построить и доверительные интервалы для величины  ( )M p t  (при 

любом const  ), которые определяются следующим выражением: 

       
кр кр

( ) ( )
( ) ; ( ) ,

D p t D p t
M p t t M p t t

T T

 
  
 
 

  

где  ( )M p t  – математическое ожидание величины ( ),p t  а  ( )D p t  – её дисперсия, опре-

деляемые из (12), 34T  , крt  определяется по таблицам функции Лапласа. Если положить 

значение вероятности 0,95, тогда кр 1,96.t   

 

Рис. 6. Доверительные интервалы для величины: 
1 – 0 353z   МПа; 2 – 0 385z   МПа; 3 – 

0 406,2z   МПа; 4 – 0 420z   МПа; маркеры – 

среднеинтегральные экспериментальные значения 
деформации ползучести образцов из сплава Д16Т 
                    при температуре 125 °С 
Fig. 6. Confidential intervals for the value  ( )M p t . 

Number 1 shows 0 353z   MPa; number 2 shows 

0 385z   MPa; number 3 shows 0 406.2z   MPa; 

number 4 shows 0 420z   MPa; the markers are 

the average integral experimental values of the 
samples creep strain made of D16T alloy at the 
                        temperature of 125 °С 

Результаты построения доверитель-
ных интервалов для всех значений на-
пряжений приведены на рис. 6. Здесь 
пунктирные линии – минимумы и макси-
мумы доверительных интервалов, марке-
ры – среднеинтегральные эксперимен-
тальные данные. Из графиков на рис. 6 
видно хорошее соответствие эксперимен-
тальных данных и доверительных интер-

валов для величины  ( )M p t . 

Рассмотрим вопрос, связанный с по-
строением стохастической модели при 
сложном напряженном состоянии. 

Обобщение стохастической одноос-
ной модели ползучести (3) на сложное 
напряженное состояние осуществляется 
аналогично обобщению соответствующей 
детерминированной модели (1) на слож-
ное напряженное состояние, которое вы-
полнено в работе [42]. Тогда стохастиче-
ский вариант при сложном напряженном 
состоянии в соответствии с рекоменда-
циями [42] будет иметь следующий вид: 
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где ijp  – тензор деформации ползучести; ijw , ijv  – тензоры деформаций вязкого течения и 

вязкопластической (необратимой) компоненты ijp ; S  – интенсивность напряжений; *  – 

коэффициент Пуассона для компоненты vvv  (согласно рекомендации, приведенной в [41, 

42], можно использовать * 0,42  ); 1A , 2A , n ,  , m  – параметры, имеющие тот же 

смысл, что и в модели (3). Расчет для компоненты ijv  ведется в главных осях, так что 

суммирование по повторяющемуся индексу v  в (13) отсутствует. 
Отметим, что для определения величины *  нужно знать экспериментальную инте-

гральную зависимость коэффициента Пуассона ( )t   , который изменяется от упругого 

значения 0    до коэффициента 0,5   на стадии установившейся ползучести (теоре-

тически при t  ), и далее использовать известную методику для определения *  [41]. 

Однако авторы данной работы просто не имели экспериментальной зависимости ( )t   , 

поэтому в расчетах использовалось рекомендованное в [41, 42] значение * 0,42.   

Одно из достоинств модели (13) состоит в том, что все параметры, случайные 1A  

и 2A  и детерминированные ,n  ,m  ,  могут быть определены по результатам эксперимен-

тальных данных одноосных испытаний. 
 

3. Стохастическая модель оценки остаточных напряжений  
в упрочненных полых цилиндрических образцах в условиях  
ползучести при осевом растяжении 

 
Установленная выше стохастическая природа деформации ползучести для сплава 

Д16Т естественным образом скажется и на решении соответствующей краевой задачи для 
упрочненного цилиндрического изделия. Отсюда следует необходимость разработки ме-
тода оценки остаточных напряжений в стохастической постановке. В силу ограниченно-
сти необходимого экспериментального материала для сплава Д16Т в дальнейших иссле-
дованиях предполагается, что упругие деформации и деформации пластичности, возни-
кающие после процедуры упрочнения, являются детерминированными, так же как 
и геометрические параметры образцов и приложенные температурно-силовые нагрузки. 
Случайными будут считаться лишь деформации ползучести. Важность решения такого 
рода задач, во-первых, связана с необходимостью оценки одного из параметров надежно-
сти – величины остаточных напряжений в упрочненном образце в процессе релаксации 
вследствие ползучести, поскольку эффективность поверхностного пластического дефор-
мирования (его положительное влияние) определяется устойчивостью наведенных оста-
точных напряжений к температурно-силовому нагружению. Во-вторых, один из основ-
ных методов экспериментального (точнее – расчетно-экспериментального) определения 
остаточных напряжений в цилиндрических образцах – метод колец и полосок [7, 8], кото-
рый успешно применялся в ряде работ [2, 9, 14, 16, 28, 40 и др.], основан на идеальном 
стохастически невозмущенном поле необратимых деформаций после процедуры упроче-
ния и после эксплуатации детали в поле рабочих нагрузок. Какова чувствительность ме-
тода к существенному разбросу данных деформации ползучести – вопрос открытый. 

Поскольку разработка метода решения стохастической краевой задачи основана на 
обобщении известного метода детерминированного решения, то для полного понимания 
существа дела изложим сначала детерминированный подход в соответствии с работой [16], 
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согласно которой первый этап состоит в восстановлении полей остаточных напряжений 
и пластических деформаций после процесса поверхностного пластического упрочнения. 
Для гидродробеструйной обработки поверхности авторами [16] введен ряд гипотез: 

1) окружная ( )q q r   и осевая ( )z zq q r  компоненты остаточных пластических де-

формаций в упрочненном слое после упрочнения связаны соотношением 

 ( ) ( ),zq r q r   (14) 

где   – феноменологический параметр анизотропии упрочнения; 
2) недиагональными компонентами тензоров остаточных напряжений и остаточных 

пластических деформаций (в цилиндрический системе координат r ,  , z ) пренебрегаем; 
3) вторичных пластических деформаций в области сжатия не наблюдается. 
Тогда, если из экспериментов известна эпюра остаточных напряжений res res ( )r      

( 1 2R r R  ), то остальные компоненты тензоров остаточных напряжений и деформаций 

в цилиндре с внутренним радиусом 1R  и внешним 2R  вычисляются по следующим фор-

мулам: 

  

1

1

2

1

res res

3 2
res res1 1

res res

0 res res
2 2
2 1

res 0

1
( ) ( )

1 2
( ) ( ) 2 ( )

1
( ) 1 ( ) ,

, 2 ,

2
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

r

r R

r

rR

r

z r

R

z z rR

z z z

r z dz
r

q r r z z z dz
E

r r
E

q q q q

r q r r r dr
R R E

r E q r





 

 



 



   

        

      

  

           

    






 res res( ) ( ) ,r r r    

  (15) 

где res ( )r , res ( )r r , res ( )z r  – компоненты тензора остаточных напряжений, ( )q r , ( )rq r , 

( )zq r  – соответствующие компоненты тензора остаточных пластических деформаций; 
0 constz   – осевая компонента тензора полных деформаций после поверхностного пла-

стического упрочнения (в соответствии с гипотезой плоских сечений); E  – модуль Юнга; 
  – коэффициент Пуассона. 

Поскольку схема (15) основывается на известной зависимости res ( )r , которая может 

быть определена лишь в тонком упрочненном слое (области сжатия), то необходимо экс-
траполировать эту зависимость в область растяжения. Для этого используется аппрокси-
мация вида 

 
 2*

2res 1
0 1 2

( ) exp ,
R h r r R

r
b l

                   

  (16) 

где параметры 0,  1,  *h  и b  определяются исходя из условия самоуравновешенности 

эпюры res ( )r  и значений функции (16) в характерных точках; 1l   в единицах измерения 

r . Отметим, что поскольку рассматриваемые образцы из сплава Д16Т упрочнены пнев-
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модробеструйной обработкой, то для данной изотропной процедуры упрочнения остаточ-
ные напряжения res ( )r  и res ( )z r  практически совпадают [16]. 

С помощью предложенной в [16] методики 
идентификации параметров аппроксимации (16) 
и экспериментальной эпюры распределения 

 res res r    , которая получена методом колец и 

полосок [2, 9], определены значения параметров 

0 12,56   МПа, 1 81, 25   МПа, * 0,05h   мм, 

0, 402b   мм для упрочненного цилиндрическо-

го образца из сплава Д16Т. На рис. 7 сплошной 
линией обозначена экспериментальная зависи-
мость res res ( )h     ( 2h R r   – глубина упроч-

ненного слоя), а штриховой линией – расчетная 
зависимость по (16). Имея аналитическую зави-
симость res res ( )h    , можно по (16) определить 

остальные компоненты тензоров остаточных на-
пряжений и пластических деформаций. Эти дан-
ные являются начальными данными для после-
дующей задачи ползучести. В расчетах для реа-
лизации схемы (15) для сплава Д16Т исполь-
зовались значение 0,33  , 69000E   МПа 

 

Рис. 7. Расчетные (штриховая линия) и 
экспериментальные (сплошная линия) 
эпюры остаточных напряжений res res ( )h     

после упрочнения в полых цилиндри-
          ческих образцах из сплава Д16Т 
Fig. 7. Calculated (dotted line) and experimental 
(solid line) residual stress diagrams 

res res ( )h     after hardening in hollow 

           cylinder samples made of D16T alloy 

Вторым этапом является расчет релаксации остаточных напряжений в упрочненном по-
лом цилиндре в условиях ползучести. При этом предполагается, что приложенная к образцу 
растягивающая нагрузка 0( ) constF t F   (а именно такой случай рассматривается далее) 

такая, что дополнительных объемных пластических деформаций не возникает, т.е. идет чис-
то упругая догрузка материала образца. А далее при 0t   развивается деформация ползуче-
сти ( , )i ip p r t  при соответствующих компонентах тензора напряжений ( , )i r t  ( , ,i r z  ). 

Постановка краевой задачи состоит из следующих условий и уравнений (здесь и далее время 
t  входит в выражения как параметр, поэтому в записи используются обычные производные): 

– уравнения равновесия 

 
( , )

( , ) ( , ),r
r

d r t
r r t r t

dr 


     (17) 

 
2

1

( )
( , ) ,

2

R

zR

F t
r t rdr 

   (18) 

где ( , )r r t , ( , )r t , ( , )z r t  – радиальная, окружная и осевая компоненты тензора на-

пряжений в полом цилиндре соответственно; ( )F t  – приложенная к образцу растягиваю-

щая нагрузка; 
– уравнение совместности деформаций 

 
( , )

( , ) ( , ),r

d r t
r r t r t

dr





      (19) 

где ( , )r r t , ( , )r t  – радиальная и окружная компоненты тензора полных деформаций 

соответственно; 
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– гипотеза плоских сечений 

 *( , ) ( ),r zr t t    (20) 

где ( , )z r t  – осевая компонента тензора полных деформаций; 

– краевые условия 

 
1 2

( , ) 0; ( , ) 0.r rr R r R
r t r t

 
      (21) 

В качестве замечания отметим, что время t  в компонентах тензоров напряжений 
и деформаций входит параметрически, поэтому в формулах (17), (19) и везде далее входят 
не частные, а обычные производные по пространственной переменной r . 

Главные компоненты тензора полной деформации 0 ( )i r  ( , ,i r z  ) после процедуры 

упрочнения ( 0 0t   ) представим в следующем виде: 

 0 0( ) ( ) ( ),i i ir e r q r    (22) 

где 0 ( )ie r  – компоненты упругих деформаций при 0 0t   . Непосредственно после уп-

рочнения (в момент времени 0 0t   ) напряженно-деформированное состояние цилинд-
ра описывается остаточными напряжениями res ( )i r  ( , ,i r z  ), которые определяются на 

основе схемы, представленной формулами (15), и законом Гука: 

 res res res

0
( ) ( ) ( )

( ) ( ),
r z

r r

r r r
r q r

E
   

    

 res res res

0
( ) ( ) ( )

( ) ( ),
r zr r r

r q r
E


 

   
    

 res res res

0
( ) ( ) ( )

( ) ( ).
z r

z z

r r r
r q r

E
   

    

Пусть в момент времени 0 0t    к цилиндру приложена продольная растягивающая 
сила 2 2

0 0 2 1( )zF R R     ( 0z  – осевое («внешнее») напряжение). В этом случае происхо-

дит упругий «скачок» осевых напряжений: 

 res
0( , 0 0) ( )r z zr r        (23) 

и как следствие – «скачок» компонент деформаций: 

 

 

 

 

res res res

res res res

res res res

( ) ( ) ( ,0 0)
( ,0 0) ( ),

( ) ( ) ( ,0 0)
( ,0 0) ( ),

( ,0 0) ( ) ( )
( ,0 0) ( ),

r z

r r

r z

z r

z z

r r r
r q r

E

r r r
r q r

E

r r r
r q r

E




 



    
   

    
   

    
   

 (24) 

где ( ,0 0)z r   задается (23). Соотношения (23), (24) являются начальными данными для 

рассматриваемой краевой задачи ползучести в условиях растяжения. 
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Уравнения (17)–(24) замыкаются определяющими реологическими соотношениями 
(типа (13) для сплава Д16Т). Предполагается, что осевая нагрузка 0F  такова, что допол-

нительные пластические деформации в цилиндре не возникают. 
Для того чтобы смоделировать релаксацию, необходимо выразить компоненты тен-

зора напряжений из соответствующих уравнений. 
В цилиндре, в котором в процессе процедуры упрочнения наведены поля пластиче-

ских деформаций, компоненты тензора полной деформации в любой момент времени t  
можно представить в виде 

  ( , ) ( , ) ( ) ( , ) , , ,i i i ir t e r t q r p r t i r z        (25) 

где ( , )ie r t , ( )iq r , ( , )ip r t  – упругая, остаточная пластическая деформация после упрочне-

ния и деформация ползучести соответственно. Для осевой компоненты z  из (20), (25) 

получаем 

        *, , .z z z ze r t q r p r t t     (26) 

Из закона Гука для упругих деформаций имеем 

 
 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ,r z
r

r t r t r t
e r t

E
   

  (27) 

 
 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ,r zr t r t r t
e r t

E




   
  (28) 

 
 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) .z r
z

r t r t r t
e r t

E
   

  (29) 

При этом res( , 0 0) ( )r rr r    , res( , 0 0) ( )r r     , а ( ,0 0)z r   задается (23). 

С учетом (29), из (26) находим 

  *( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( ).z r

z z z

r t r t r t
q r p r t е

E
   

     

Выразим из последнего выражения ( , )z r t : 

  *( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .z z z z rr t t q r p r t E r t r t            (30) 

Исключим компоненту ( , )z r t , вычтя из (27) соотношение (28): 

  1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .r re r t e r t r t r t

E 


     (31) 

С учетом уравнения равновесия (17) соотношение (31) принимает вид 

 
( , )1

( , ) ( , ) .r
r

d r t
e r t e r t r

E dr

       
 

 (32) 

После дифференцирования соотношения (28) по r  имеем 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1

.r zde r t d r t d r t d r t

dr E dr dr dr
           

  (33) 
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Дифференцируя (30) по переменной r  с учетом условия  * / 0zd t dr   и подставляя 

полученное соотношение в (33), находим 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )1
1 .

1
r z zde r t d r t d r t dq r dp r tE

dr E dr dr dr dr
               

  (34) 

Из уравнения (17) имеем 

 
2

2

( , ) ( , ) ( , )
2 .r rd r t d r t d r t

r
dr dr dr
  

    (35) 

Исключим теперь из (34) величину /d dr  с учетом (35): 

    
2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )1
1 2 3 .

1
r r z zde r t d r t d r t dq r dp r tE

r
dr E dr dr dr dr
                 

 (36) 

Преобразуем уравнение совместимости (19) с учетом (25) и (32): 

 

 

 

( , ) ( , )1
( ) ( )

( ) ( , )
( ) ( ) .

r
r

r

de r t d r t
r r q r q r

dr E dr

dq r dp r t
p r p r r

dr dr




 


       
 

     
 

 (37) 

Подставляя (36) в (37), с учетом zq q , 2rq q   получаем обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение относительно ( , )r r t , в которое t  входит как параметр 

 
2

2
2

( , ) ( , )
3 ( , )r rd r t d r t

r r g r t
dr dr

 
    (38) 

c граничными условиями 

 
1 2

( , ) 0; ( , ) 0.r rr R r R
r t r t

 
      (39) 

Здесь 

 

 

2

3
( , ) ( ) ( , ) ( , )

1 2

( , ) ( , ) ( )
1 .

2

r r

z r

E
g r t q r p r t p r t

dp r t dp r t dq rr
r

dr dr dr





    
        

  (40) 

С учетом граничных условий (39) решение уравнения (38) записывается следующим 
образом: 

  
1 1

3 2 2
1

1 1 1
( , ) ( , ) ,

2

r

r R R

C
r t g t d d

R r

  
         

    (41) 

где произвольная константа C  определяется из второго граничного условия (39): 

 2

1 1

2 2
1 2

2 2 3
2 1

2 1
( , ) .

R

R R

R R
C g t d d

R R
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Зная ( , )r r t , из (17) определяем ( , )r t : 

 
( , )

( , ) ( , ) .r
r

d r t
r t r t r

dr


     (42) 

Для определения ( , )z r t  по формуле (30) необходимо знать величину * ( )z t . После 

подстановки (30) в (24) получаем уравнение относительно , из которого следует 

 2

1

*
0 2 2

2 1

1 2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .

R

z z z z rR
t q r p r t r t r t rdr

E R R E 
             

Подставляя найденное значение в (30), находим ( , )z r t : 

  *( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .z z z z rr t q r p r t E r t r t             (43) 

При реализации изложенной выше методики оценки релаксации остаточных напря-
жений при ползучести необходимо учитывать, что в начальный момент времени 0 0t    
значения напряжений определяются равенствами 

res res res
0( , 0) ( ), ( , 0) ( ), ( , 0) ( , 0) ,r r z z zr r r r r r              

где 0 2 2
2 1

( )

( )z

F t

R R
 

 
 – осевое напряжение, приложенное к образцу, а для деформации 

ползучести имеем ( ,0) 0ip r   ( , ,i r z  ). 

Переход от изложенного метода решения детерминированной задачи к стохастиче-
скому варианту заключается только в введении в постановку задачи стохастических 
уравнений ползучести при сложном напряженном состоянии (13). В связи с этим изло-
женная выше методика изменится только в части расчета деформации ползучести, т.е. 
вычислении величины ( , )g r t  в формуле (40). С учетом того, что расчет выполняется 

в цилиндрических координатах, а направления r ,   и z  являются главными, стохастиче-
ские уравнения состояния (13) в данном частном случае будут иметь вид 
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 (44) 

где 2 2 21
( ) ( ) ( )

2
r z r zS            – интенсивность напряжений; 1A  и 2A  – 

случайные величины. Остальные параметры имеют тот же смысл, что и в (13). 
При решении краевой задачи будем исходить из рассмотренной выше упрощенной 

схемы, т.е. считаем, что мы имеем достаточно длинный полый цилиндрический упроч-
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ненный стержень. Разбивая его на конечное число элементарных образцов, предполагаем, 
что в пределах каждого такого образца свойства деформации ползучести описываются 
двумя случайными величинами 1A  и 2A , значения которых в пределах элементарного об-

разца не изменяются. Тогда конкретные значения случайных величин 1A  и 2A  в пределах 

конкретного образца и определяют индивидуальность его свойств ползучести. Каждой 
паре значений 1A  и 2A  будет соответствовать поле остаточных напряжений, а совокуп-

ность таких полей для всего набора элементарных образцов задает спектр реализаций r , 

  и z . Применяя далее методы математической статистики, можно найти математиче-

ское ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение и другие статистические 
моменты функций ( , )r r r t   , ( , )r t     и ( , )z z r t   . 

Таким образом, численное решение стохастической задачи сводится к конечному 
числу решений детерминированной краевой задачи при выбранном количестве пар гене-

рируемых значений случайных величин  1 2,A A , при этом установлено, что эти случай-

ные величины некоррелированы. Это означает, что генерацию конкретных значений для 

1A  и 2A  можно производить независимо друг от друга. Для того чтобы не заниматься за-

коном распределения этих величин, при численном решении каждый раз случайным об-
разом из векторов-столбцов для величин 1A  и 2A  выбиралось одно значение для 1A  и од-

но значения для 2A , и они использовались в решении краевой задачи. 

Как следует из вышеизложенного, неоднородность деформации ползучести модели-
ровалась таким образом, чтобы задача осталась осесимметричной. Во-первых, задача дей-
ствительно модельная. Во-вторых, база локальных участков в эксперименте составляла  
6–7 мм (9 делений рабочей части образца длиной 60 мм), и перенести эти данные для мо-
делирования микронеоднородности по радиусу (толщина стенки полого образца 5 мм) 
и по окружной координате было бы некорректно. Поэтому авторы остановились на реше-
нии осесимметричной стохастической задачи. 

При численной реализации производилась дискретизация по пространственной 
и временной координатам, и задача релаксации остаточных напряжений вследствие пол-
зучести решалась «шагами» по времени, то есть интервал времени разбивался с шагом 

1i it t t    ( 0,1, 2,...i  ), в пределах каждого интервала  1,i it t t   напряжения полагались 

постоянными и равными значению при it t , а все приращения деформации ползучести 

за шаг времени  1,i it t   вычислялись решением системы дифференциальных уравнений 

(44) по методу Эйлера. В конце интервала при 1it t   происходит упругая догрузка на-

пряжений. Все производные от компонент тензоров остаточных пластических деформа-
ций и деформаций ползучести вычислялись стандартным образом через конечные разно-
сти, а интегралы – по квадратурным формулам численного интегрирования. 

Вопросы выбора шага итерационного процесса и сходимости решались следующим об-
разом. Поскольку при ползучести наибольшая скорость изменения деформаций ползучести 
и напряжений наблюдается на первом шаге дискретизации t  и за этот интервал времени 
происходит максимальная скорость релаксации напряжений, то достаточно подобрать необ-
ходимый шаг дискретизации на первой итерации. Поэтому в соответствии с правилом Рунге 
расчеты на первой итерации выполнялись с шагами t  и / 2t  и сравнивались значения на-
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пряжений в одних и тех же узлах ( , )i jr t . Если максимальный модуль разности между напря-

жениями по всем узлам (для всех трех компонент ( , )k k i jr t   , , ,k r z  ) меньше заложен-

ной в расчетах погрешности (в настоящей работе 0,1   МПа), то в качестве шага по време-

ни берется величина / 2t . Если это условие не выполняется, то шаг уменьшается еще в два 
раза и процедура повторяется. После выбора шага дискретизации выполняется решение за-
дачи уже «шагами по времени». Вопросы сходимости контролировались сравнением числен-
ных расчетов с асимптотическим поведением упрочненного цилиндрического образца при 
t   , когда начальными пластическими деформациями, упругими деформациями и вяз-
копластической компонентой деформации ползучести jv  ( , ,j r z  ) можно пренебречь, по-

скольку поведение на бесконечности определяется только деформацией вязкого течения (де-
формацией на стадии установившейся ползучести). В этом предельном случае должны вы-
полняться условия 0lim ( , )z z

t
r t


   , lim ( , ) lim ( , ) 0r

t t
r t r t 

    , где 0z  – это приложенное 

к образцу растягивающее напряжение. Поэтому расчеты выполнялись для больших времен 
и действительно численные решения асимптотически приближались к теоретическим при 
всех четырех нагрузках. 

Для каждого уровня осевой растягивающей нагрузки напряжениями 0z  {353; 385; 406,2 

и 420} МПа генерировалось по 34T   реализациям пар случайных величин  1 2,A A  (по 

числу кривых ползучести локальных участков по всем четырем образцам, см. рис. 1–4). Для 

каждой пары  1 2,A A  решалась детерминированная краевая задача, в результате получены 

реализации для распределения всех компонент тензора остаточных напряжений по глубине 
упрочненного слоя в любой момент времени. Используя эту информацию, можно построить 
доверительные интервалы для распределения каждой из компонент тензора остаточных на-
пряжений по глубине упрочненного слоя при любом фиксированном значении времени либо 
для любой компоненты тензора напряжений в конкретной точке упрочненного слоя во вре-
мени при заданном значении вероятности (в дальнейшем будем исходить из нормального 
закона распределения для всех анализируемых случайных функций остаточных напряже-
ний). На рис. 8 приведены доверительные интервалы для осевой компоненты остаточных на-

пряжений  res res
z z h    по глубине упрочненного слоя, когда растягивающая нагрузка 0z  

принимает значения {353; 386; 406,2 и 420} МПа в финальный момент времени расчета 
100 ч. Доверительные интервалы построены с вероятностью 0,99.p   

Следует отметить, что на рис. 8 представлены именно остаточные напряжения без 
учета «рабочего» напряжения 0z . Другими словами, это распределение остаточных на-

пряжений  в фиксированные моменты времени после ползучести и осевой разгрузки ци-
линдрического образца. 

Выполним анализ полученных численных результатов. Если ориентироваться на мо-
дули остаточных напряжений, то из сравнения графиков остаточных напряжений после 
процедуры упрочнения (см. рис. 7) и после ползучести и полной разгрузки образца (см. 
рис. 8) видим, что нижняя граница доверительного интервала для остаточного напряже-
ния (верхние штриховые линии на рис. 8) существенно эволюционировала. Как следует 
из рис. 8, а, при 0 353z   МПа нижнее значение напряжения 2( ,100)z z R    (а именно 

оно интересно с точки зрения прочностных расчетов) уменьшилось (по модулю) по срав-
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нению с аналогичным напряжением после процедуры упрочнения (см. рис. 7) почти в че-
тыре раза; для 0 385z   МПа после ползучести в течении 100 ч – более чем в семь раз (см. 

рис. 8, б); для 0 406,2z   МПа – почти в девять раз (см. рис. 8, в), а для 0 420z   МПа – 

почти на порядок (см. рис. 8, г). Таким образом, можно констатировать, что произошла 
существенная релаксация остаточных напряжений, причем с увеличением величины рас-
тягивающей нагрузки 0z  наблюдается существенное увеличение скорости релаксации 

остаточных напряжений, а это свидетельствует об отрицательном влиянии растягиваю-
щей нагрузки на устойчивость (способность сохраняться) остаточных напряжений, наве-
денных в процессе упрочнения, к силовым растягивающим нагрузкам. 

 

Рис. 8. Расчётные доверительные интервалы для осевой компоненты  res res
z z h    (доверительная 

вероятность 0,99p  ) для образцов из сплава Д16Т после ползучести в течение 100 ч при температу-

ре 125 °С и растягивающей нагрузке 0 353z   МПа (а); 0 385z   МПа (б); 0 406,2z   МПа (в); 

0 420z   МПа (г). Штриховые линии – верхние и нижние границы доверительных интервалов;  

                                         сплошные линии – математическое ожидание 

Fig. 8. Calculated confidential intervals for the axial component  res res
z z h    (the confidential probabil-

ity is 0.99p  ) for the samples made of D16T alloy after creep during 100 hours at the temperature of 

125 °С and stretching load of 0 353z   MPa (a); (b) is 0 385z  ; (c) is 0 406.2z   MPa;  

(d) 0 420z   MPa. The dotted lines show the upper and lower boundaries of the confidential intervals;  

                                              the solid lines show the expectation function 
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Выше отмечалось, что по разбросу данных по ползучести и степени релаксации оста-
точных напряжений можно сделать выводы о чувствительности метода колец и полосок 
[2, 7, 8] к неоднородности распределения деформации ползучести вдоль упрочненного 
образца, так как в этом методе результаты существенно зависят от места вырезки кольца 
в соответствующей втулке. 

Для этого проанализируем результаты экспериментального определения остаточных 
напряжений по методу колец и полосок после ползучести для образцов из сплава Д16Т 
при температуре 125 °С и действии растягивающего напряжения σz0 = {353; 386; 406,2 
и 420} МПа при длительности испытаний {100; 162; 166; 83} ч соответственно. Соответ-
ствующие экспериментальные данные опубликованы в работе [40]. Распределения экспе-
риментальных осевых res

z  и окружных res
  остаточных напряжений по толщине h  упроч-

ненного слоя всех образцов представлены на рис. 9. 

 

Рис. 9. Экспериментальные значения осевых res res ( )z z h    (1) и окружных (2) остаточных напря-

жений в цилиндрических образцах из сплава Д16Т после испытаний на ползучесть: а – образец  
№ 1 ( 0 353z   МПа); б – образец № 2 ( 0 385z   МПа); в – образец № 3 ( 0 406,2z   МПа);  

                                                         г – образец № 4 ( 0 420z   МПа) 

Fig. 9. Experimental values of axial res res ( )z z h    (1) and tangential res res ( )h     (2) residual stresses in 

the cylinder samples made of D16T alloy after creep testing, a) is sample Nr.1 ( 0 353z   MPa);  

b) is sample Nr. 2 ( 0 385z  ) MPa); c) is sample Nr.3 ( 0 406.2z   MPa); d) is sample Nr.4 0 420z   MPa) 
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Из представленных на рис. 9 распределений осевых res
z  и окружных res

  остаточных 

напряжений после ползучести под действием растягивающей осевой нагрузки следует, 
что по сравнению с исходным распределением после ПДО (сплошная линия на рис. 7) 
происходит существенное качественное и количественное изменение остаточных напря-
жений. Приложение нагрузки привело к существенной релаксации остаточных напряже-
ний и изменению характера их распределения. 

Анализ экспериментальных зависимостей остаточных напряжений в упрочненном 
слое образцов после ползучести под нагрузкой свидетельствует, что их величина отлича-
ется почти на порядок от соответствующих величин сразу после процедуры упрочнения 
дробью. Это подтверждается и расчетными данными (см. рис. 8). Поэтому с учетом раз-
броса данных деформации ползучести по длине образцов, который естественным образом 
влияет и на определение остаточных напряжений, можно считать (в первом приближе-
нии), что приложенная осевая нагрузка в диапазоне от 353 до 420 МПа приводит к прак-
тически полной релаксации остаточных напряжений в полых упрочненных цилиндриче-
ских образцах из сплава Д16Т при температуре 125 °С в течение 100–160 часов. 

Вообще говоря, полученные экспериментальные данные противоречивы. Из их ана-
лиза и анализа расчетных данных (см. рис. 8) можно сделать некоторые выводы о чувст-
вительности метода колец и полосок к двум факторам: разброс данных и практически 
полная релаксация остаточных напряжений (их малая (по модулю) величина после ползу-
чести по сравнению с исходным распределением после ПДО). По всей видимости, в этих 
условиях применять метод колец и полосок проблематично. Он хорошо «работает», если 
величины остаточных напряжений составляют, во-первых, несколько сотен МПа, а во-
вторых, неоднородность неупругих деформаций незначительна.  

Тем не менее полученные экспериментальные результаты являются важными с при-
кладной точки зрения. Во-первых, они характеризуют степень зависимости наведенных 
остаточных напряжений в цилиндрических полых изделиях из сплава Д16Т от осевых на-
грузок, а, например, трубы из этого сплава широко применяются в нефтяной промышлен-
ности. Во-вторых, в существующих теориях прогнозирования характеристик сопротивле-
ния усталости поверхностно упрочненных деталей основополагающей концепцией явля-
ется факт прямого влияния наведенных остаточных напряжений на приращение предела 
сопротивления усталости элементов конструкций [2, 4, 5, 9], поэтому учет кинетики оста-
точных напряжений в условиях высокотемпературной ползучести является одним из ин-
струментов уточнения соответствующих расчетных методик. 
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