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 В статье представлен один из возможных подходов к моделированию объектов с ани-
зотропными свойствами на основе изображений исследуемой области. Данные с таких 

изображений учитываются при построении численной модели. В этом случае неоднород-
ность материала может быть включена за счет интегрирования локальной матрицы жест-
кости каждого конечного элемента с некоторой весовой функцией. Цель исследования 

заключается в разработке конечного элемента для формирования расчетного ансамбля и 
моделирования механического поведения с учетом данных двумерных медицинских изоб-
ражений. Для реализации предложенного подхода использовалось предположение  

о наличии связи между значениями в пикселях изображений и упругими свойствами матери-
ала. Построение сетки базировалось на применении четырехузлового плоского конечного 
элемента. Подобный подход позволяет использовать количественные фазовые или скани-

рующие электронные изображения, а также данные компьютерной томографии. Произведен 
расчет ряда тестовых задач на сжатие образцов элементарной геометрии. В качестве мо-
дельной задачи была рассмотрена дистальная часть бедренной кости крысы. Срез компью-

терной томографии образца использовался при построении численной модели с учетом 
неоднородности распределения материала внутри органа. Представлено поле распределе-
ния узловых перемещений, основанное на данных, полученных с изображений исследуемой 

области. В рамках модельной задачи был рассмотрен вопрос влияния разрешающей спо-
собности компьютерного томографа на качество получаемых результатов. С этой целью 
были проведены расчеты на основе сжатых входных медицинских изображений. 
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 The article presents one of the possible approaches to modeling objects with anisotropic 

properties based on images of the study area. Data from such images are taken into account 
when building a numerical model. In this case, material inhomogeneity can be included by 
integrating the local stiffness matrix of each finite element with a certain weight function. The 

purpose of the presented work is to develop a finite element for the formation of a computational 
ensemble and simulation of mechanical behavior taking into account the data of two-dimensional 
medical images. To implement the proposed approach, we used the assumption that there is a 
correlation between the values in the image pixels and the elastic properties of the material. 

Meshing was based on a four-node plane finite element. This approach allows using the 
quantitative phase or scanning electronic images, as well as computed tomography data. A 
number of test problems for compression of elementary geometry samples were calculated. The 

distal part of the rat femur was considered as a model problem. A computed tomography scan of 
the sample was used to construct a numerical model taking into account the inhomogeneity of the 
material distribution inside the organ. The distribution field of the nodal displacements based on 

data obtained from the images of the study area is presented. Within the framework of a model 
problem, we considered how a computer tomograph resolution influences the quality of the 
obtained results. For this purpose, calculations were carried out based on compressed input 

medical images. 
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Введение 
 

В настоящее время одной из актуальных проблем 

клинической практики выступает оценка напряженно-

деформированного состояния органов при проведении 

хирургического вмешательства. Первоначально на ос-

нове параметрической цифровой модели органа произ-

водится локальная оценка прочности кости после уста-

новки имплантата, в том числе при различных возмож-

ных патологиях [1–3]. Необходимость такой оценки 

обеспечивается в том числе физиологическими процес-

сами, возникающими в костной ткани под действием 

силовых факторов. Происходит так называемая пере-

стройка костной ткани, что влечет за собой изменения 

структурных свойств исследуемых органов. Этот эф-

фект неоднократно был замечен в рамках эксперимен-

тов in vivo на животных [4–6]. Существуют подходы 

к моделированию таких процессов. Разрабатываемые 

модели позволяют определить архитектуру костной 

ткани после перестройки на основе численных расчетов 

[7–9]. Необходимость учета структурных свойств орга-

нов продиктована особенностями локальной прочности. 

Один из подходов оценки механических свойств костной 

ткани основан на гомогенизации исследуемой области с 

применением различных методов. Одним из распростра-

ненных подходов является метод представительного объ-

емного элемента [10, 11]. Такой способ позволяет учиты-

вать в том числе и нелинейность материала [12]. Приме-

нение данных компьютерной томографии объекта для 

построения представительного объемного элемента рас-

ширило возможности ее использования [12, 13]. При 

этом стоит отметить трудозатратность такого метода. 

К другому подходу гомогенизации можно отнести тен-

зор структуры, определяющий основные направления 

распределения свойств материала [14, 15]. Существую-

щие физические соотношения позволяют использовать 

тензор структуры в расчетах [16]. В первую очередь 

получили большое распространение вопросы гомогени-

зации области расчета путем введения эффективных 

свойств [17–19]. В данном случае некоторой нетриви-

альной геометрии ставится в соответствие упрощенная 

область с усредненными параметрами, позволяющая 

производить расчет с приближенными характеристика-

ми объекта. К другому способу моделирования можно 

отнести построение негомогенной модели на основе 

вычисления локальных свойств для каждого представи-

тельного объема в отдельности [20–22]. Данный подход 

обладает существенным недостатком в виде ресурсоем-

кости в силу необходимости проведения колоссального 

количества расчетов. Можно отметить обособленный 

подход к моделированию гетерогенных сред, в рамках 

которого формирование конечно-элементного ансамбля 

осуществляется на основе данных компьютерной томо-

графии. Учет неоднородного распределения свойств 

при таком подходе осуществляется при формировании 

расчетных матриц для метода конечных объемов [23]. 

Отдельно были рассмотрены задачи построения расчет-

ной сетки по данным компьютерной томографии [24–

25]. Обобщение вышеуказанных методик было произве-

дено в работе [26] для персонализированных расчетов по 

данным медицинских изображений. Предлагаемый под-

ход учета данных компьютерной томографии в трехмер-

ной постановке был реализован на основе метода конеч-

ных элементов [27]. В этой же работе приведена оценка 
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влияния плотности заполнения вокселями конечно-

элементного ансамбля на результаты расчетов. 

Цель данного исследования – разработка конечного 

элемента для формирования расчетного ансамбля и мо-

делирования механического поведения с учетом данных 

двумерных медицинских изображений. 

 

1. Материалы и методы 

 

Исследование вводит в рассмотрение методологию 

моделирования механического поведения системы, 

принадлежащей некоторому пространству сплошного 

материала Ω и соответствующему ему дискретному 

пространству Ω'. Исследуемый объект площади S лежит 

в Ω из R2. Данные компьютерной томографии, соответ-

ствующие объекту, определяются пространством Ω' и 

состоят из микрообластей со значениями рентгеновской 

плотности, которые могут быть визуализированы с ис-

пользованием цветового спектра. Данные объекта дис-

кретной области S' из Ω' могут быть получены путем 

разделения площади S на большое число микроподоб-

ластей (пикселей), размер которых зависит от разреша-

ющей способности измерительного устройства. Подра-

зумевается, что объект области S состоит из материала 

и пор. Первым предположением выступает наличие свя-

зи между значениями в пикселях изображения (цифро-

вого прототипа) и упругими свойствами материала. 

Вторым предположением полагается, что материал 

сплошной и изотропный, а анизотропию на макро-

уровне определяет наличие и распределение пор. На 

практике к таким изображениям могут быть отнесены 

изображения, получаемые на основе рентгеновской то-

мографии. Так, данные компьютерной томографии мо-

гут быть использованы при определении локальных 

механических параметров. В этом случае необходимо 

понимать взаимосвязь между механическими парамет-

рами и значениями, полученными из шкалы Хаунсфил-

да. На рис. 1 представлено пространство сплошного 

материала Ω и связанное с ним дискретное простран-

ство Ω'. 

 

  

а б 

Рис. 1. Схематическое представление исходного объекта:  

а – пространство сплошного материала Ω; б – дискретное  

пространство соответствующих данных с изображений Ω' 

Fig. 1. A schematic representation of the original object: (a) solid 

material space Ω; (b) discrete space Ω' of the corresponding data 

from images 

Определим основные возможности предложенного 

подхода в случае плоских деформаций. Рассмотрим 

принцип реализации конечного элемента неоднородной 

среды. За основу был взят известный метод построения 

четырехузлового плоского изопараметрического конеч-

ного элемента с линейной аппроксимацией геометрии и 

поля перемещений. Использовались следующие функ-

ции для аппроксимации радиус-вектора r и вектора пе-

ремещений ϑ: 

    
4

1

ξ,η ,
n

n

n= n

xx
r = r = = N

y y

  
   
   

  (1) 

    
4

1

ξ,η ,
n

n

n= n

uu
= = = N

v v

  
     

   
  (2) 

где x и y – вектор координат в глобальной декартовой 

системе координат; u и v – вектор перемещений в гло-

бальной декартовой системе координат; n – локальный 

номер узла конечного элемента; Nn(ξ, η) = (1 + ξnξ)∙(1 +  

+ ηnη)/4 – функции формы, ξn и ηn – локальные коорди-

наты узлов элемента, ξ и η – координаты в локальной 

системе координат. 

Данные соотношения могут быть переписаны в 

матричной форме: 

      ,e= N    (3) 

где [N] – матрица аппроксимирующих функций; ϑe – 

вектор узловых перемещений. 

Деформация среды может быть описана с помощью 

компонент линейных и сдвиговых деформаций, пред-

ставленных в виде приведенного вектора ε и выражен-

ных через перемещения с помощью известных соотно-

шений вида 

 ε , ε , ε , ε ε ε 0,xx yy xy zz yz zx

u v u v
=  =  = +    = = =

x y y x

   
 

   
 (4) 

которые также могут быть представлены в матричном 

виде: 

      ε .= B    (5) 

Напряженное состояние определяется тензором 

напряжений через компоненты главных напряжений σxx, 

σyy, σzz, т.е. нормальных для случая, когда тангенциаль-

ные напряжения σxy = σxz = σzy равны нулю. Здесь под 

осями x–y понимаются главные оси тензора напряже-

ний. Тензор напряжений, подобно тензору упругих де-

формаций, может быть записан в виде приведенного 

вектора σ. Закон Гука, связывающий приведенные век-

торы напряжений и деформаций, может быть представ-

лен в следующем виде: 

      σ ε .= D r     (6) 
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Для вычисления локальной матрицы жесткости ис-

пользовались известные соотношения вида [28] 

       ,
Te e

eV

K = B r D B dV                r r  (7) 

где Ve – объем конечного элемента в пространстве ко-

нечно-элементной сетки Ωe; [D(r)] – тензор упругости; 

[B(r)] – матрица, связывающая приведенный вектор 

упругих деформаций и вектор узловых перемещений: 

      ε .e= B r      (8) 

С применением гипотезы об анизотропии, возника-

ющей вследствие наличия пор, матрица жесткости ко-

нечного элемента относительно дискретного простран-

ства Ω' может быть вычислена с помощью следующего 

соотношения: 

        ω ,
Te e

eV

K = B r D B r r dV              (9) 

где ω(r) – функция Ω→Ω' и [D] – тензор упругости изо-

тропного материала, который может быть выражен че-

рез модуль упругости Юнга и коэффициент Пуассона. 

В следующих уравнениях будет опущено интегри-

рование в направлении оси z. В случае перехода к ло-

кальным координатам уравнение (9) может быть пере-

писано в виде 

         
1 1

1 1

ξ,η ξ,η ξ,η ω ξ,η ξ η,
Te eK = h B D B J d d

 

                 (10) 

где |J(ξ, η)| – определитель якобиана преобразования 

координат; he – размер элемента в направлении оси z. 

Численное интегрирование локальной матрицы 

жесткости проводилось с использованием метода сред-

них прямоугольников. В качестве конечного элемента 

неоднородной среды был выбран выпуклый четырех-

угольник с линейными ребрами. Точки интегрирования 

для такого элемента представляют собой локальные 

координаты геометрических центров пикселей входного 

изображения, таким образом: 

     ξ ,η ξ ,η
T

e e

i j i j

i I j J

K = h B D B
 

               

    ξ ,η ω ξ ,η ξ η,
i j i j

J     (11) 

где ξi и ηi – локальные координаты точек интегрирова-

ния; ∆ξ и ∆η – шаг интегрирования в направлении двух 

локальных координатных осей; ω(ξi, ηi) – веса квадра-

турной формулы, определяемые значениями с изобра-

жений в текущей точке интегрирования; I и J – количе-

ство квадратурных точек в направлении двух локаль-

ных координатных осей в элементе. 

Для определения принадлежности пикселя области 

конечного элемента было использовано следующее не-

равенство: 

 , δ,A I i r r n  (12) 

где rA – радиус-вектор точки A (центр пикселя); rI – ра-

диус-вектор точки I; ni – вектор нормали к грани i (i от 1 

до 4); δ – параметр точности. 

На рис. 2 представлены численные данные (а) и 

геометрия конечного элемента (б), наложенная на дис-

кретное пространство компьютерной томографии (I, J, 

K, L – узлы конечного элемента). Если пиксель полно-

стью принадлежит области конечного элемента, пара-

метр точности δ определяется нулевым значением. 

В процессе интегрирования возникают некоторые труд-

ности вследствие внутренней дискретности простран-

ства данных со входных изображений. 
 

  

а б 

Рис. 2. Схематический вид исследуемой области: а – бина-

ризованная область S' дискретного пространства компью-

терной томографии Ω'; б – пространство конечно-элементной 

сетки Ωe, наложенное на дискретное пространство Ω' (зеленым 

цветом отмечены пиксели, полностью принадлежащие 

внутренней области конечного элемента, оранжевым цветом 

обозначены пиксели, принадлежащие области относительно 

их геометрического центра, синим цветом определены 

пиксели, касающиеся границы конечного элемента некоторой 

окрестностью геометрического центра, черным цветом –  

             пиксели, лежащие вне интегрируемой области) 

Fig. 2. A schematic view of the investigated area: (a) binarized 

area S' of the discrete space Ω' of the computed tomography; (b) 

the space of the finite element mesh Ωe superimposed on the 

discrete space Ω' (the pixels that completely belong to the inner 

region of the finite element are marked in green, the pixels 

belonging to the area relative to their geometric center are marked 

in orange, the pixels touching the boundary of the finite element 

by some neighborhood of the geometric center are defined in blue;  

      in black one can see pixels lying outside the integrated area) 

Существует несколько способов определения вхож-

дения пикселя в область конечного элемента – в этом 

случае рассматривается некоторая окрестность точки 

интегрирования. На рис. 2, б представлены варианты со 

следующими условиями принадлежности области эле-

мента: 1) геометрический центр пикселя лежит внутри 

области (зеленый и оранжевый цвета); 2) некоторая 

окрестность пикселя имеет ненулевое пересечение с 

областью элемента (оранжевый и синий цвета). 

В силу предположения о разрывности значений 

напряжений в узлах элементов необходимо провести 

анализ напряжений, основанный на локальном усредне-
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нии напряженного состоянии по объему каждого ко-

нечного элемента. Вектор усредненных напряжений 

может быть найден с помощью выражения [28, 29] 

 
1

σ σ ,
V'

= dV'
V 

 (13) 

где V – объем конечного элемента в пространстве 

сплошного материала Ω; V' – объем в дискретном про-

странстве компьютерной томографии Ω'. 

Для сегментации исследуемого объекта на изобра-

жении использовались методы, основанные на оптиче-

ской плотности [30, 31] с модификациями, описанными 

в [32, 33]. Для автоматизации построения расчетной 

сетки использовался подход фильтрации сетки, описан-

ный в [34]. Оценка влияния плотности заполнения ко-

нечного элемента пикселями на точность результата 

подробнее представлена в работе [27]. Весовая функция 

может быть определена в зависимости от типа входных 

двумерных изображений. Так, для данных томографии 

существуют формулы для пересчета оптической плот-

ности и механических характеристик (модуль Юнга, 

предел прочности) [17, 20]. 

 

3. Результаты и обсуждение 

 

3.1. Тестовые задачи 

 

Для оценки сходимости предложенного подхода 

были рассмотрены тестовые задачи на основе образцов 

прямоугольной геометрии. Алгоритм был реализован в 

системе компьютерной алгебры Wolfram Mathematica. 

Сравнение результатов было проведено в соответствии 

с данными, полученными в универсальном программ-

ном комплексе конечно-элементного анализа ANSYS. 

Таблица 1 

Геометрические и физические параметры модели 

Table 1 

Geometric and physical parameters of the model 

a, мм b, мм h, мм E, ГПа ν 

10,0 10,0 0,1 20 0,3 

 

В табл. 1 приведены геометрические и физические 

параметры тестовых задач: a и b – размеры геометрии 

тестового образца вдоль горизонтальной (Ox) и верти-

кальной (Oy) осей соответственно, h – толщина в 

направлении нормали к плоскости образца (Oz), E – 

модуль упругости Юнга, ν – коэффициент Пуассона. 

Для сравнения полученных результатов были рассмот-

рены перемещения в направлении оси Oy в узлах 

нагруженной линии. 

 

3.2. Сплошной образец 

 

В первой тестовой задаче рассматривался образец 

с квадратной геометрией, состоящий из сплошного изо-

тропного материала. Размер массива данных компью-

терной томографии составлял 100×100 пикселей. При-

кладываемая к верхней грани равномерно распределен-

ная нагрузка равнялась 3000 Н. Нижняя грань 

фиксировалась в перемещениях в направлении двух 

координатных осей. Для сравнения результатов было 

произведено моделирование в системе ANSYS образцов 

с двумя типами сеток, состоящих из 1 и 10 000 конеч-

ных элементов соответственно. Результаты сравнива-

лись с данными модели, построенной на основе пред-

ложенного подхода с использованием 1, 4 и 9 конечных 

элементов. 

Таблица 2 

Результаты численного расчета тестовой задачи: 
средние перемещения в нагруженных узлах  

вдоль вертикальной оси 

Table 2 

Results of numerical calculations of the test problem: 

average displacements in loaded nodes  

along the vertical axis 

 ANSYS, 1 КЭ 
ANSYS, 

10 000 КЭ 
1 КЭ 4 КЭ 

∆y, мм –1,4553 –1,48171 –1,4553 –1,4714 

 

Исходя из предположения о непрерывности матери-

ала, весовые функции принимали значения, равные 

единице. Количество пикселей, принадлежащих обла-

сти одного конечного элемента, варьировалось в зави-

симости от его размера. Численное интегрирование ло-

кальной матрицы жесткости осуществлялось на основе 

стандартного метода интегрирования средними прямо-

угольниками. В связи с этим ошибка результатов была 

связана с ошибкой метода интегрирования и способа 

усреднения значений по верхнему краю (табл. 2). 
 

 

 

а б 

  

б г 

Рис. 3. Деформированное состояние сплошного образца:  

а – геометрия модели с граничными условиями;  

б, в, г – 1, 4 и 9 КЭ соответственно 
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Fig. 3. The deformed state of a solid specimen: (a) a model 

geometry with boundary conditions; (b), (c) and (d)  

are 1, 4 and 9 FEs, respectively 

На рис. 3 представлено деформированное состояние 

образца в зависимости от числа конечных элементов.  

 

Рис. 4. Поле узловых перемещений вдоль вертикальной  

оси (10 000 КЭ, ANSYS) 

Fig. 4. The field of nodal displacements along the vertical  

axis (10 000 FEs, ANSYS) 

Рис. 4 отображает деформированное состояние вдоль 

вертикальной оси, вычисленное в системе ANSYS. 

Свойства материала определяют симметрию в распре-

делении полученных значений поля деформаций. 

 

3.3. Образец с треугольным вырезом 

 

В следующем эксперименте рассматривался обра-

зец 100×100 пикселей с треугольным вырезом, опреде-

ляющим остаточную рамку шириной 0,1 мм. В этом 

случае весовая функция принимала значения двух ви-

дов (0 и 1), в зависимости от локальных координат те-

кущей точки интегрирования. Параметры модели ана-

логичны постановке первой тестовой задачи, приклады-

ваемая нагрузка соответствовала 300 Н. 
 

  

а б 

  

в г 

Рис. 5. Образец с треугольным вырезом: а – геометрия выреза; 

б, в, г – деформированное состояние модели из 1, 4 и 9 КЭ 

соответственно 

Fig. 5. A sample with a triangular cut: (a) a cut geometry; (b), (c) 

and (d) is the deformed state of the model with 1, 4 and 9 FEs, 

respectively 

Полость, образованная надрезом, влияет на подат-

ливость образца к внешней нагрузке, что определяется 

повышенной деформацией геометрии рассматриваемой 

области (рис. 5, б–г). Следует отметить, что при не-

большом количестве конечных элементов аппроксимация 

геометрии образца в деформированном состоянии являет-

ся угловатой (рис. 6). В связи с этим было предложено 

рассматривать модели, построенные по данным компью-

терной томографии с использованием 100 и 400 конечных 

элементов соответственно. В этом случае модуль Юнга 

был равен 200 ГПа, а приложенная нагрузка – 20 Н. Для 

автоматизации построения такой расчетной сетки ис-

пользовался подход фильтрации сетки [34]. 

 

Рис. 6. Поле узловых перемещений вдоль вертикальной  

оси (10 000 КЭ, ANSYS) 

Fig.6. The field of nodal displacements along the vertical  

axis (10 000 FEs, ANSYS) 

При построении численных моделей учитывался тот 

факт, что конечные элементы, целиком принадлежащие 

областям, в которых нет материала (значения в пикселях 

равны нулю), определяются нулевой локальной матрицей 

жесткости. При отсутствии связи в узлах с элементами, 

соответствующими ненулевой матрице жесткости, это 

приводит к вырождению глобальной матрицы жесткости. 

Таким образом, подобные «пустые» элементы заранее 

исключались из сетки (рис. 7, а, б). 
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а б 

Рис. 7. Деформированное состояние модели: а – 100 КЭ,  

б – 400 КЭ 

Fig. 7. The deformed state of the model: (a) 100 FE, (b) 400 FE 

3.4. Образец с неравномерной плотностью 
 

В следующей тестовой задаче рассматривалось мо-

делирование области с неравномерным распределением 

плотности материала. Законы распределения неодно-

родности взяты из работы [26]. Граничные условия за-

дачи и механические параметры аналогичны предыду-

щим постановкам тестовых задач. На рис. 8, а приведе-

но изображение, определяемое функцией 

     
2

ω , 10 10 ,i j = j+ + i+  

а на рис. 9, а – функцией 

         
2

ω , 1 0,7sin 2π sin 2π 10 10 ,i j = + i j j+ + i+  

где i и j – индексы пикселя в матрице изображения. 
 

  

а б 

  

в г 

Рис. 8. Первый образец с неравномерной плотностью: а – первый 

тип распределения плотности; б, в, г – деформированное состояние 

модели с 1, 4 и 9 КЭ соответственно 

Fig. 8. The first sample with an uneven density: (a) the first type  

of density distribution; (b), (c) and (d) the deformed state  

of the model with 1, 4 and 9 FEs, respectively 

  
а б 

  
в г 

Рис. 9. Второй образец с неравномерной плотностью: а – второй 

тип распределения плотности; б, в, г – деформированное состояние 

модели с 1, 4 и 9 КЭ соответственно 

Fig. 9. The second sample with the uneven density: (a) the second 

type of density distribution; (b), (c) and (d) the deformed state  

of the model with 1, 4 and 9 FEs, respectively 

Исходя из характера деформации, можно сделать 

вывод, что модель, построенная по данным со входных 

изображений, способна описывать поведение анизо-

тропного материала с достаточной точностью путем 

учета неоднородности при интегрировании матрицы 

жесткости каждого конечного элемента. Характер де-

формации геометрии моделей с анизотропными свой-

ствами (рис. 8, б–г, 9, б–г) существенно отличается от 

результатов, полученных с использованием моделей, 

основанных на предположении об изотропии материала 

(см. рис. 4, б–г). При этом снижается требование к коли-

честву элементов, а анизотропность среды учитывается 

за счет интегрирования локальных матриц жесткости. 

 

3.5. Модельная задача 

 

В постановке модельной задачи использовалось 

изображение среза дистального отдела бедренной кости 

крысы, полученное с использованием данных компью-

терной томографии. Разрешение исходного изображе-

ния составляло 996×795 пикселей (рис. 10, а). Для 

оценки влияния разрешающей способности сканирую-

щего устройства на качество получаемых результатов 

исходное изображение было сжато с потерей качества. 

Таким образом, проводились расчеты также на анало-

гичных изображениях, но с уменьшенным разрешени-

ем – 332×265 и 166×132 пикселей соответственно. 

Таблица 3 

Геометрические и механические параметры  

образца модельной задачи 

Table 3 

Geometric and mechanical parameters  

of the model problem sample 

a, мм b, мм h, мм E, ГПа ν 

8,79 11,01 0,1 12 0,3 

 



Воробьев О.В., Семенова Е.В., Мухин Д.А., Стаценко Е.О., Балтина Т.В., Герасимов О.В. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2021) 44–54 

51 

Механические и геометрические параметры испы-

тания представлены в табл. 3: a и b – размеры геомет-

рии образца модельной задачи вдоль горизонтальной 

и вертикальной осей Ox и Oy соответственно, h – тол-

щина в направлении ортогональной к плоскости образ-

ца оси Oz, E – модуль упругости Юнга, ν – коэффициент 

Пуассона. Сравнение полученных результатов осу-

ществлялось на основе значений перемещений в 

направлении вертикальной оси Oy в узлах верхней ли-

нии (рис. 11 красным цветом обозначена точка, для ко-

торой производилось сравнение полученных величин). 

Геометрия образца была аппроксимирована 70 ко-

нечными элементами (7 элементов по горизонтальной 

оси и 10 – по вертикальной, рис. 10, б). Рассматривае-

мый образец подвергался воздействию одноосной про-

дольной сжимающей вертикальной нагрузки, равно-

мерно распределённой по верхним узлам и равной 

100 Н. Величина нагрузки была выбрана на основе про-

водимых экспериментальных исследований. Узлы, при-

надлежащие нижней линии, фиксировались в переме-

щениях вдоль направления двух координатных осей (Ox 

и Oy). Для предотвращения вырождения глобальной 

матрицы жёсткости из сетки заранее исключались ко-

нечные элементы, соответствующие нулевой плотности, 

определяющей отсутствие материала (рис. 10, в). 

 

   

а б в 

Рис. 10. Дистальная часть бедренной кости крысы:  

а – компьютерная томография среза; б – конечно-элементная 

сетка, наложенная на изображение; в – сетка с граничными 

условиями после удаления элементов с нулевой плотностью  

                                         материала 

Fig. 10. The distal part of the rat femur: (a) the computed 

tomography of the section; (b) the finite element mesh 

superimposed on the image; (c) the mesh with boundary conditions  

             after removing elements with zero material density 

Полученная картина перемещений отражает асим-

метрию в геометрии испытуемого образца. Характер 

наблюдаемой деформации также объясняется неравно-

мерной плотностью материала. Следует отметить, что 

разница в результатах, полученных по изображениям 

с различным разрешением, незначительна (рис. 11, а–в). 
 

   

а б в 

Рис. 11. Деформированное состояние модели: а – 996×795;  

б – 332×265; в – 166×132 пикселей 

Fig. 11. The deformed state of the model: (a) 996×795,  

(b) 332×265, (c) 166×132 pixels 

Незначительное различие результатов свидетель-

ствует о возможности уменьшения количества точек 

интегрирования вследствие ослабления разрешения 

компьютерной томографии (табл. 4).  

Подобная процедура может уменьшить объем вы-

числений без значительного увеличения погрешности 

результатов. 

Таблица 4 

Перемещения красной точки вдоль горизонтальной  

и вертикальной осей 

Table 4 

Displacements of the red point along the horizontal  

and vertical axes 

 996×795 332×265 166×132 

∆x, мм 0,126686 0,126512 0,136352 

∆y, мм –0,060812 –0,060795 –0,066001 

 

Заключение 

 

В статье представлен метод построения плоского 

конечного элемента, способного учитывать неравно-

мерное распределение свойств материала на основе 

изображений исследуемой области. Такой подход поз-

воляет производить построение сетки конечных эле-

ментов на основе связи между значениями в пикселях и 

упругими свойствами материала. В статье представлено 

решение показательных тестовых задач, позволяющих 

оценить обоснованность предложенной методики. Ал-

горитмы численных расчетов реализованы в собствен-

ном программном обеспечении. Представленные ре-

зультаты отображают данные численного эксперимента 

в модельной постановке: данные компьютерной томо-

графии среза бедренной кости крысы использовались 

в качестве входного изображения исходной области. 

Полученные значения сравнивались с результатами ре-

шения соответствующих задач в системе ANSYS. Пред-

ставленные деформации рассматриваемых областей 

показали адекватность получаемых результатов, а также 

указали на возможность значительного сокращения 

времени расчета путем разумного уменьшения разре-

шения исходного изображения. В дальнейшем предпо-

лагается развитие данной методики с использованием 
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других типов конечных элементов и улучшенных мето-

дов интегрирования конечных элементов. 
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