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УДК 539.3 

К ТЕОРИИ УПРУГОСТИ МИКРОНЕОДНОРОДНЫХ СРЕД,  

УЧИТЫВАЮЩЕЙ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ИЗМЕНЕНИЯ СВЯЗНОСТИ  

СОСТАВЛЯЮЩИХ КОМПОНЕНТОВ  

Л.А. Сараев  

Самарский национальный исследовательский университет им. академика С.П. Королева, Самара, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 8 февраля 2021 г. 

Принята: 31 мая 2021 г. 
Опубликована: 12 июля 2021 г. 

 Предложена математическая модель расчета эффективных модулей упругости мик-
ронеоднородного двухкомпонентного изотропного композиционного материала, связность 

компонентов которого изменяется случайным образом в зависимости от уровня их относи-
тельных объемных содержаний. Сформулировано стохастическое уравнение для пара-
метра связности составляющих компонентов, согласно которому при увеличении объемно-

го содержания наполнителя отдельные включения образуют структуры матричной смеси в 
виде взаимопроникающих каркасов, а затем превращаются в новую связующую матрицу с 
отдельными включениями из материала остатков старой матрицы. Алгоритм численного 

решения этого стохастического дифференциального уравнения построен в соответствии с 
методом Эйлера – Маруямы. Для каждой реализации этого алгоритма строятся соответ-
ствующие стохастические траектории для случайной функции связности составляющих 

компонентов композиционного материала. Разработан вариант метода расчета математи-
ческого ожидания случайной функции связности составляющих компонентов и получено 
для него соответствующие дифференциальное уравнение. Показано, что численное ре-

шение этого уравнения и среднее значение функции фактора производства, вычисленное 
по всем реализациям стохастических траекторий, дают близкие численные значения. 
Установлены новые макроскопические определяющие соотношения для микронеоднород-

ных материалов с изменяемой микроструктурой и вычислены их эффективные модули 
упругости. Отмечено, что формулы для этих эффективных модулей упругости обобщают 
известные результаты для изотропных композиционных материалов. Значения эффектив-

ных модулей упругости, построенных по полученным в статье выражениям, лежат внутри 
вилки Хашина – Штрикмана для нижней и верхней границы эффективных модулей упруго-
сти композиционных материалов. Численный анализ разработанных моделей показал 

хорошее соответствие известным экспериментальным данным. 
 

© ПНИПУ 

Ключевые слова: 

включения, композит, компоненты, 

макроскопические свойства,  
матрица, матричная смесь,  
модули упругости, связность,  

статистическая однородность,  
микроструктура, эргодичность,  
эффективные соотношения. 

 

                                                
 Сараев Леонид Александрович – д.ф.-м.н., проф., зав. каф., e-mail: saraev_leo@mail.ru,  

: 0000-0003-3625-5921. 

 
Leonid A. Saraev – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, e-mail: saraev_leo@mail.ru,  

: 0000-0003-3625-5921. 

 

https://orcid.org/0000-0003-3625-5921
https://orcid.org/0000-0003-3625-5921
https://orcid.org/0000-0003-3625-5921
https://orcid.org/0000-0003-3625-5921


Сараев Л.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2021) 132–143 

133 

ON THE THEORY OF ELASTICITY OF MICROINHOMOGENEOUS MEDIA  

WITH ACCOUNT FOR STOCHASTIC CHANGES IN THE CONNECTIVITY  

OF CONSTITUENT COMPONENTS 

L.A. Saraev 

Samara National Research University, Samara, Russian Federation 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 8 February 2021 

Accepted: 31 May 2021 
Published: 12 July 2021 

 The paper proposes a mathematical model aimed at calculating the effective elastic moduli 
of a micro-inhomogeneous two-component isotropic composite material, which components are 
connected randomly depending on the level of their relative volumetric contents. A stochastic 

equation is formulated for the connectivity parameter of the constituent components, according to 
which, with an increase in the volumetric content of the filler, individual inclusions build the struc-
tures of the matrix mixture in the form of interpenetrating frameworks, and then turn into a new 

binding matrix with individual inclusions from the material of the rest of the old matrix. The algo-
rithm for the numerical solution of this stochastic differential equation is constructed in accord-
ance with the Euler-Maruyama method. For each implementation of this algorithm, the corre-

sponding stochastic trajectories are constructed for the random connectivity function of the con-
stituent components of the composite material. A variant of the method aimed at calculating the 
mathematical expectation of a random connectivity function of the constituent components has 

been developed and the corresponding differential equation has been obtained for it. It is shown 
that the numerical solution of this equation and the average value of the production factor func-
tion calculated for all realizations of stochastic trajectories give close numerical values. New mac-

roscopic constitutive relations are found for microinhomogeneous materials with a variable micro-
structure and their effective elastic moduli are calculated. It is noted that the formulas for these 
effective elastic moduli generalize the known results for isotropic composite materials. The values 

of the effective elastic moduli, constructed according to the expressions obtained in the paper, lie 
within the Khashin-Shtrikman range for the lower and upper bounds of the effective elastic moduli 
of the composite materials. The numerical analysis of the developed models showed a good 

agreement with the known experimental data. 
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Введение 

 

Развитие методов расчета эффективных характери-

стик перспективных дисперсно-упрочненных компози-

ционных материалов со случайной микроструктурой 

представляет собой актуальное направление современ-

ной механики деформируемого твердого тела. Подоб-

ные конструктивные материалы, наполненные высоко-

прочными и высокомодульными дисперсными части-

цами, структурно неоднородные порошковые стали 

и сплавы проявляют высокие механические и прочност-

ные свойства, благодаря которым они широко приме-

няются в машиностроении, в теплоэнергетическом ком-

плексе, медицине и других отраслях. 

Для расчетов эффективных характеристик упругих 

свойств композиционных материалов существует ряд 

классических, структурно-феноменологических мето-

дов и подходов, использующих модули упругости ком-

понентов и их объемные содержания [1–9].  

На основе этих методов были разработаны их мо-

дификации и построены модели композиционных мате-

риалов с различной степенью связности составляющих 

компонентов [10–19]. 

Эти модели достаточно адекватно описывают упру-

гие свойства дисперсно-упрочненных композиционных 

материалов, содержащих хаотически распределенные 

высокопрочные и высокомодульные частицы и нано-

структурные элементы, пластиков, наполненных стек-

лянными микросферами и т.д. [20–26]. 

Кроме того, подобного рода модели способны да-

вать достаточно точные оценки модулей упругости по-

ристых металлов, металлокерамики, полимеров 

и строительных материалов [27–36]. 

Во всех отмеченных выше моделях дисперсные ча-

стицы или поры представляют собой отдельные вклю-

чения, распределенные в связующей матрице. Значения 

эффективных модулей упругости зависят только от зна-

чений модулей упругости составляющих компонентов 

и их объемных содержаний. Экспериментальные иссле-

дования упругих свойств конструкционных композици-

онных материалов показывают, что при технологиче-

ском изготовлении образцов композитов путем прессо-

вания, брикетирования, спекания и пропитки расплавом 

связующего компонента, при одних и тех же значениях 

модулей упругости составляющих компонентов и их 

объемных содержаний, макроскопические эффективные 

модули упругости изготовленных образцов композитов 

практически всегда проявляют определенный разброс 

их свойств [37, 38].  

Это связано с особенностями изготовления образ-

цов композитов. Многочисленные исследования внут-

ренней структуры дисперсно-упрочненных композитов 
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показывают, что при достаточно большом объемном 

содержании наполнителя отдельные включения, спека-

ясь, образуют структуры матричной смеси в виде взаи-

мопроникающих каркасов. В предельных случаях дис-

персные частицы могут образовать новую связующую 

матрицу с отдельными включениями из материала 

остатков исходной матрицы [39]. 

Целью исследования является разработка модели 

расчета эффективных модулей упругости микронеодно-

родного двухкомпонентного изотропного композици-

онного материала, учитывающей случайный характер 

изменений связности его компонентов в зависимости от 

уровня их относительных объемных содержаний. 

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть упругий изотропный двухкомпонентный 

композиционный материал занимает объем V , ограни-

ченный поверхностью S . Законы Гука материалов его 

компонентов имеют вид 

      2 ; 3 ; ; 1, 2 .r r rij s ij pp s pp ss e K V s          (1) 

Здесь 
1

3
ij ij ij pps      ; 

1

3
ij ij ij ppe      ; ,ij ij 

 – тензоры напряжений и деформаций, sV  – объемы со-

ставляющих компонентов  1 2V V V  ;  1 2 3, ,x x xr

 – радиус-вектор координат, s  – модули сдвига, sK  – 

объемные модули компонентов. Для определенности 

будем считать, что 2 1    и 2 1K K . 

Геометрические особенности структуры такого 

композита могут быть описаны случайными индика-

торными функциями координат  s r , каждая из кото-

рых равна единице в точках объема sV  и равна нулю 

в точках вне этого объема. Для описания связности со-

ставляющих компонентов композиционного материала 

введем неопределенные модули упругости тела сравне-

ния   и K , удовлетворяющие неравенствам 

1 2    ; 1 2K K K   [1]. 

С помощью функций  s r  и модулей   и K  за-

кон Гука (1) запишется в виде 

              

              

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 ,

3 3 ,

r r r r r

r r r r r

ij ij ij

pp pp pp

s e e

K K K

            

          

 (2) 

где  s s    ;  s sK K K  . 

Все физические и геометрические поля рассматри-

ваемой задачи предполагаются случайными, статисти-

чески однородными и эргодическими полями, и их ма-

тематические ожидания заменяются средними значени-

ями по соответствующим объемам [1–4] 

   
1 1

;

s

s

sV V

f f d f f d
V V

      r r r r . 

Здесь угловыми скобками обозначена операция ста-

тистического осреднения. 

Для установления макроскопических определяю-

щих уравнений и вычисления эффективных характери-

стик рассматриваемого композиционного материала 

необходимо найти связь между макронапряжениями 

ij  и макродеформациями 
ij  , которая в самом 

общем случае имеет вид 

 *

ij ijkl klE    , (3) 

где 
*

ijklE  – тензор эффективных модулей упругости ком-

позиционного материала. 

Для установления макроскопических определяю-

щих уравнений (3) и вычисления эффективных характе-

ристик необходимо усреднить по полному объему V  

локальный закон Гука (2) 

    
    

1 1 2 21 2

1 1 2 21 2

2 2 ,

3 3 ,

ij ij ij ij

pp pp pp pp

s e с e с e

K K с K с

            


             



 (4) 

где s

s

V
c

V
  – объемные содержания составляющих 

компонентов. Таким образом, для решения задачи 

необходимо выразить деформации ij s
  через макро-

скопические деформации 
ij . 

Получение соотношений (4) достигается статисти-

ческим осреднением системы уравнений, состоящей из 

закона Гука (2), уравнений равновесия 

  , 0rip p  ,  (5) 

и формул Коши 

      , ,2 r r rij i j j iu u   , (6) 

связывающих компоненты тензора деформаций  rij  

с компонентами вектора перемещений  riu . Гранич-

ные условия отсутствия флуктуаций величин на по-

верхности S  объема V  

   r S
rf f  .   (7) 

 

2. Модули упругости композиционного  

материала со стохастической связностью  

составляющих компонентов 

 

Исключение из системы уравнений (2), (5), (6) ком-

понентов тензоров напряжений и деформаций дает си-

стему равновесия микронеоднородной среды в переме-

щениях [5–7] 

 
, , ,( ) ( ) ( ) 0

3
r r ri pp p pi ip pu K u

 
          

 
, (8) 
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где 

 
    

    
1 21 2

1 21 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1
,

3

,2 1 1

3 ,1 1

, , , ,

ij ij ij pp

ij ij

pp pp

t

t m m e

K k k

K K
m m k k

K K


     


          

          
  
    

 

 (9) 

штрихами обозначены флуктуации величин в полном 

объеме V . 

С помощью тензора Грина 

  , ,

1 3 5

8 3 8
G rik ik pp ik

K
r r

K

   
      

      
, 

содержащего неопределенные модули упругости тела 

сравнения   и K , система уравнений (8), (9) сводится к 

системе интегральных уравнений, ядрами которых слу-

жат вторые производные тензора Грина [8]  

 , 1 1 1( ) ( ) ( )r G r r r rij ik lj kl

V

d       .  (10) 

Величины 
2ij  находятся из известных соотноше-

ний [8, 9] 

 
1

2 22ij ij ijc        . (11) 

Для вычисления случайных моментов 
2 ij
    

необходимо умножить уравнения (10) на  2
 r , усред-

нить их по полному объему V и воспользоваться свой-

ством изотропности функции  2
 r  [8] 

 

 

    

 

    

1

2
1 1 2 1

1

2
1 1 2 1

1 1
,

1 1

1 1
,

1 1

ij ij

pp pp

m
e e

m c m m

k

k c k k

  
 

     


   
   

       

  (12) 

где 

 

2 4 5 1 1 3 2
; ;

15 1 3 1 2 3 2

K

K

      
       

       
. 

Подставляя формулы (12) в выражения (4), получа-

ем макроскопический закон для рассматриваемого ком-

позита 

 

*

*

2 ,

3 ,

ij ij

pp pp

s e

K

   

    

  (13) 

где 

 

    
    

    
    

2 2 1 1

1

1 1 2 1

2 2 1 1

1

1 1 2 1

1 1
,

1 1

1 1
,

1 1

c m m m
m

m c m m

c k k k
K K k

k c k k





        
     

         


       
             

  (14) 

есть эффективные модули упругости рассматриваемого 

композита. 

От выбора вида модулей упругости тела сравнения 

  и K  зависит способ взаимодействия между собой 

составляющих компонентов и их участия в несущей 

способности композиционного материала. Выбирая 

определенным образом величины   и K , можно полу-

чать различные варианты моделей композиционных 

материалов, обладающих разной степенью связности 

составляющих компонентов. 

Если, например, в общих формулах (14) положить 

1 1, K K    , то получится модель композита, в ко-

тором первый компонент играет роль связующей мат-

рицы, а второй компонент – роль отдельных включе-

ний. Выражения для эффективных модулей упругости 

(14) принимают вид 

 

* 2

1

1 1

* 2
1

1 1

( 1)
1 ,

1 ( 1)

( 1)
1 ,

1 ( 1)

L

L

c m

c m

c k
K K

c k

   
     

     


  
         

  (15) 

где 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

4 5 1 3 22 1 1
; ;

15 1 3 1 2 3 2

K

K

      
        

    
, 

2

1

m





; 2

1

K
k

K
 . 

Если же в общих формулах (14) положить 

2 2, K K    , то получится модель композита, в ко-

тором, наоборот, второй компонент играет роль связу-

ющей матрицы, а первый компонент – роль отдельных 

включений. В этом случае выражения для эффективных 

модулей упругости (14) принимают вид 

 

* 1

2

2 2

* 1
2

2 2

(1 )
1 ,

(1 )

(1 )
1 ,

(1 )

H

H

c m

m c m

c k
K K

q c k

   
     

     


  
         

  (16) 

где 

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

4 5 1 3 22 1 1
, ,

15 1 3 1 2 3 2

K

K

      
        

    
. 

Для допущенных ранее неравенств 2 1    

и 2 1K K  формулы (15) представляют собой нижние 

границы, а формулы (16) –  верхние границы Хашина –

 Штрикмана для изотропных эффективных модулей 

упругости. Эти границы следуют из известных теорем 

теории упругости о минимуме потенциальной энергии и 

минимуме дополнительной энергии и являются суще-

ственно более узкими, чем границы Фойгта и Рейсса 
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*

*

,

,

R F

R FK K K

    


 

  (17) 

где 

 

1 2

1 1 2 2

1 2 2 1

1 2

1 1 2 2

1 2 2 1

, ,

, .

F R

F R

c c
c c

K K
K c K c K K

c K c K

 
         


     
   

  (18) 

Другим типом связности составляющих компонен-

тов обладает микронеоднородная среда, у которой мат-

рица взаимопроникающими компонентами. Модули 

упругости такого композиционного материала получа-

ются из общих формул (14), если в них положить 

1 1 2 2

1 1 2 2

,

.

c c

K c K c K

     


   

 

В этом случае выражения для эффективных вели-

чин (14) принимают вид 

 

 

   

 

   

2

2 1 1 2*

2 1 1 2

2

2 1 1 2*

2 1 1 2

,

.

C

C

c c

c c

K K c c
K K

K K K c c

      
   

      


    
 

     

 (19) 

где 

4 5 1 3 22 1
; ;

15 1 3 1 6 2

K

K

        
        

       
. 

Из формул (19) для эффективных модулей упруго-

сти видно, что каждый компонент обладает самостоя-

тельной несущей способностью и не представляет со-

бой набор отдельных включений. Так, например, при 

1 1 0K    макроскопические величины 
* *, K  тожде-

ственно в нуль не обращаются. Тот факт, что рассмат-

риваемый композит представляет собой матричную 

смесь, подтверждает инвариантность формул (19) отно-

сительно одновременной перестановки величин 

 1 1 1, ,c K  и  2 2 2, ,c K . 

Если в соотношениях (14) принять ; K K    

, то относительно эффективных модулей упругости 

многокомпонентного композита получаются уравнения 

так называемой самосогласованной модели 

 
   

   

1 1 2 2

* * * * * *

1 2

1 1 2 2

* * * * * *

1 2

1,

1,

S S S S S S

S S S S S S

c c

c K c K

K K K K K K

 
 

         


   
        


 (20) 

где 
* * * *

* * *

* * * *

4 5 1 3 22 1
; ; .

15 31 1 6 2

S S S S

S S S

S S S S

K

K

      
       

      
 

На рис. 1 показаны верхние и нижние границы 

Фойгта и Рейсса для эффективного модуля упругости 

сдвига, рассчитанные по формулам (18), верхние и 

нижние границы Хашина – Штрикмана, рассчитанные 

по формулам (15) и (16), и кривая модуля упругости 

сдвига для матричной смеси, рассчитанная по форму-

лам (19).  

 

Рис. 1. Графики функций верхних и нижних границ Фойгта 

и Рейсса для эффективных модулей упругости сдвига, 

рассчитанных по формулам (18), верхних и нижних границ 

Хашина – Штрикмана, рассчитанных по формулам (15) и (16),  

и кривая модуля упругости сдвига матричной смеси,  

                         рассчитанная по формулам (19) 

Fig. 1. Graphs of the functions of the upper and lower Voigt and 

Reuss boundaries for the effective shear elastic moduli calculated 

by formulas (18), the upper and lower Hashin – Shtrikman 

boundaries calculated by formulas (15) and (16), and the shear  

   modulus curve of the matrix mixture calculated by formulas (19) 

 

Расчетные значения: 1 1  ; 1 0,35  ; 2 20  ; 

2 0,25  . 

В самом общем случае вид неопределенных моду-

лей упругости тела сравнения   и K  может быть пред-

ставлен соотношениями 

 
   

   

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

,

,

u

u
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      


    

  (21) 

где величины    1 1 2 2,u c u c  – монотонно возрастающие 

функции, описывающие связность составляющих ком-

понентов композитов и удовлетворяющие условиям 

     

     

   

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 2 2

0 1, 0 0, 1 1,
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1.

u c u u

u c u u

u c u c

   


   


 

 

Подстановка величин (21) в соотношения (12) поз-

воляет получить формулы для усредненных по объему 

2V  деформаций 
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Формулы (14) для эффективных модулей упругости 

принимают вид 

   

    
    

    
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,
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1 1
,

1 1

u u u

uu

U u u u u

u

u u u

uu

U u u u u

u

c m m m
m

m c m m

c k k k
K K k

k c k k

        
      
        
  


        
    
        
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  (23) 

где 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

4 5 1 3 22 1
; ; ;

15 1 3 1 2 3 2

; ; ; .

u u u u

u u u

u u u u

u u u u
u u u u

u u u u

K

K

K K
m m k k

K K

      
             


     
  

 (24) 

На практике изготовление дисперсно-упрочненных 

композиционных материалов обычно сопровождается 

прессованием, брикетированием, спеканием дисперс-

ных частиц и пропиткой расплавом связующего компо-

нента. При малых объемных содержаниях второго ком-

понента композиционного материала 2c  распределен-

ные в объеме первого компонента 1V  дисперсные 

частицы практически не влияют друг на друга, их взаи-

модействие между собой и связность будут минималь-

ными. В этом случае основной вклад в несущую спо-

собность композиционного материала обеспечивает 

первый компонент, образуя связующую матрицу, в ко-

торой хаотически распределены дисперсные включения 

второго компонента, а функция связности  2 2u c  будет 

принимать малые значения, сравнимые со значениями 

величины 2c . С ростом объемного содержания второго 

компонента его брикетируемые и спекаемые дисперс-

ные частицы образуют структуры, которые вместе 

с материалом первого компонента формируют взаимо-

проникающие друг в друга каркасы. При этом взаимо-

действие дисперсных включений в этих каркасах суще-

ственно увеличивается и сопровождается соответству-

ющим ростом функции связности  2 2u c  и ее 

производной. 

При объемных содержаниях второго компонента 

композита 2c , близких к единице, компоненты компо-

зиционного материала могут меняться ролями. Основ-

ной вклад в несущую способность композита начинает 

вносить материал второго компонента, формируя свя-

зующую матрицу, в которой хаотически распределяют-

ся включения из материала первого компонента, 

а функция связности  2 2u c  начинает принимать значе-

ния, близкие к единице. 

Многочисленные экспериментальные наблюдения 

показывают, что при технологическом изготовлении 

образцов дисперсно-упрочненного композиционного 

материала для одних и тех же значений объемных со-

держаний дисперсных частиц 2c  эффективные модули 

упругости принимают различные значения. Это свиде-

тельствует о случайном характере формирования внут-

ренней структуры композитов, поэтому функцию связно-

сти  2 2u c  необходимо считать случайной величиной.  

Очевидно, что изменение функции связности 

 2 2u c  должно соответствовать изменениям объемов 

компонентов 
1V  и 

2V . Так, например, уменьшению объ-

ема первого компонента будет соответствовать увели-

чение функции связности  2 2u c , и наоборот. Таким 

образом, естественно предположить, что положитель-

ное приращение функции связности 2 0u   будет про-

порционально относительному приращению первого 

компонента 1

1

0
V

V


    . 

Относительное приращение   связано с прира-

щением 2с  соотношением 

 21 2 2 2

1 1 1 1 21

с VV V с с

V V с V с с

    
      

 
. 

Таким образом, переменные   и 2c  связаны 

уравнением 

2

21

dс
d

с
 


, 

или 

  2 1 expc    . (25) 

Здесь использовано очевидное начальное условие 

2 0
0с


 . 

Приращение функции связности  2u    

   2 2u u     на некотором промежутке   

можно представить в виде трех слагаемых: 

 2 2 2 2

A B Wu u u u       . (26) 

Здесь 2

Au  – частичное приращение функции связ-

ности на отрезке   за счет слабого взаимодействия 

отдельных частиц; 2

Bu  – частичное приращение функ-

ции связности на отрезке   за счет существенного 

взаимодействия отдельных частиц, образующих кар-

касные структуры; 2

Wu  – случайные колебания прира-

щения функции связности на отрезке   за счет воз-

действия случайных внешних факторов при технологи-

ческом изготовлении образцов дисперсно-упрочненного 

композиционного материала. 

Величины 2

Au , 2

Bu , 2

Wu  можно представить в виде 
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1 .

A

B

W

u A u

u B u u

u u u w







      


        

          

 (27) 
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Здесь A  – коэффициент, описывающий взаимодей-

ствие включений при их малых объемных содержаниях; 

B  – коэффициент, описывающий интенсивное взаимо-

действие между собой включений и формирование из 

них групп каркасных образований; w  – стандартный 

винеровский процесс;  w      ,   – средне-

квадратичное отклонение функции связности  2u   от 

своего математического ожидания; функция 

   0,1N   –  случайная величина с нормальным 

законом распределения, нулевым средним значением 

0   и единичной дисперсией 2 1   [40].  

Множитель   21 u   соотношений (27) соответ-

ствует замедлению роста функции связности  2u  , 

при котором достаточно большая совокупность вклю-

чений и связующая матрица образуют взаимопроника-

ющие каркасы. Параметр   описывает интенсивность 

стремления функции   21 u   к своему предельному 

нулевому значению. 

Подстановка формул (27) в соотношение (26) дает 

          2 2 2u A B u u w             

   21 .u    (28) 

Предельный переход в уравнении (28) при 0  

и 0w   приводит к стохастическому дифференци-

альному уравнению диффузии Ито [40] 

    2 2 2du P u d Q u dw    . (29) 

Здесь 

      2 2 21P u A B u u      (30) 

– коэффициент сноса уравнения (29), 

    2 2 21Q u u u      (31) 

– коэффициент волатильности уравнения (29). 

Начальное условие для уравнения (29) с коэффици-

ентами (30) и (31) имеет вид 

  2 0 0u  , (32) 

Исключение из уравнений (25) и (29) вспомогатель-

ной переменной   приводит к стохастическому диффе-

ренциальному уравнению диффузии Ито относительно 

объемного содержания второго компонента 2c  

    2 2

2 2 2 2

2 2

1 .
1 1

dc dc
du A B u u u

c c


 

             

 (33) 

Стохастическое дифференциальное уравнение (27) 

с начальным условием (26) решается численно с помо-

щью алгоритма, построенного в соответствии с методом 

Эйлера –Маруямы [40] 

      
 

 

1 2

2 2 2

21

i
i i i

i

c
u u A B u

c


 

      

 

     
 

 

   2

2 2 2

2

1 .
1

i

i i i

i

c
u c u

c


    



 (34) 

При реализации алгоритма (34) на малом шаге 
 
2 0
i

c   начиная с нулевого значения генерируется 

случайное число 
    2

i i
c    и вычисляется последую-

щие значение 
 1
2

i
u


. Результатом работы этого алгорит-

ма образуются последовательности 
  2

i
c  и 

  2

i
u , ко-

торые на координатной плоскости образуют систему 

точек 
    2 2,
i i

c u  и соответствующую ей случайную тра-

екторию. Каждый раз при повторении алгоритма (34) 

образуется новая случайная траектория, поскольку слу-

чайная величина  2c    генерирует новые случайные 

значения. 

В численных расчетах по алгоритму (34) отрезок 

[0,1]c  разбивался на 100n   одинаковых частей 

с постоянным значением шага 
 
2 2 0,01
i

c c    . Число 

реализаций случайной функции связности  2 2u c  было 

принято 50m  . Следует отметить, что вблизи началь-

ной точки 
    0 0

2 20, 0c u   и вблизи конечной точки 

    1 1

2 21, 1
n n

c u
 

   функция связности становится по-

чти детерминированной. 

Для вычисления математического ожидания функ-

ции связности  2M u  необходимо выполнить статисти-

ческое усреднение стохастического дифференциального 

уравнения (33) 

      2

2 2 2

2

1 ,
1

dc
dM u M A B u u

c

      
  

 

и получить уравнение, содержащее статистические мо-

менты 

 2

2 2

1

1

dM u

dc c
 


 

   1

2 2 2 .A B M u A M u B M u               (35) 

Рекуррентное вычисление с помощью уравнения 

(35) статистических моментов вида 
2

hM u    приводит к 

появлению моментов все более высоких порядков, об-

разующих бесконечную цепочку статистических урав-

нений, которую можно оборвать, сделав определенные 

допущения. 

В качестве такого допущения здесь предполагается, 

что флуктуации величины  2 2 2u u c  относительно ее 
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математического ожидания  2M u  пропорциональны 

случайной величине  2c    

  2 2u M u    . (36) 

Здесь     2 21M u M u


       – коэффициент 

пропорциональности. 

Тогда выражение для величины 2

hu , с учетом фор-

мулы (36), принимает вид 

  
 2 2

2

1

h

hhu M u
M u

 
     

 

. (37) 

Ограничиваясь в формуле (37) малыми флуктуаци-

ями 
 2

1
M u


  , рассмотрим три слагаемых сходяще-

гося биномиального ряда 

 2 2

hhu M u   

 
 

 

 

2
2

2

2 2

1
1 .

2

h h
h

M u M u

   
        
 
 

 (38) 

Вычисляя по формуле (38) средние величины 

 
 

 

 
 

 

2
2

2 2 2

2

2
11 2

2 2 2

2

1
1 ,

2

1
1 ,

2

M u M u
M u

M u M u
M u





     
           

 

     
           

 

[ПW1] 

и подставляя их в уравнение (35), находим дифферен-

циальное уравнение для математического ожидания 

 2M u  функции связности  2 2u c  

   
  

 
  

2 2

2

2 2

2

2
2

2

2

1

1

1

2 1

dM u M u
A B M u

dc c

M u
M u

c








    



 
   



 

       21 1 .A B M u        (39) 

Начальное условие для уравнения (39) имеет вид 

  2 0 0.M u     (40) 

Сравнение результатов численного решения задач 

Коши (39), (40) с численными значениями статистиче-

ского среднего, вычисленного по всем 50m   реализа-

циям алгоритма (34), показывает их почти полное сов-

падение. 

На рис. 2 представлены численные реализации ре-

шений алгоритма (34) в виде семейства стохастических 

траекторий функции связности  2 2u c  и кривая ее ма-

тематического ожидания  2M u , построенная в соот-

ветствии с численным решением задачи Коши (39), (40). 

 

Рис. 2. Семейство стохастических траекторий функции 

связности  2 2u c , построенных в соответствии с численными 

реализациями алгоритма (34) и кривая математического 

ожидания  2M u , построенная по результатам численного  

                      решения задачи Коши (39), (40) 

Fig. 2. The family of stochastic trajectories of the connection 

function  2 2u c  constructed in accordance with the numerical 

implementations of the algorithm (34) and the mathematical 

expectation curve  2M u  constructed from the results of the  

          numerical solution of the Cauchy problem (39), (40) 

Расчетные значения: 0,1A  ; 0,5B  ; 100n  ; 

50m  ; 0,5  ; 1  . 

Эффективные стохастические модули упругости 

композиционного материала рассчитываются по фор-

мулам (23), (34) и (39), (40). 

На рис. 3 представлены численные реализации рас-

четов стохастических модулей упругости 
*

U  в виде 

семейства стохастических траекторий, построенных 

с помощью алгоритма (28), и кривая математического 

ожидания стохастического модуля упругости *

UM    , 

построенная в соответствии с численным решением 

задачи Коши (39), (40). Все стохастические траектории 

модуля 
*

U  и его математическое ожидание *

UM     

расположены внутри вилки верхней и нижней границ 

Хашина – Штрикмана. 

Расчетные значения: 0,1A  ; 0,5B  ; 100n  ; 

50m  ; 0,5  ; 1  ; 1 1  ; 1 0,35  ; 2 20  ; 

2 0,25  . 

Применим полученные результаты для расчета мо-

дулей упругости композиционного материала, образо-

ванного из кобальта  Co , упрочненного дисперсными 

частицами карбида вольфрама  WC . 

В работе [37] представлены экспериментальные 

данные по измерению эффективного модуля упругости 

Юнга двухкомпонентного композиционного материала 

0,5

2c

1,0

0

0,5

0 1,0

   2 2 2,u c M u
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 Co WC . Значения[ПW2] модуля упругости и коэффи-

циента Пуассона первого компонента – кобальта –

составляют 
1 206,27E   ГПа и 

1 0,30  . Значения мо-

дуля упругости и коэффициента Пуассона второго  

компонента – карбида вольфрама составляют  

2 703,18E   ГПа и 
2 0,22  . 

 

Рис. 3. Семейство стохастических траекторий функции 

модуля упругости  *

2U c , построенных с помощью 

алгоритма (34), кривая математического ожидания 

стохастического модуля упругости  *

2UM c   , построенная 

в соответствии с численным решением задачи Коши (39), (40),  

       и верхняя и нижняя границы Хашина – Штрикмана 

Fig. 3. The family of stochastic trajectories of the elastic modulus 

function  *

2U c  constructed using algorithm (34), the 

mathematical expectation curve of the stochastic elastic modulus 

 *

2UM c   , constructed in accordance with the numerical 

solution of the Cauchy problem (39), (40), and the upper and lower  

                            Khashin – Shtrikman bounds 

На рис. 4. представлено сравнение численных реа-

лизаций расчетов стохастических модулей упругости 
*

UE  в виде семейства стохастических траекторий, по-

строенных с помощью формул (23) и алгоритма (34). 

 

Рис. 4. Семейство стохастических траекторий функции  

модуля упругости  *

2UE c , построенных с помощью формул (23) 

и алгоритма (34). Светлыми кружками обозначены  

экспериментальные значения модуля упругости Юнга композита 

Fig. 4. A family of stochastic trajectories of the elastic modulus 

function constructed  *

2UE c  using formulas (23) and algorithm 

(34). The open circles indicate the experimental values of the  

              Young's modulus of elasticity of the composite 

Расчетные значения: 0,2A  ; 1,0B  ; 100n  ; 

50m  ; 1,0  ; 1  . 

В работе [38] представлены экспериментальные 

данные по измерению эффективного модуля упругости 

Юнга еще одного двухкомпонентного композиционного 

материала  Co WC . В этом случае значения модуля 

упругости и коэффициента Пуассона первого компо-

нента – кобальта – составляют 1 207,93E   ГПа 

и 1 0,31  . Значения модуля упругости и коэффициен-

та Пуассона второго компонента – карбида вольфрама – 

составляют 
2 710,08E   ГПа и 

2 0,19  . 

На рис. 5. представлено сравнение численных реа-

лизаций расчетов стохастических модулей упругости 
*

UE  такого композиционного материала в виде семей-

ства стохастических траекторий, построенных с помо-

щью формул (23) и алгоритма (34). 

 

Рис. 5. Семейство стохастических траекторий функции модуля 

упругости  *

2UE c , построенных с помощью формул (23) и 

алгоритма (34). Точками обозначены экспериментальные  

              значения модуля упругости Юнга композита 

Fig. 5. A family of stochastic trajectories of the elastic modulus 

function constructed  *

2UE c  using formulas (23) and algorithm (34). 

The dots indicate the experimental values of the Young's  

                        modulus of elasticity of the composite 

Расчетные значения: 0,25A  ; 0,25B  ; 100n  ; 

50m  ; 1,00  ; 1  . 

 

Заключение 

 

Предложена новая математическая модель расчета 

эффективных модулей упругости микронеоднородного 

двухкомпонентного изотропного композиционного ма-

териала, связность компонентов которого изменяется 

случайным образом в зависимости от уровня их относи-

тельных объемных содержаний. 
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2
c
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Сформулировано стохастическое уравнение для па-

раметра связности составляющих компонентов, соглас-

но которому при увеличении объемного содержания 

наполнителя отдельные включения образуют структуры 

матричной смеси в виде взаимопроникающих каркасов, 

а затем превращаются в новую связующую матрицу с 

отдельными включениями из материала остатков старой 

матрицы. 

В соответствии с методом Эйлера – Маруямы по-

строен алгоритм численного решения этого стохастиче-

ского дифференциального уравнения. Каждой реализа-

ции этого алгоритма соответствует своя стохастическая 

траектория случайной функции связности составляю-

щих компонентов композиционного материала. 

Разработан вариант метода вычисления математи-

ческого ожидания случайной функции связности со-

ставляющих компонентов и получено для него соответ-

ствующие дифференциальное уравнение. Показано, что 

численное решение этого уравнения и среднее значение 

функции фактора производства, вычисленное по всему 

ансамблю стохастических траекторий, дают близкие 

численные значения. 

Установлены новые макроскопические определяю-

щие соотношения для микронеоднородных материалов 

с изменяемой микроструктурой и вычислены их эффек-

тивные модули упругости. 

Значения эффективных модулей упругости, постро-

енных по полученным в статье выражениям, лежат 

внутри вилки Хашина – Штрикмана для нижней и верх-

ней границы эффективных модулей упругости компо-

зиционных материалов. 

Численный анализ разработанных моделей показал 

хорошее соответствие известным экспериментальным 

данным. 
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