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УДК 539.3 

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ  

ДЛЯ ДЛИННОГО ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА  

Д.А. Шляхин, М.А. Кальмова  

Самарский государственный технический университет, Самара, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 14 октября 2020 г. 

Принята: 22 апреля 2021 г. 
Опубликована: 12 июля 2021 г. 

 Построено новое замкнутое решение связанной нестационарной задачи термоэлект-

роупругости для длинного пьезокерамического радиально поляризованного цилиндра. 
Рассматривается случай действия на его внутренней цилиндрической поверхности неста-
ционарной нагрузки в виде функции изменения температуры при заданном законе конвек-

ционного теплообмена на внешней лицевой стенке (граничные условия теплопроводности 
1-го и 3-го родов). Электродированные поверхности цилиндра подключены к измеритель-
ному прибору с большим входным сопротивлением (электрический холостой ход). 

Исследуется задача, в которой скорость изменения температурной нагрузки не оказы-
вает влияние на инерционные характеристики упругой системы, что позволяет включить в 
исходные линейные расчетные соотношения уравнения равновесия, электростатики и 

теплопроводности относительно радиальной компоненты вектора перемещений, электри-
ческого потенциала, а также функции изменения температурного поля. В расчетах исполь-
зуется гиперболическая LS-теория теплопроводности. 

Решение задачи осуществляется с помощью обобщенного метода биортогонального 
конечного интегрального преобразования, основанного на многокомпонентном соотноше-
нии собственных вектор-функций двух однородных краевых задач. Структурный алгоритм 

данного подхода позволяет выделить сопряженный оператор, без которого невозможно 
осуществить решение несамосопряженных линейных задач математической физики. 

Построенные расчетные соотношения дают возможность определить напряженно-

деформированное состояние, термоэлектрические поля, индуцируемые в пьезокерамиче-
ском элементе при произвольном температурном внешнем воздействии. Подключение 
электроупругой системы к измерительному прибору позволяет измерить электрическое 

напряжение. 
Анализ численных результатов позволяет, во-первых, установить скорость изменения 

температурной нагрузки, при которой необходимо использовать гиперболическую теорию 

теплопроводности и, во-вторых, определить физические характеристики пьезокерамиче-
ского материала для случая, когда скорость изменения объема тела приводит к перерас-
пределению температурного поля. 

Разработанный алгоритм расчета может быть использован при проектировании нере-
зонансных пьезоэлектрических датчиков температуры. 
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 А new closed-loop solution for the coupled nonstationary problem of thermoelectric elasticity 
is designed for a long piezoceramic radially polarized cylinder. The case of the nonstationary load 

acting on its inner cylindrical surface is considered as a function of temperature change at a given 
law of the convection heat exchange on the outer face wall (boundary conditions of heat conduc-
tivity of the 1st and 3rd types). Electrodynamic cylinder surfaces are connected to a measuring 

device with a high input resistance (electric idling). 
We investigate the problem where the rate of the temperature load changes does not affect 

the inertial characteristics of the elastic system. It makes it possible to expand the initial linear 

computational relations with the equilibrium, electrostatics and heat conductivity equations with 
respect to the radial component of the displacement vector, electric potential as well as the func-
tion of temperature field changes. Hyperbolic LS-theory of the thermal conductivity is used in the 

computations.  
The problem is solved with a generalized method of biorthogonal finite integral transformation 

based on a multicomponent ratio of eigen functions of two homogeneous boundary value problems. 

The structural algorithm of this approach allows identifying a conjugated operator, without which it is 
impossible to solve non-self-conjugated linear problems in mathematical physics. 

The resulted computational relations make it possible to determine the stress-strain state, 

temperature and electric fields induced in the piezoceramic element under an arbitrary external 
temperature effect. By connecting the electroelastic system to the measuring tool, we can find 
voltage.  

Firstly, the analysis of the numerical results allows identifying the rate of the temperature 
load changes, at which it is necessary to use the hyperbolic theory of thermal conductivity. Sec-
ondly, it allows determining the physical characteristics of the piezoceramic material for the case 

when the rate of changing the body volume leads to a redistribution of the temperature field. 
The developed computational algorithm can be used to design non-resonant piezoelectric 

temperature sensors. 
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Введение 

 

В настоящее время пьезокерамические материалы 

используются при разработке датчиков температуры, 

работа которых основана на зависимости электрического 

поля, индуцируемого в пьезокерамическом элементе, от 

величины внешнего температурного воздействия [1–7]. 

Для расширения функциональных возможностей изме-

рительных приборов данного типа возникает необходи-

мость углубленного анализа нестационарных процес-

сов, позволяющего понять эффект взаимодействия ме-

ханических, температурных и электрических полей.  

Математическая формулировка начально-краевых за-

дач термоэлектроупругости включает систему несамосо-

пряженных дифференциальных уравнений, исследование 

которых в последнее время, как правило, проводится при 

использовании численных методов [8–12]. Однако доста-

точно слабые эффекты взаимодействия полей различной 

физической природы удается проанализировать только 

с помощью замкнутых аналитических решений. При этом 

проблема интегрирования исходных расчетных соотноше-

ний и построение общего решения приводит к проведе-

нию расчетов в упрощенной постановке, а именно: иссле-

дуются несвязанные задачи [13,14] или анализируются 

бесконечно длинные тела [15–17]. 

Замкнутые решения динамических задач термо-

электроупругости представлены в немногих исследова-

ниях [5, 14–17]. В работе [5] на основании известных 

характеристик вынужденных стационарных электро-

упругих колебаний исследовалась плотность распреде-

ления температуры по длине конструкции. Статья [14] 

посвящена анализу напряженно-деформированного со-

стояния длинного полого цилиндра в рамках LS-теории 

теплопроводности [18] при тепловом ударе без учета 

влияния электрического потенциала на термоупругие 

поля. В [15, 16] рассматриваются связанные задачи 

классической CTE-теории [19] для однородного и неод-

нородного пьезокерамических неограниченных слоев. 

Использование преобразования Лапласа позволило 

сформулировать в пространстве изображений инте-

гральное уравнение Фредгольма, которое реализовыва-

лось численным методом. В работе [17] предложена 

модель электротермоупругого полупространства с не-

однородным покрытием, где для построения решения 

использовался численно-аналитический метод. 

Можно отметить также работы [20–22], в которых 

используется нелинейная теория термоэлектроупруго-

сти, позволяющая описать отклик пьезокерамических 

конструкций с учетом неоднородных начальных  

условий. 
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Целью настоящей работы является решение связан-

ной нестационарной задачи термоэлектроупругости для 

длинного полого пьезокерамического цилиндра при 

действии на его поверхностях температурной нагрузки 

и учете конвекционного теплообмена с окружающей 

средой [19] с использованием гиперболической LS-

теории теплопроводности [18]. Рассматривается случай, 

когда скорость изменения нагрузки существенно меньше 

скорости распространения упругих волн, что позволяет 

не учитывать инерционные свойства конструкции и ис-

пользовать в расчетах уравнения равновесия [23, 24]. 

1. Постановка задачи. Пусть полый длинный неза-

крепленный пьезокерамический цилиндр занимает 

в цилиндрической системе координат  , ,r z   область 

 :  ,0 2 ,a r b z          . Рассматривается 

случай действия на внутренней ( r a  ) цилиндриче-

ской поверхности нестационарной нагрузки в виде 

функции изменения температуры 1 *( )t  (граничное 

условие 1-го рода), а на внешней ( r b  ) лицевой по-

верхности задан закон конвекционного теплообмена 

(граничное условие 3-го рода) и известна температура 

окружающей среды  .  

Внутренняя электродированная поверхность зазем-

лена, а внешняя подключена к измерительному прибору 

с большим входным сопротивлением, что соответствует 

режиму электрического холостого хода. 

В общем случае дифференциальные уравнения рав-

новесия, электростатики и теплового баланса на осно-

вании гиперболической зависимости Лорда – Шульмана 

имеют вид [18, 25–27]  
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где * *( , ), ( , )rr r t r t     – компоненты тензора механиче-

ских напряжений;  ,rD r t 
 – радиальная составляющая 

вектора индукции электрического поля;  * *,s r t  объ-

емная плотность энтропии; 0T Т   ; 0, ,T Т  соот-

ветственно приращение, текущая температура, а также 

температура первоначального состояния тела, при кото-

ром отсутствуют механические напряжения; rel  вре-

мя релаксации;    коэффициент теплопроводности 

материала. 

Уравнения осесимметричного состояния электро-

упругой анизотропного среды при радиальной поляри-

зации пьезокерамического материала с гексагональной 

кристаллической решеткой класса 6 mm записываются 

следующим образом [17, 27]: 
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а объемная плотность энтропии  * *,s r t  при разложе-

нии в ряд Тейлора, с учетом условия 1
T


, опреде-

ляется зависимостью [15] 
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В равенствах (2),(3) *( , )U r t

 – радиальная состав-

ляющая векторов перемещений; *( , )r t

   потенциал 

электрического поля; 33, ,ms msС e    модули упругости, 

пьезомодули и коэффициент диэлектрической проница-

емости электроупругого материала  , 1,3m s  ; k   ко-

эффициент объемной теплоемкости материала; 11 33,    

компоненты тензора температурных напряжений; 3g   

компонента тензора пирокоэффициентов; оператор 

1

r r 


  


. 

В результате подстановки (2), (3) в (1) получаем 

следующую систему дифференциальных уравнений 

термоэлектроупругости и краевые условия рассматри-

ваемой задачи в безразмерной форме: 
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Расчетные соотношения (5) учитывают отсутствие 

механических напряжений на цилиндрических поверх-

ностях, заземление внутренней ( r R ) и подключение 

к измерительному прибору внешней ( 1r  ) электроди-

рованных поверхностей, а также граничные условия 

теплопроводности. 

С учетом заземления металлической подложки, 

напряжение холостого хода  V t  определяется потен-

циалом электрического поля на внешней поверхности 

цилиндра: 

    1, .V t t    (7) 

2. Построение общего решения. На первом этапе 

решения выполняется процедура приведения расчетных 

соотношений (4)–(6) к виду, позволяющему в дальней-

шем использовать метод конечных биортогональных 

интегральных преобразований [28]. Для этого вводятся 

новые функции  ,u r t ,  ,r t ,  ,L r t  связанные с 

 ,U r t ,  ,r t ,  ,r t  следующими соотношениями: 

       1, , ,U r t H r t u r t  ,      2, , ,r t H r t r t   ,  (8) 

     3, , ,r t H r t L r t   ,  

где  

          

      
1 2 3 1 2 3 1

4 5 6

, , , ,

, , ,

H H H f r f r f r t

f r f r f r

  

 
 

Подстановка (8) в (4)–(6) при удовлетворении  

условий  

 
1 1 2

9 3

2| 3| 1

,1 0,

0, ,r R r R

H H H
r R a H

r r r

H H 

 
     

 

   

  (9) 

2 1 1

4 5 6 3

| 1

0,
r

H H H
a a a H

r r r 

  
    

  
  

3

10 3 10

| 1r

H
a H a

r


 
   

 
 

позволяет получить краевую задачу относительно 

функций  ,u r t ,  ,r t ,  ,L r t  с однородными гра-

ничными условиями: 

 
1 2 3 12

1u u L
a a L a R

r r r r rr

  
      
  

,  (10) 

4 5 6 2

1u u
a a a L R

r r r r

  
      

  
,  

2

7 8 32

L
L a u a R

r t rt

     
        
     

; 

  ,1r R  9 0
u u

a L
r r r

 
   

 
, | 0r R  , | 0r RL   ,  (11) 

4 5 6

| 1

0
r

u u
a a a L

r r r 

  
     
  

, 10

| 1

0
r

L
a L

r 

 
  

 
;  

0t      1 2 3, , , ,u L H H H   ,  

 
   1 2 3, , , ,u L H H H

t t

  
 

 
;  (12) 

где  

31 1 2 2
1 1 2 3 32

1 HH H H H
R a a H a

r r r r rr

  
      

  
,  

2 1 1

2 4 5 6 3

1H H H
R a a a H

r r r r

  
      

  
,  

2

3 2

3 3 7 1 82

H H
R H a H a

r t rt

     
        

     
. 

Начально-краевую задачу (10)–(12) решаем, исполь-

зуя структурный алгоритм биортогонального конечного 

интегрального преобразования (КИП) [28]. Для этого 

вводим на сегменте [R, 1] КИП с неизвестными компо-

нентами собственных вектор-функций ядер преобразо-

ваний    1 3, ... , ,i iK r K r     1 3, ... ,i iN r N r  :  

   
 1

7 8 3

,
( , ) , , ( , ) ,i i

R

r t
G t L r t a u r t a K r rdr

r

 
      

 
  (13) 

      

      
2

1 2 3

1

, , , , ,

( , ) , , , , , ,i i i i i

i

u r t r t L r t

G t N r N r N r K




 

    
 

1
2

3 3( , ) ( , ) ,i i i

R

K K r N r rdr    

где ,i i   собственные значения соответствующих 

однородных линейных краевых задач относительно со-

пряженных  ,k iK r  и инвариантных  ,k iN r  компо-

нент вектор-функций ядер КИП ( 1,2,3k  ). 

В результате использования алгоритма КИП [22] 

получаем задачу для трансформанты ( , )iG t : 
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2

2

2

i i

i i H

d G dG
G R

dtdt
    ,  (14) 

 0t   
| 0 0i tG G  , 0

| 0

i

t

dG dG

dt dt

 ;  (15) 

а также две системы дифференциальных уравнений, 

граничные условия относительно неизвестных компо-

нент преобразований    1 3, ... ,i iK r K r  :  

    2 31 1 2 2
1 4 5 72

1
0i

dKdK K dK dK
a a a a

dr dr r dr drr
       ,  (16)  

22 1 1
2 8 3

1
0i

dK dK dK
a a K

dr dr r dr
       ,  

23 1 1 2
3 6 3 0i

dK dK K dK
a a K

dr dr r dr
       ; 

,1r R  21 1 2
9 4 7 3 0i

dK K dK
a a a K

dr r dr
    ,  

 2| 3 0r R r RK K   ,  (17) 

22 1 1

2 8 3

| 1

0i

r

dK dK K
a a K

dr dr r 

 
     
 

, 

3

10 3

| 1

0
r

dK
a K

dr


 
  

 
;  

и    1 3, ... ,i iN r N r  : 

  31 1 2 2

1 2 3 32

1
0

NdN N dN dN
a a N a

dr dr r dr rr
       ,  (18) 

2 1 1
4 5 6 3

1
0

dN dN dN
a a a N

dr dr r dr
       ,  

23 2

3 7 1 8 0i

dN dN
N a N a

dr dr

 
      

 
; 

,1r R  1 1 2
9 3 0

dN N dN
a N

dr r dr
    , 2| 0r RN   ,  

 3| 0r RN   ,  (19) 

2 1 1

4 5 6 3

| 1

0
r

N N N
a a a N

r r r 

  
     
  

, 

3

10 3

| 1

0
r

dN
a N

dr


 
  

 
;  

где  
1

1 1 2 2 3 3H

R

R R K R K R K rdr    , 

 
1

0 1 1 2 2 3 3 | 0t

R

G H K H K H K rdr


    , 

1

0 31 4

1 2 3

| 0tR

dG HH H
K K K rdr

dt t t t


  
    

   
 . 

Задача для трансформанты iG  (14), (15) и сопря-

женная однородная задача (16), (17) относительно ком-

понент ядра    1 3, ... ,i iK r K r   получены в результате 

применения вырожденного преобразования (13), а соот-

ношения (18),(19) построены путем применения к полу-

ченной (сопряженной) задаче (16),(17) аналогичного 

(13) КИП с компонентами ядра    1 3, ... ,i iN r N r  .  

Общий интеграл уравнения (14) с учетом начальных 

условий (15) имеет вид 

   
1

1 2

0 0

0 2 1 0 1 2

,

exp( ) exp( )

i i i

i i i i

G t m m

dG dG
G N m t G N m t

dt dt



      

    
         

   

 

       1 2

0

exp exp ,

t

H i iR m t m t d


              


  (20) 

где 1 2,i im m   корни характеристического уравнения: 

2 2 0i i im m     . 

В уравнении теплопроводности (10) перераспреде-

ление тепла в теле при малых значениях коэффициен-

тов 7 8,a a  происходит за счет учета скоростей измене-

ния его объема и напряженности электрического поля. 

Это приводит к тому, что связанность термоупругих 

полей в большей степени оказывает влияние на транс-

форманту нагрузки ( , )iG t  и незначительно – на фор-

му функций    1 3, ... ,i iK r K r  ,    1 3, ... ,i iN r N r   

[23, 24]. Учитывая данный факт, при решении систем 

(16), (18) принимаем значения 7 8 0a a   и в результате 

получаем следующие выражения функций 

   1 3, ... ,i iK r K r  ,    1 3, ... ,i iN r N r  : 

  1 1 2 3, A A

i i i iK r D D r D r    ,  (21) 

   2 1 11 2 12 3 13 6, ln A A

i i i i iK r D a r D a r D a r D     ,  

     

     

3 1 14 0,0 2 15 0,

3 16 0, 4 0 5 0

,

,

i i i i A i

i A i i i i i

K r D a Q r D a Q r

D a Q r D J r D Y r

     

     
 

     1 1 2 3 ,1 4 ,2 5 17, A A

i i i i i i i iN r E r E r E V r E V r E a      , 

 

   

2 1 18 2 19

3 ,3 4 ,4 5 20 6

,

ln( ) ,

A A

i i i

i i i i i i

N r E a r E a r

E V r E V r E a r E

   

   
 

     3 3 0 4 0,i i iN r E J r E Y r     , 

где  

     

 

, , ,

1

2

1,2 ,

A A A A

i m i m i mV r r F r r dr r F r r dr
A

m

   
 



   

 
 

   ,1 1

,3 4 5 ,1 6 0

i

i i i

dV r
V r a a r V r a J r dr

dr


 

    
 
 , 
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 
 

   ,2 1

,4 4 5 ,2 6 0

i

i i i

dV r
V r a a r V r a Y r dr

dr


 

    
 
 , 

 

 
 

 
 

1

, 4

0 0

6 2 6 3 6

1

1 1 ,

i m

i i

F a

Z r dZ r
a a a a a

r dr


  

  
      
 

 

   0 01 ,i im Z r J r     

   0 02 ,i im Z r Y r     

  
12

1 2 5 41A a a a a


   , 1

11 1 5a a a  , 1

12 2 1a a A  , 

1

13 2 1a a A  ,  

 1

14 1 6 5 3a a a a a   ,  15 2 6 3 6 1a a a a A a    , 

 16 2 6 3 6 1a a a a A a    ,  

  
1

2

17 2 41 1a a A a


   
  , 1

18 5 4a a A a  , 

1

19 5 4a a A a  , 
20 5 171a a a  . 

В равенствах (21)    0 0... , ...J Y  – обыкновенные 

функции Бесселя 1-го и 2-го родов нулевого порядка, 

 0, ...Q 
 – неэлементарные функции Ломмеля 

( ,0, )A A    [29], 1 6...i iD D , 1 6...i iE E   постоянные инте-

грирования.  

Подстановка    1 3, ... ,i iK r K r  ,  1 , ...iN r

 3 ,iN r  в соответствующие граничные условия 

(17),(19) формирует две системы алгебраических урав-

нений, решение которых позволяет определить посто-

янные интегрирования 1 6...i iD D , 1 6...i iE E  и собственные 

значения , .i i   

Окончательные выражения функций  , ,U r t

 , ,r t  ,r t  получим, применяя к трансформанте 

(20) формулы обращения (13). В результате, с учетом 

(8), имеем:  

             1 2 3, , , , , , , , , ,U r t r t r t H r t H r t H r t      

       
2

1 2 3

1

( , ) , , , , , .i i i i i

i

G t N r N r N r K




      (22) 

Полученные выражения являются сходящимися в 

силу полноты систем функций     1, , , |m i m i iK r N r 

     

на интервале  ,1z R . 

Функции    1 3, ... ,H r t H r t  определяются при ре-

шении следующих дифференциальных уравнений: 

31 1 2 2
1 2 3 32

1
0,

HH H H H
a a H a

r r r r rr

  
      

  
(23) 

2 1 1
4 5 6 3

1
0

H H H
a a a H

r r r r

  
      

  
, 3 0

H

r


 


. 

что позволяет существенно упростить правые части 

расчетных соотношений (10). В результате подстановки 

выражений 1 3...H H  в (23) формируются две системы 

уравнений относительно    1 3...f r f r  и    4 6...f r f r . 

Их решение, при удовлетворении условий (9), позволя-

ет определить функции 1 3...H H . 

3. Численный анализ результатов. В качестве 

примера рассматривается радиально поляризованный 

пьезокерамический цилиндр ( 0.8R  ) состава ПКР-35, 

который для электроупругих материалов имеет относи-

тельно большой коэффициент линейного температурно-

го расширения ( 5 11.1 10t K    ) [30]. В расчетах ис-

пользовались следующие физические характеристики 

материала [30, 31, 32]:  11 33 13, ,С С С 

  1013.9, 11.8, 6.2 10  H/м2, 9

33 7.87 10   Ф/м, 

64 10k    Дж/(м3 К), 4

3 2 10g    Kл/(м2 К),  31 33,e e   

 7.3,16.2   Кл/м2,     6

11 33, 2.93, 2.43 10      H/(м2 К),  

143.   Вт/(м K),    5.6 Вт/(м2 K), 65 10rel

    с. 

Рассматривается случай действия на внутренней 

поверхности ( r a  ) температурной нагрузки в виде 

         1 max max maxsin ,t T t H t t H t t  

   
      
 

  (24) 

где  H t   единичная функция Хэвисайда (   1H t   

при 0t  ,   0H t   при 0t  ), max max 0T T T  , 

max max,T t    максимальное значение внешнего темпера-

турного воздействия и соответствующее ему время в 

размерной форме ( max 373T K  , 0 293T K ),
max2t


  . 

На рис. 1 представлены графики изменения функ-

ций    , , ,r t r t   по радиальной координате r  в раз-

личные моменты времени t  ( 0.02b   м, max 1t   с). 

Цифрами 1–3 соответственно обозначены результаты, 

полученные при значениях max max max,10 ,100t t t t . 

Анализ представленных графиков позволяет сде-

лать следующие выводы: 

1. При достижении температурной нагрузки макси-

мальных значений maxt t  (рис. 1, а, кривая 1) темпера-

турное поле изменяется в области, близкой с лицевой 

нагреваемой поверхности ( r R ). В дальнейшем тем-

пературное поле цилиндра растет (рис. 1, а, кривая 2), и 

полный прогрев пьезокерамической конструкции 

наблюдается при max100t t  (рис. 1, а, кривая 3). 

2. Наибольшие значения индуцируемого электриче-

ского поля  ,r t  наблюдаются при достижении тем-

пературной нагрузки максимальных значений maxt t  

(рис. 1, б, кривая 1). Далее, при постоянном значении 
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температурной нагрузки происходит уменьшение чис-

ленных значений  ,r t  (рис. 1, б, кривые 2, 3).  

 

а 

 

б 

Рис. 1. Графики изменения функций    , , ,r t r t    

по радиальной координате r  в различные моменты времени: 

 а –  ,r t r  ; б –  ,r t r   (1 – 
maxt t ; 2 – 

max10t t ;  

                             3 – 
max100t t , max max2

t t
kb

 ) 

Fig. 1. Graphs of changes in functions    , , ,r t r t   along  

radial coordinate r  at different moments: а –  ,r t r  ;  

б –  ,r t r   (1 – 
maxt t ; 2 – 

max10t t ; 3 – 
max100t t ,  

                                         max max2
t t

kb

 ) 

На рис. 2 показаны графики изменения перемеще-

ний (1, )U t  во времени t  в случае достижения нагрузки 

максимальных значений за период время 4

max 10t   (с)  

( 7

max 1,33 10t   ). Сплошной и пунктирной линией со-

ответственно обозначены результаты, полученные при 

использовании гиперболической и параболической 

 0   теорий теплопроводности.  

Результаты расчета показывают, что при исследова-

нии пьезокерамических радиально поляризованных ци-

линдров уточненную теорию Лоренца – Шульмана 

необходимо использовать при очень быстром измене-

нии температурной нагрузки ( 4

max 10t  c). Это приво-

дит увеличению перемещений до 10 % .  

 

Рис. 2. Графики изменения функции  1,U t  по времени t   

Fig. 2. Graphs of function change  1,U t  by time t  

При этом необходимо дать оценку влияния сил 

инерции упругой системы на напряженно-

деформированное состояние рассматриваемой кон-

струкции при высокоскоростном температурном воз-

действии. Численные результаты расчета задачи элект-

роупругости для длинного цилиндра [33] позволяют 

сделать вывод, что при гармоническом воздействии 

силы инерции необходимо учитывать при следующем 

соотношении частоты вынужденных колебаний   и 

первой частоты собственных колебаний  : 0.5




. 

Принимая 
max2t


     и учитывая численные резуль-

таты расчета, приведенные в работе [33], получаем, что 

при 5

max 10t  данные характеристики оказывают влия-

ние на деформированное состояние электроупругой 

системы. Таким образом, построенный алгоритм расче-

та, позволяющий учесть инерцию теплового потока, 

справедлив при 5 4

max10 10t     (с). 

На рис. 3, 4 представлены графики изменения тем-

пературы  ,r t  по радиальной координате r  и раз-

ности потенциалов  V t  во времени t . Сплошной 

и пунктирной линиями соответственно обозначены ре-

зультаты, полученные с учетом и без учета скорости 

изменение объема электроупругого тела ( U
t





). 

В настоящем примере при вычислении температур-

ного поля  ,r t  и разности потенциалов  V t  

наибольший эффект связанности наблюдается соответ-

ственно при max2t t  и maxt t . В дальнейшем данный 

эффект снижается. 

Заключение. Полученные численные результаты 

позволяют сделать вывод, что при исследовании работы 

электроупругого цилиндра, выполненного из пьезоке-

рамического материала с коэффициентом линейного 

температурного расширения 5 110t K   , необходимо 

учитывать связанность температурных и упругих полей. 

При этом вследствие различных скоростей распростра-
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нения электромагнитных и термоупругих полей можно 

не принимать во внимание влияние скорости изменения 

напряженности на температурное поле.  

 

Рис. 3. Графики изменения  ,r t  по радиальной  

координате r  в различные моменты времени  

(1 – 
max2t t ; 2 – 

max10t t ) 

Fig. 3. Graphs of change  ,r t  along radial coordinate r   

at different moments (1 – 
max2t t , 2 – 

max10t t ) 

 

Рис. 4. Графики изменения разности потенциалов  V t  во 

времени t   

Fig. 4. Graphs of difference in potentials  V t  within time t   

Построенный алгоритм решения позволяет также 

учесть передачу тепла в виде теплового излучения. 

В этом случае нелинейное граничное условие теплопро-

водности 3-го рода удовлетворяется путем организации 

итерационного процесса. 
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