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 Рассматривается трехмерная задача упругопластического деформирования
и выпучивания полусферических оболочек при контактном взаимодействии с жест-
кими телами. Для описания деформирования оболочки применяется текущая ла-
гранжева формулировка. Уравнение движения выводится из баланса виртуальных
мощностей. В качестве уравнений состояния используются соотношения теории
течения с изотропным упрочнением. Контактное взаимодействие жесткого тела 
и оболочки моделируется исходя из условия непроникания. Для дискретизации
определяющей системы уравнений по пространственным переменным применяет-
ся 8-узловой изопараметрический конечный элемент с полилинейными функциями
формы. Решение задачи при заданных граничных и начальных условиях основано
на моментной схеме метода конечных элементов и явной конечно-разностной схе-
ме интегрирования по времени типа «крест». Выполнены расчеты упругопластиче-
ского деформирования и выпучивания полусферической стальной оболочки, 
расположенной на неподвижной плите при квазистатическом вдавливании неде-
формируемого индентора. Индентор имеет вид цилиндрической оболочки с про-
дольными вырезами в области контакта. Количество вырезов в расчетах варьиро-
валось. Проведено численное исследование влияния формы индентора на уро-
вень пластических деформаций и величину критической нагрузки. Как показали
результаты расчетов, полусферическая оболочка в процессе нагружения претер-
певает значительные локальные формоизменения в области контакта с инденто-
ром, характеризуемые большими смещениями и углами поворота конечных эле-
ментов как жесткого целого. Достоверность результатов численного решения зада-
чи подтверждается хорошим соответствием с экспериментальными данными
других авторов. Показано, что при малых деформациях поперечного сдвига
и больших углах поворота применение моментной схемы метода конечных эле-
ментов с определением скоростей деформаций и напряжений в локальном базисе
вполне обоснованно при использовании явной конечно-разностной схемы интегри-
рования типа «крест» с малыми шагами по времени. 
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 The three-dimensional problem of elastic-plastic deformation and buckling of the 
hemispherical shells under contact with the rigid bodies is considered. Current 
Lagrangian formulation is applied to describethe shell deformation. The equation of mo-
tion is derived from thebalance of possible work powers. The ratios of the flow theory with 
isotropic hardening are used as the equations of state. Contact interaction of a rigid body
and shell is modeled based on non-penetration conditions. We use a 8-node 
isoparametric finite element with multilinear form functions for a digitization of the consti-
tutive system of equations. The solution of the problem under given boundary and initial
conditions is based on the moment scheme of finite element method and an explicit cross 
type finite-difference scheme of time integration. Calculations of elastic-plastic defor-
mation and buckling of hemispherical steel shell, located on the stationary plate at quasi-
static indentation by nondeformable indenter, are done. Indenter has a form of a cylindri-
cal shell with longitudinal notches in the contact area. Number of notches is varied in the 
calculations. A numerical study of the influence of the indenter form on the level of plastic
deformation and the value of the critical load is carried out. As shown by the results of
calculations, significant local deformations of hemispherical shell in the contact area with 
the indenter in the process of loading are formed. It is characterized by large displace-
ments and rotation angles of finite element as a rigid body. The reliability of the results of
numerical solution of the problem is confirmed by a good agreement with the experi-
mental data of other authors. It is shown that the application of moment scheme of finite 
element method to determine the rate of strain and stress in the local basis is justified at 
low shear deformations and large angles of rotation torque by using explicit cross type 
finite-difference scheme of time integration with small time steps. 
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Введение 

 
Для упругопластических сферических оболочек при сжатии, потере устойчивости и по-

следующем закритическом деформировании характерна близкая к билинейной зависимость 
силы сопротивления от прогиба. Благодаря этому они хорошо поглощают (адсорбируют) 
энергию внешнего динамического воздействия и представляют значительный интерес как 
демпфирующий элемент при проектировании современных противоударных конструкций.  

Результаты теоретических и экспериментальных исследований упругопластического 
выпучивания сферических оболочек при различных условиях нагружения представлены 
в [1–14]. Рассмотрены задачи упругопластического выпучивания сегментов сферических 
оболочек [1–3] и замкнутых сферических оболочек [4] при нагружении равномерным внеш-
ним давлением. Отмечено, что учет пластических деформаций приводит к существенному 
снижению критической нагрузки. В [5, 6] представлен обзор методов и результатов теорети-
ческих и экспериментальных исследований устойчивости тонкостенных конструкций. Про-
изводится анализ выпучивания сегментов пологих сферических оболочек при квазистатиче-
ском сжатии локальными нагрузками, приложенными по периметру сегмента. Изучены раз-
нообразные аспекты влияния локальных конструктивных дефектов на устойчивость 
оболочек. Показано, что угол обхвата ложемента существенно влияет на форму волнообра-
зования. В [7] проведен экспериментальный и численный анализ осесимметричного упруго-
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пластического выпучивания полусферических оболочек (26 < R/h < 45) при сжатии между 
двумя плитами. В [8] приводятся результаты экспериментальных и теоретических исследо-
ваний предельных состояний стальных полусферических оболочек с различными геометри-
ческими параметрами при локальном контактном нагружении недеформируемыми инденто-
рами различной формы. В [9, 10] представлены результаты конечно-элементного анализа не-
линейного деформирования алюминиевых и стальных полусферических оболочек при 
осевом ударном и квазистатическом нагружениях. Исследовано влияние геометрических па-
раметров и упругопластических характеристик конструкционных материалов на деформиро-
вание оболочек. В [11] в осесимметричной постановке рассмотрена задача упругопластиче-
ского выпучивания свинцовой сферической оболочки в алюминиевом скафандре под дейст-
вием импульса перегрузки. В [12] излагается процедура калибровки теоретических 
результатов (критических нагрузок) на основании экспериментальных данных.  

С развитием математических моделей, вычислительной техники, численных методов 
и программных систем появились новые возможности решения задач устойчивости упру-
гопластических конструкций в геометрически нелинейной постановке как неидеальных 
систем с начальными несовершенствами формы при сложных нагружениях. При этом 
вместо критических бифуркационных нагрузок определяются предельные нагрузки и со-
ответствующие формоизменения конструкций. Для численного решения подобных квази-
статических задач в теории упругости хорошо разработан метод продолжения по обоб-
щенному параметру нагружения [13]. Для упругопластических задач этот метод неэффек-
тивен и малопригоден, особенно при решении контактных задач, ввиду зависимости 
решения от истории нагружения, которое фактически не предоставляет свободы выбора 
оптимального параметра нагружения с целью регуляризации задачи в предельных точках 
интегральной зависимости нагрузка-перемещение. В связи с этим для исследования про-
цессов деформирования и оценки предельных состояний упругопластических тел при не-
однородных напряженно-деформированных состояниях, сложных нагружениях и нема-
лых формоизменениях получила применение динамическая формулировка задачи с ис-
пользованием в качестве параметра нагружения модифицированного времени [1–3]. 
В квазистатических задачах роль регуляризатора численного решения выполняют инер-
ционные члены, вклад которых регулируется выбором соответствующей скорости нагру-
жения и ее реверсом при разгружениях. Отметим, что динамическая постановка задачи 
в сочетании с явной схемой интегрирования по времени позволяет весьма эффективно 
моделировать закритическое поведение и контактное взаимодействие упругопластиче-
ских элементов конструкций при квазистатическом нагружении [1–3, 14].  

Ниже приводятся результаты численного исследования квазистатического выпучива-
ния упругопластических полусферических оболочек при вдавливании жестких инденторов 
в динамической постановке [2, 14]. Решение задачи основано на моментной схеме метода 
конечных элементов и явной конечно-разностной схеме интегрирования по времени типа 
«крест» [1, 2]. Результаты расчетов сопоставляются с экспериментальными данными. 

 
1. Определяющая система уравнений и метод решения 

 
Деформирование оболочки описывается в переменных Лагранжа с позиций механики 

сплошных сред [15–19]. Наряду с общим базисом 1 2 3[ ]X X X X  введем местную (сопут-

ствующую) систему координат 1 2 3[ ]x x x x  с направляющими косинусами :ijn  
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 , , 1,3i ij jx n X i j    (1) 

(по повторяющимся индексам ведется суммирование). Здесь 3x  – координата, отсчиты-

ваемая от срединной поверхности оболочки и нормальная к ней, 1 2,x x  – ортогональны 

к 3x . Деформации поперечного сдвига предполагаем малыми, что позволяет считать ме-

стный базис ортогональным в течение всего процесса деформирования. Компоненты тен-
зора скоростей деформаций в местном базисе ij  выражаются через компоненты ije  ско-

рости деформаций в общем базисе: 

 ,ij im jk mkn n e     (2) 

которые определяются в метрике текущего состояния, 

 , ,( ) / 2, ( , 1,3)ij i j j ie U U i j       
 0

0

.
t

i i it
X X U dt


      (3) 

В (2) iU   перемещения в общей декартовой системе координат Х; индекс после запятой 

означает частную производную по соответствующей пространственной переменной, точ-
ка над символом – частную производную по времени t . 

Уравнение движения выводится из баланса виртуальных мощностей [15,16,19]: 

 ( , 1, 3),
p q

q
ij ij i i i i i idV U U dV P U d P U d i j

   

                    (4) 

где iU  – компоненты вектора скорости перемещения в общей декартовой системе координат 

Х; ij  – компоненты тензоров напряжений Коши;   – плотность; q
iP  – контактное давление; 

iP  – распределенная нагрузка;   – исследуемая область; q  – поверхность контакта; p  – 

зона действия внешнего давления; ij , iU   – вариации ij , iU  (на поверхности с заданными 

кинематическими граничными условиями 0iU  ); точка над символом означает частную 

производную по времени t ; по повторяющимся индексам ведется суммирование.  
Упругопластическое деформирование материала описывается соотношениями тео-

рии течения [1, 20, 21].  
V

ij ij ij     
, 3V VK    , / 3,V

ii     

 e V p
ij ij ij ij           , 0p

ii  , 2 e
ij ijG    , (5) 

/p
ij ijf     , 2

т

2
0;

3ij ijf        т т

0

2
( ) , .

3

t
p p

ij ij dt            

Здесь ij , ij , v , v  – девиаторные и шаровые компоненты тензоров напряжения 

и скоростей деформаций; p
ij  – скорости пластических деформаций; G, К – модули сдвига 

и объемного сжатия; ij  – символы Кронекера; f – поверхность текучести Мизеса; т  – 

динамический предел текучести;   – параметр, тождественно равный нулю при упругом 
деформировании и определяемый при упругопластическом деформировании из условия 
прохождения мгновенной поверхности текучести через конец вектора догрузки.  
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На контактной поверхности формулируются условия непроникания по нормали 
и свободного скольжения вдоль касательной к поверхности контакта: 

 1 2
n nu u  , 1 2

n nq q  , 1 2 0i iq q  , 1 2,i    , (6) 

где 1 2, ,n    – единичные векторы локального, ортогонального базиса, n – вектор нормали 

к поверхности контакта, 1 2,   ортогональны n; нижний индекс i означает проекцию век-

тора на оси подвижной системы координат, верхними индексами 1 и 2 обозначены номе-
ра соответствующих подобластей, поверхности которых находятся в контакте. Опреде-
ляющая система уравнений (1)–(4) дополняется кинематическими граничными и началь-
ными условиями.  

Для дискретизации определяющей системы уравнений применяются моментная схе-
ма метода конечных элементов и явная конечно-разностная схема типа «крест» [19, 22–
25]. Оболочка заменяется лагранжевой сеткой, состоящей из 8-узловых конечных элемен-

тов (КЭ). В узлах сетки определяются ускорения  U , скорости  U  и перемещения  U  

в общей системе координат    1 2 3

T
X X X X . Предполагается, что деформации попереч-

ного сдвига в конечных элементах малы, а смещения и углы поворота КЭ как жесткого 
могут быть большими. В каждом конечном элементе вводится локальный базис 

   1 2 3
Tx x x x  (1), отслеживающий его вращение как жесткого целого пошаговым пере-

счетом направляющих косинусов осей [1, 25, 26]. Конечный элемент с помощью полили-

нейного изопараметрического преобразования отображается на куб 1 1 ( 1, 3)i i     : 

  
8

1 2 3
1

k
i i k

k

x x N


    , 1 1 2 2 3 3(1 / )(1 / )(1 / ) / 8k k k
kN           ,  (7) 

где ,k k
i ix   – координаты узлов в базисах ,x  ; Nk – функции формы. Компоненты скорости 

деформаций ij  в КЭ аппроксимируются линейными функциями 

 0 1 2 3
1 2 3 ,ij ij ij ij ij                 (8) 

где 0
ij  – значения компонент скорости деформаций в центре КЭ (безмоментные состав-

ляющие), а / constk
ij ij k       – их градиент (моментные составляющие). Чтобы не за-

вышать сдвиговую жесткость элемента, в (6) учитываются только компоненты k
ij , соот-

ветствующие изгибающим и крутящим моментам в теории оболочек [24].  
С применением формул численного интегрирования [17, 18] напряжения, определен-

ные в локальном базисе, заменяются статически эквивалентными узловыми силами, кото-
рые проецируются в общую систему координат. После замены интегрирования по области 
  суммированием по элементам получим дискретный аналог уравнений движения 

      ,M U F   (9) 

где  M  – диагональная матрица масс;    ,U F  – векторы, составленные из ускорений 

узлов КЭ-сетки и результирующих узловых сил в общей системе координат. Система 
обыкновенных дифференциальных уравнений (9) интегрируется по явной конечно-
разностной схеме типа «крест». 
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Численная схема для определения контактного давления и статически эквивалентных 
ему узловых сил приведена в [23].  

Конечно-элементная методика [19, 22, 23] реализована в рамках вычислительной 
системы (ВС) «Динамика-3», аттестованной в научно-техническом центре по ядерной 
и радиационной безопасности (регистрационный паспорт аттестации ПС № 325 
от 18.04.2013) и Госстандарте РФ (сертификат соответствия Госстандарта России 
№ РОСС RU.ME20.H00338).  

 
2. Результаты исследований 

 
На основе изложенной выше методики и ВС «Динамика-3» выполнен расчет упру-

гопластического  деформирования  и выпучивания полусферической стальной оболочки  

(R = 3,85 см, R/h = 48,125, 37,8 г/см ,  
150 ГПа,Е    0,33,   диаграмма деформи-

рования приведена на рис. 1), расположен-
ной на неподвижной плите при квазистати-
ческом вдавливании недеформируемого ин-
дентора, имеющего вид цилиндрической 
оболочки (R = 2,5 см, R/h = 5) с продольны-
ми вырезами в области контакта, количество
N которых варьировалось (рис. 2, а, б). Раз-
меры опорных элементов инденторов при 
этом не менялись. Скорость вертикального 
смещения индентора 1 м/с. 

 

Рис. 1. Диаграмма деформирования 

      
а                                          б 

Рис. 2. Формы инденторов и конечно-элементные сетки расчетной области:  
а – N = 4; б – N = 3 

Численное исследование проводилось на сетках с одним слоем конечных элементов 
по толщине оболочки. Количество конечных элементов сетки оболочки в расчетах было 
равным 4800. Результаты решения задачи приведены на рис. 3–5. 
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На рис. 3, а, б представлены графики F(u) изменения контактной силы в зависимости от 
смещения инденторов, изображенных на рис. 2, а, б соответственно. Сплошной, пунктирной 
и штриховой линиями отмечены результаты эксперимента [8] и расчетов в квазистатической 
и динамической постановке с применением вычислительных систем ABAQUS [8, 27] и «Ди-
намика-3» соответственно. На рис. 3, в сравниваются графики зависимости F(u), полученные 
на основе ВС «Динамика-3» для инденторов при N = 4 и N = 3. Остаточные формы полусфе-
рической оболочки в расчете и натурном эксперименте [8] для первого варианта задачи  
(N = 4) представлены на рис. 4. Распределение интенсивностей пластических деформаций 
в оболочке, полученное с применением вычислительной системы «Динамика-3», изображено  

 

Рис. 3. Зависимость контактной силы от смещения индентора 

     
а                                                              б 

Рис. 4. Остаточная форма оболочки для первой задачи (N = 4):  
а – эксперимент; б – ВС «Динамика-3» 
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       а                                                               б 

Рис. 5. Остаточное распределение интенсивности пластических деформаций (%)  
в оболочке: а – N = 4; б – N = 3 

на рис. 5 на момент окончания нагружения. В табл. 1 приведены максимальные значения па-
раметра Одквиста  , сдвиговых деформаций 12  в срединной поверхности оболочки, а также 

деформаций поперечного сдвига 23 , 31 . 

Таблица 1 

Максимальные деформации (%) 

N   
12  23  31  

4 25 8,3 2,9 2,6 
3 23 7 2,5 2 

 
Как видно из рис. 4, 5, полусферическая оболочка в процессе нагружения претерпе-

вает значительные локальные формоизменения, характеризуемые большими смещениями 
и углами поворота конечных элементов как жесткого целого. Так, углы поворота конеч-
ных элементов в зоне вмятин достигают 70 градусов. Изгибные деформации оболочки, по 
расчетным данным, не превышают 25 %. Максимальное значение деформаций попереч-
ного сдвига оболочки составляют 3 %, а максимальные сдвиговые деформации срединной 
поверхности оболочки 8,3 %.  

В табл. 2 приведены расчетные и экспериментальные значения критической нагрузки 
для рассмотренных вариантов задачи. 

Таблица 2 

Критические значения нагрузки (кН) 

 Расчет (ВС «Динамика-3») Эксперимент 
N = 4 9,7 9,02 
N = 3 8,1 7,9 

 
Снижение площади контакта оболочки и индентора на 25 % при уменьшении числа 

продольных вырезов в цилиндрической оболочке (см. рис. 2) в расчетах и экспериментах 
приводит к уменьшению критического значения нагрузки примерно на 15 %.  

При кинематическом закритическом нагружении нет скачкообразного динамического 
перехода на закритическую ветвь деформирования. На всех этапах нагружения, в том 
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числе и на падающей ветви деформирования после достижения критической нагрузки, 
оболочка находится в устойчивом равновесном состоянии. Образование локальных вмя-
тин сопровождается временным снижением контактной силы. При дальнейшем расшире-
нии локальных вмятин сила сопротивления оболочки внедрению индентора возрастает за 
счет упрочнения материала и увеличения жесткости оболочки (см. рис. 3).  

Проведенные расчеты свидетельствуют о достаточной эффективности применения 
динамического подхода к исследованию предельных состояний упругопластических обо-
лочек при квазистатических нагружениях и больших формоизменениях. ВС «Динамика-3» 
с удовлетворительной для инженерной практики точностью описывает исследуемый про-
цесс. Так, рассогласование графиков зависимости контактной силы от смещения нагру-
жающего устройства, полученных расчетным путем на основе ВС «Динамика-3» 
и экспериментально, на закритической стадии деформирования оболочки не превышает 
5 %. Остаточные формы оболочки в расчете и эксперименте также соответствуют друг 
другу. Численные результаты решения задачи с применением ВС «Динамика-3» в дина-
мической постановке в целом лучше согласуются с экспериментальными данными, чем 
результаты, полученные на основе ABAQUS в квазистатической постановке. 

 
Выводы 

 
Сопоставление результатов расчетов на основе ВС «Динамика-3» с экспериментом 

показало, что при малых деформациях поперечного сдвига и больших углах поворота 
применение моментной схемы метода конечных элементов с определением скоростей де-
формаций и напряжений в местном вращающемся базисе, определяемом изменением 
геометрии оболочки, обеспечивает приемлемую точность вычислений при использовании 
явной конечно-разностной схемы интегрирования типа «крест» с малыми шагами по вре-
мени, что соответствует данным расчетно-экспериментальных исследований [28]. Отно-
сительно грубая дискретизация геометрии оболочки стала возможной благодаря приня-
той аппроксимации скоростей деформаций и напряжений в моментной схеме МКЭ [19, 
22, 23], которая является, по существу, численной реализацией шестимодального вариан-
та теории оболочек типа Тимошенко [24] и позволяет моделировать динамику тонкостен-
ных оболочек на сетках с одним слоем элементов по толщине. 

 
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект  

№ 16-19-10113). 
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