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 На основе концепции слоя взаимодействия рассмотрено упругое деформирование компози-
та, состоящего из пластин, связанных адгезионным слоем. Толщина слоя принимается в качест-
ве линейного параметра. При нагружении нормальным отрывом в случае плоской деформации 
учитывается трехосное напряженное состояние адгезионного слоя. Из общей вариационной 
постановки посредством гипотезы плоских сечений получена постановка задачи в дифференци-
альном виде. В рамках упрощенной постановки найдено аналитическое решение, которое согла-
суется с численным решением, полученным методом конечных элементов. Показано, что коэф-
фициент Пуассона адгезионного слоя существенно влияет на его напряженное состояние,  
в котором имеет место практическое совпадение двух главных напряжений. Для слабосжимае-
мых адгезионных слоев реализуется напряженное состояние, близкое к гидростатическому рас-
тяжению. С целью анализа напряженного состояния адгезионного слоя, сингулярного при пре-
дельно малых значениях линейного параметра, предлагается использовать энергетическое 
произведение (ЭП), локальные напряжения (ЛН) и локальные деформации (ЛД). ЭП определяет-
ся в виде произведения удельной свободной энергии слоя и линейного параметра, а ЛН (ЛД) –  
в виде произведения напряжений (деформаций) и квадратного корня из линейного параметра. 
Показано, что данные характеристики не являются сингулярными относительно малых толщин 
слоя и не зависят от линейного параметра. Установлено, что величина, к которой сходится ЭП 
при фиксированной внешней нагрузке и стремлении линейного параметра к нулю не зависит от 
механических свойств адгезива, а величины ЛН (ЛД) зависят от свойств адгезива. При критиче-
ской нагрузке инициирования трещины в адгезиве ЛД в направлении отрыва существенно  
(на несколько порядков) превышает ЛД в ортогональном направлении. При этом ЛН и ЛД отрыва 
вносят основной вклад в формирование ЭП. 

Предложена методика определения критического значения ЭП, соответствующего иниции-
рованию трещины в адгезиве, на основе использования максимальной внешней нагрузки из 
экспериментальных R-кривых. 
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 The paper deals with the elastic deformation of a composite consisting of plates connected 
with an adhesive layer on the basis of the interaction layer concept. The layer thickness is taken 
as a linear parameter. Under loading by the normal separation in the case of plane deformation, 
the triaxial stress state of the adhesive layer is taken into account. From the general variational 
setting, by using the hypothesis of flat sections, the problem is formulated in a differential form. 
Within the framework of a simplified formulation, an analytical solution is found that agrees with 
the numerical solution obtained by the finite element method. It is shown that Poisson's ratio of 
the adhesive layer significantly affects its stress state, in which there is a coincidence of the two 
principal stresses. For weakly compressible adhesion layers, a stress state close to hydrostatic 
tension is realized. In order to analyze the stress state of the adhesion layer, which is singular at 
extremely small values of the linear parameter, it is proposed to use the energy product (EP), 
local stresses (LS) and local deformations (LD). EP is determined as the product of the specific 
free energy of the layer and the linear parameter, and LS (LD) is determined as the product of 
stresses (deformations) and the square root of the linear parameter. It is shown that these char-
acteristics are not singular with respect to small layer thicknesses and do not depend on the line-
ar parameter. It was found that the value to which the EP converges at a fixed external load and 
the linear parameter tends to zero does not depend on the mechanical properties of the adhe-
sive, and the LS (LD) values depend on the properties of the adhesive. At the critical load of 
crack initiation in the adhesive, the LD in the direction of the separation is significantly (by several 
orders of magnitude) higher than the LD in the orthogonal direction. In this case, the LS and LD 
of separation make the main contribution to the formation of the EP. 

A method is proposed for determining the critical value of the EP corresponding to crack ini-
tiation in the adhesive based on the use of the maximum external load from the experimental R-
curves. 
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Введение 
 

Экспериментальные исследования трещиностойко-

сти адгезионных слоев используют в качестве образца 

двухконсольную балку (ДКБ-образец). Непосредствен-

но из эксперимента получают зависимость внешней 

нагрузки от перемещения консоли (R-кривая). Обработ-

ка результатов строится на модели линейно-упругого 

тела и уравнениях Ирвина [1]. При этом исследуется 

участок устойчивого продвижения трещиноподобного 

дефекта в адгезионном слое.  

Трещиноподобный дефект в адгезионном слое мо-

делируется слоем нулевой толщины. В качестве меха-

нических характеристик материала в рассмотрение вво-

дятся предельные значения коэффициентов интенсив-

ности напряжений как в классическом их понимании 

[1–3], так и с учетом выраженных пластических свойств 

[4–7]. Данные характеристики являются следствием 

сингулярного распределения поля напряжений в вер-

шине трещиноподобного дефекта.  

Широкое распространение получили когезионные 

модели [8–16], для которых используется задание зако-

на распределения сил сцепления априори. Достижение 

предельных значений когезионных сил рассматривается 

в виде характеристики материала, которая в свою оче-

редь зависит от выбранного закона распределения сил 

сцепления.  

Наряду с классической моделью трещины в виде 

математического разреза имеют место представления 

трещиноподобного дефекта в виде разреза с характер-

ной толщиной [17–24]. В данном случае в состояние 

разрушения вовлекается материальный объем слоя 

взаимодействия [22–24], лежащего на продолжении фи-

зического разреза с линейным параметром 
0δ . При этом 

механические свойства слоя взаимодействия соответст-

вуют материалу, где трещиноподобный дефект будет 

формироваться. Если рассматривается зарождение тре-

щины в адгезионном слое, соединяющем тела, толщины 

которых существенно превосходят толщину адгезион-

ного слоя, то при моделировании процесса зарождения 

трещины адгезионный слой может быть заменен слоем 

взаимодействия с механическими характеристиками 

адгезива и толщиной 
0δ . При 

0δ 0 0   напряженное 

состояние в концевой области трещины будет стре-

миться к бесконечности, однако в отличие от математи-

ческого разреза будет зависеть от механических свойств 

слоя взаимодействия. Для описания напряженно-

деформированного состояния предлагается ввести 

в рассмотрение локальные напряжения (ЛН) и локаль-
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ные деформации (ЛД), которые при относительно ма-

лых толщинах слоя взаимодействия становятся незави-

симыми от толщины. Из анализа экспериментальных R-

кривых ряда адгезивов [25] получены характеристики 

напряженного состояния зоны предразрушения в виде 

энергетического произведения (ЭП) [23] и локальных 

напряжений. При различии в модулях упругости и при-

мерном равенстве коэффициентов Пуассона ЛН прини-

мают практически равные значения, однако ЭП в этом 

случае имеют существенное различие. Для смолы 

Sikaforce 7752 значение ЭП совпало с эксперименталь-

ными данными по нахождению критического потока 

энергии 
ICG  при инициализации трещины [26].  

 

1. Постановка задачи 

 

На рис. 1 показан слоистый композит длиной a , 

состоящий из трех тел. Пластины 1 и 2 с одинаковыми 

толщинами h  и механическими свойствами по длине  

связаны слоем взаимодействия 3 толщиной 
0δ . Правый 

торец образца жестко закреплен от перемещений, на 

левых торцах консолей действует антисимметричная 

нагрузка в виде изгибающего момента М. Вся остальная 

поверхность образца свободна от внешней нагрузки. 

Полагаем материалы консолей и слоя упругими. 

Композит рассматриваем в состоянии плоской дефор-

мации.  

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 

применим концепцию «слоя взаимодействия». В этом 

случае равновесие тел 1 и 2 согласно работе [23] запи-

шем в вариационной форме для тела 1: 

1

+

22 2 1 12 1 1δ σ δ σ δ
S

ds u dx u dx     σ ε  

 

1

+
1

2

0 11 1 12 1

1 1

δ δ
0,5δ σ σ P δu1

L

u u
dx dx dl

x x

  
    

  
     (1) 

и тела 2: 

2

22 2 1 12 1 1δ σ δ σ δ
S

ds u dx u dx      σ ε  

   

2

2
1 2

0 11 1 12 1

1 1

δ δ
0,5δ σ σ P δ ,u

L

u u
dx dx dl

x x

   
      

  
     (2) 

где 
1S , 

2S  – площади тел 1 и 2; σ , ε  – тензоры напря-

жений и деформаций; σ , ε  – тензоры средних напря-

жений и деформаций слоя с соответствующими компо-

нентами: 

   
0

0

0,5δ

11 1 11 1 2 2

0 0,5δ

1
σ σ ,

δ
x x x dx



  ; 

   
0

0

0,5δ

22 1 22 1 2 2

0 0,5δ

1
σ σ ,

δ
x x x dx



  ;  

      
0

0

0,5δ

21 1 12 1 21 1 2 2

0 0,5δ

1
σ σ σ ,

δ
x x x x dx



   ; (3) 

 
   1 1 1 1

11 1

1 1

ε 0,5
u x u x

x
x x

   
     

;  

 
   2 1 2 1

22 1

0

ε
δ

u x u x
x

  
   
 

;  

   21 1 12 1ε εx x   

 
       1 1 1 1 2 1 2 1

0 1 1

0,5 0,5
δ

u x u x u x u x

x x

       
         

,  (4) 

где 
ku , 

ku  – соответственно компоненты векторов пе-

ремещений верхней и нижней границ слоя; 1,2k  ; 
1L , 

2L  – граница приложения внешней нагрузки для тела 1 

и 2;    – двойное скалярное умножение;   – скалярное 

умножение.  

 
Рис. 1. Модель ДКБ-образца 

Fig. 1. DCB model 
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Постулируется жесткое сцепление между граница-

ми области 3 и областями 1, 2:  

      1 0 1 0 1,δ 2 ; , δ 2 ; 0,x x x    u u u u   (5) 

наряду с равенством компонент векторов напряжений 

границ слоя и сопрягаемых им пластин. 

В силу симметрии задачи проекции поля пере-

мещений удовлетворяют условиям    1 2

1 1 1 1u x u x , 

   1 2

2 1 2 1u x u x  . 

Для материала слоя взаимодействия 3 определяю-

щие соотношения считаем справедливыми для средних 

компонент тензоров напряжений и деформаций. При 

упругом деформировании слоя связь средних напряже-

ний и деформаций определяется законом Гука: 

 3 3

3 3

ν
σ ε εδ

1 ν 1 2ν
ij ij ij

E  
  

  
.  (6) 

Таким образом, достаточно ограничиться рассмот-

рением тела 1. В этом случае из (4) и (6) σ 0,12   и раз-

решающая система уравнений (1), (2) преобразуется 

в вариационное уравнение 

1

22 2 1δ σ δ
S

ds u dx   σ ε  

 

1

1
1

0 11 1

1

δ
+ 0,5δ σ P δ .u

L

u
dx dl

x


  

    (7) 

Рассмотрим определяющие соотношения консоли 

в форме закона Гука: 

 1 1

1 1

ν
σ ε εδ ,

1 ν 1 2ν
ij ij ij

E  
  

  
  (8) 

где 
1E , 

1ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассо-

на; ε  – объемная деформация; δij
 – символ Кронекера; 

, 1,2,3i j  . 

Для упрощения задачи принимаем, что поле пере-

мещений в теле 1 определено следующим образом 

с учетом условия (5): 

       1 1 2 1 1 1 2 0, δ 2u x x u x x x   ;  (9) 

    2 1 2 2 1,u x x u x .  (10) 

Входящие в представление (9), (10) параметр   

имеет геометрический смысл малого угла поворота ма-

териальной нормали к плоскости δ 22 0x   в теле 1. 

Согласно распределению (9), (10) деформации будут 

определяться в виде 

  
 

  1 1

11 1 2 1 2 0

1

ε , δ 2
du x

x x x x
dx



   ;  (11) 

    
 

 2 1

21 1 2 12 1 1

1

ε , ε 0,5
du x

x x x x
dx

 
    

 
;  (12) 

  22 1 2ε , 0x x  .  (13) 

Выражения (11), (12), как теория Тимошенко [27] 

и работы [28–30], учитывают сдвиговые деформации 

и повороты нормалей в теле.  

Рассмотрим работу внутренних напряжений для те-

ла 1 с учетом заданных полей деформаций (11)–(13): 

 
0

0

1

0 δ 2
1

11 2 0
δ 2

1 1

2

12 1 2

1

δ δ
δ σ δ 2

δ
σ δ

h

a
S

d u d
ds x

dx dx

d u
dx dx

dx


 





  
      

 

 
    

 

  σ ε

 

 
0

0

δ 2
1

11 2 0
0 δ 2

1 1

δ δ
σ δ 2

h d u d
x

dx dx






  
     

 
   

 2

12 1 2

1

δ
σ δ .

d u
dx dx

dx

  
    

 
 (14) 

Введем в рассмотрение обобщенные силы 

  
0

0

δ 2

11 11 2
δ 2

σ
h

1Q x dx


  ;  (15) 

  
0

0

δ 2

12 1 12 2
δ 2

σ
h

Q x dx


    (16) 

и обобщенный момент 

    
0

0

δ 2

11 11 2 0 2
δ 2

σ δ 2
h

1M x x dx


  .  (17) 

Интегрируем по частям ряд слагаемых в (14) с уче-

том (15)–(17) и третье слагаемое в левой части (7): 

 
1

1

0 00
1

1 1 1 1

1 1

δ
δ δ

x
k k

k k k kx aa a

d u dQ
Q dx Q u u dx

dx dx


 

 

 
   ;  (18) 

 
1

1

1

1 1 1 100 0
1 1

δ
δ δ

x
k k

k k k kx

d u dQ
Q dx Q u u dx

dx dx




 

 
   ;  (19) 

 
1

1

0 00 11

11 1 11 1

1 1

δ
δ δ

x

x aa a

dMd
M dx M dx

dx dx

 

 


     ;  (20) 

 
1

1

11

11 1 11 100 0
1 1

δ
δ δ

x

x

dMd
M dx M dx

dx dx



 


     ;  (21) 

 
1

1

1 11

11 1 11 1 1 100 0
1 1

δ σ
σ σ δ δ

x

x

d u d
dx u u dx

dx dx




 

 
   .  (22) 

Рассмотрим правую часть (7): 

 
1

1

1

P δ δu
x a

L

dl M


   .  (23) 

Подставив (14), (18)–(23) в (7) и приравняв слагае-

мые при равных вариациях, приходим к двум системам 

дифференциальных уравнений для участка 1 :;0x a   

 11

12

1

0
dM

Q
dx

  , 11

1

0
dQ

dx
 , 12

1

0
dQ

dx
 ;  (24) 
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для участка  1 0; :x   

    11

12

1

0
dM

Q
dx

  , 11 11

0

1 1

σ
0,5δ 0

dQ d

dx dx
  , 12

22

1

σ
dQ

dx
   (25) 

с условиями сопряжения 

 
1 1

1 10 0x x
u u 

 
 ;  (26) 

 
1 1

2 20 0x x
u u 

 
 ;  (27) 

 
1 10 0x x 

  ;  (28) 

 
1 1

11 110 0x x
M M

 
 ;  (29) 

 
1 1

12 120 0x x
Q Q

 
 ;  (30) 

  
1 1

11 11 0 110 0
5δ σ0,

x x
Q Q

 
    (31) 

и естественными граничными условиями 

 
1

12 0
x a

Q


 ;  (32) 

 
1

11 0
x a

Q


 ;  (33) 

 
1

11 x a
M M


  ,  (34) 

а на правом торце рассматриваем граничные условия 

 
1

1 0
x

u


 ;  (35) 

 
1

0
x 

  ;  (36) 

 
1

2 0
x

u


 .  (37) 

С учетом (11)–(13) и условия плоской деформации  

( ε 033  ), определяющие соотношения (8), запишем 

в виде 

 
 

  1 1

11 1 2 0

1

σ δ 2
du x

D x x
dx

 
    

 
;  (38) 

 
 

 2 1

12 1

1

σ
du x

L x
dx

 
   

 
,  (39) 

где 
 

  
1 1

1 1

1 ν

1 ν 1 2ν

E
D




 
, 

 
1

12 1 ν

E
L 


. 

Из (6) и (3) получим связь напряженного состояния 

в слое взаимодействия и его граничным перемещением 

на участке  0,1x  : 

 1

1 2 2

1

σ11

du
D D u

dx



  ;  (40) 

 1

22 1 2 2

1

σ
du

C u C
dx



  ;  (41) 

  3 11 22σ ν σ σ33   ,  (42) 

где 
 

  
3 3

1

3 3

1 ν

1 ν 1 2ν

E
D




 
; 

  
3 3

2

3 3 0

2 ν

1 ν 1 2ν δ

E
D 

 
; 

 

  
3 3

1

3 3 0

2 1 ν

1 ν 1 2ν δ

E
C




 
; 

  
3 3

2

3 3

ν

1 ν 1 2ν

E
C 

 
. 

Запишем выражения обобщенных сил: 

   
0

0

δ 2
1

11 1 2 0 2
δ 2

1

δ 2
h du

Q x D x dx
dx


   

      
  

  

 
2

1

1

;
2

du h
D h

dx

 
   

 
  (43) 

  
0

0

δ 2
2 2

12 1 2
δ 2

1 1

h du du
Q x L dx Lh

dx dx

 
    

      
   

   (44) 

и момента: 

     
0

0

δ 2
1

11 1 2 0 2 0 2
δ 2

1

δ 2 δ 2
h du

M x D x x dx
dx


   

       
  

  

 
2 3

1

12 3
.

duh h
D

dx

 
   

 
  (45) 

В результате задача (24), (25) с учетом (40)–(45) 

и условий сопряжения (26)–(31) становится замкнутой. 

Граничные условия (32)–(37) дают решение поставлен-

ной задачи.  

 

2. Решение задачи 

 

Рассмотрим участок [ ;0)a . Из системы (24), гра-

ничных условий (32)–(34) и условий сопряжения (29)–

(31) приходим к следующим условиям на левой границе 

участка (0; ] : 

 
1

11 0x
M M


  ;  (46) 

 
1

12 0
0

x
Q


 ;  (47) 

  
1

11 0 11 0
0,5δ σ 0

x
Q


  .  (48) 

Из (25), (40), (41) для участка (0; ]  получим 

 

 

 

 

2
+ +

1 2

2
+ + +

1 0 1 1 2 2

+ + +

2 1 2 2 1

0;            
2 3

0,5δ 0;
2

.                            

3h h
D u Lh u

h
D hu D u D u

Lh u C u C u

  
        

 
            

 


    


  (49) 

Решение системы (49) при 1 3E E , 3ν 0  дано 

в работе [31]. Получим решение (49) в предположении 

3ν 0 .  
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Проинтегрируем второе уравнение системы (49) 

с учетом третьего: 

  
2

+ +

2 2 2 1 2 0 2 2 10,5δ
2

Dh
LhS u LhS C S D u C

 
       

 
, (50) 

где 0 1

2

2

0,5δDh D
S

C


 .  

Из первых уравнений системы (49) с учетом (50) 

получим линейную неоднородную систему дифферен-

циальных уравнений второго порядка: 

 + +

2 2 2 1 2 0 2 2 1

2
+0 2

2

2 2 2 2

0,5δ ;
2

0,5δ2 2 2
0.

3 2

2Dh
LhS u LhS C S D u = C

Dh Dh L L
u

C S C S Dh Dh

  
       

 


              
   

 (51) 

Преобразуем систему (51) к следующему виду: 

 

+

2

1 2 2 1

2

3 4

;

;

1
;

,

+

u y

z

y m z m u C
LhS

z m y m

  


 



   

    

  (52) 

где 1 2

2

1

2

Dh
m LS

LS

 
  

 
;  2 1 2 0 2

2

1
0,5δm C S D

LhS
  ; 

 
0 2 2 2

3 2

2 2

3δ 12

4 3

D Dh LC S
m

Dh hC S Dh


 


; 

 
2 2

4 2

2 2

12

4 3

LC S
m

Dh hC S Dh



. 

Рассмотрим однородную систему 

 

+

2

+

1 2 2

3 4

;

;

;

.

u y

z

y m z m u

z m y m

  


 


  
    

  (53) 

Характеристическое уравнение однородной систе-

мы (53) имеет вид 

  4 2

2 1 3 4 2 4λ λ 0m m m m m m     .  (54) 

Корни биквадратного уравнения имеют вид 

2 1 3 4

1α
2

m m m m d  
 , 2 1 3 4α

2
2

m m m m d  
 , 

где  
22

2 1 3 4 2 44d m m m m m m     – дискриминант. 

На рис. 2 показана зависимость значения дискри-

минанта от десятичного логарифма отношения толщи-

ны слоя к высоте консоли h . Расчет проводился при 

0,1h   м, модуль упругости материала адгезива соот-

ветствовал характеристикам эпоксидной смолы: 
9

3 1,85 10E    Па. Для консоли модуль упругости мате-

риала соответствовал стали: 11

1 2 10E    Па. График 1 

построен для 
3 1ν ν 0,3  ; график 2 – для 

3 1ν ν 0,2  . 

 

Рис. 2. Зависимость дискриминанта от относительной  

толщины слоя 

Fig. 2. Dependence of the discriminant on the relative  

layer thickness 

Из рисунка видно, что для относительно малых зна-

чений толщины слоя значение дискриминанта положи-

тельно. В рамках данной работы будем рассматривать 

только такой диапазон относительных толщин.  

На рис. 3 показана зависимость значения 2

2α h  от 

десятичного логарифма отношения толщины слоя к вы-

соте консоли для допустимого диапазона толщин при 

различных модулях упругости слоя и сопрягаемого им 

материалов. Графики 1 и 2 на рис. 3 соответствуют рас-

чётным значениям характеристик композита, рассмот-

ренных выше. Из рисунка видна асимптотическая схо-

димость при 
0δ 0h  к положительному значению. 

 

Рис. 3. Зависимость значения 
2

2α h  от относительной  

толщины слоя 

Fig. 3. Dependence of the value 
2

2α h  on the relative  

layer thickness 

Следовательно, в рассматриваемом диапазоне тол-

щин слоя уравнение (54) имеет четыре вещественных 

корня: 

1 1λ α ; 
2 1λ α  ; 

3 2λ α ; 
4 2λ α  .  
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Введем обозначения 
1 1λ R , 

3 2λ R , тогда  

2 1λ R  , 
4 2λ R  , и запишем общее решение (49) 

на участке  0; : 

 

 

 

1 1

1 1 2 1

2 1

1 1

2

1 2+ 2 1 1

1 1 2

1 2 2 2

3 5

1 2

2

3 22 2 1

2 4

2 2 2 1 2

1 1 1

6

2 1 2 0 2

+

2 2 3

λ1

+             

λ1

;                
0,5δ

R x

1

-R x -R x

R x

R x

mR Lh CLh
u R C e

R C C m C

q t
C e C e

R R

mR Lh CLh
R C e

R C C m C

C C x
C

C C S D

u C e C e

 
    
 
 

 

 
    
 
 

 


 

   

   

1 1 2 1 2 1

1 1 1 1

2 1 2 1

4 5

1

1 2 0 2

2 2

1 2 2 2

2 3

1 1 1 2

2 2

3 2 4 2

4 5

1 3 1 4

;                                      
0,5δ

λ λ

λ λ

λ λ
,

λ λ

-R x R x -R x

R x -R x

R x -R x

C e C e

C

C S D

m m
C e C e

m m

m m
C e C e

m m

















  

 
 

  

   



 
 



  (55) 

где  

 2

2 22 1 1

1

2 2 1 2

λ mR Lh CLh
q R

C C m C

 
   
 
 

; 

 2

4 22 2 1

2

2 2 1 2

λ mR Lh CLh
t R

C C m C

 
   
 
 

. 

В решении (55) имеем 6 постоянных интегрирова-

ния. Условия (35)–(37), (46)–(48) определяют систему 

линейных уравнений для их нахождения.  

На рис. 4 показано распределение напряжений в 

слое для 5

0δ 10  м, 0,05h   м, 0,05  м, 0,3  м 

при следующих механических характеристиках компо-

зита: 91,85 103E    Па, 11

1 2 10E    Па, 
3 1ν ν 0,3.   

Напряжения  22σ̂ σ σ 0 , 1,2ii ii i   отнесены к напря-

жению отрыва в вершине слоя, получаемому для длины 

консоли 0,05  м, 
1 1 0
ˆ δx x . Кривые 1 и 3 соответст-

вуют напряжениям 
22σ̂ , кривые 2 и 4 – напряжениям 

11σ̂ . 

Кривые 1 и 2 построены для 0,05  м, а 3 и 4 – для 

0,3  м. Из рис. 4 видно, что увеличение длины кон-

соли слабо влияет на распределение напряжений в слое.  

Однако для достаточно больших длин слоя система 

становится жесткой, ее определитель стремится к нулю. 

Данный факт является следствием того, что элементы 

строк, отвечающие в матрице за условия (37) и (48), 

становятся близкими при больших значениях . 

Рассмотрим случай  . Из граничных условий 

(36)–(38) в решении (55) получим 

 01 2 4 6C = C = C = C  .  (56) 

Из (46), (47) приходим к двум линейным уравнениям, 

решение которых приводит к следующему результату: 

3 2

2 2
12 2
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2
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1

1 2

5 32

4 2
2
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C C

m
R

m

 



 

 




.  (57) 

 

Рис. 4. Распределение напряжений в слое в зависимости  

от относительной длины консоли 

Fig. 4. Distribution of stresses in the layer depending  

on the relative length of the console 

Напряженное состояние слоя, рассчитанное для 

0,3  м, и решение с постоянными (56), (57) практи-

чески совпали.  

На рис. 5 показано распределение напряжений 

в слое для 5

0δ 10  м, 0,05h   м,   при рассмат-

риваемых механических характеристиках композита. 

Напряжения  22σ̂ σ σ 0 , 1,2,3ii ii i   отнесены к на-

пряжению отрыва в вершине слоя. Кривая 1 соответст-

вует напряжению 
22σ̂ , кривая 2 – напряжению 

11σ̂ , 

а кривая 3 – напряжению 
33σ̂ .  

В этом случае в слое реализуется равенство двух 

главных напряжений 
11 33σ σ .  

На рис. 6 показано распределение напряжений слоя 

 22σ̂ σ σ 0 , 1,2,3ii ii i   при различных значениях ко-

эффициента Пуассона,  22σ 0  – значение напряжения 

отрыва в вершине слоя при 
3ν 0,45.  Остальные гео-

метрические и механические характеристики считались 



Богачева В.Э., Глаголев В.В., Глаголев Л.В., Маркин А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2021) 22–34 

29 

заданными выше. Кривая 1 соответствует напряжению 

22σ̂ , кривая 2 – напряжению 
11σ̂ , а кривая 3 – напряже-

нию 
33σ̂  для ν 0,45.3   Кривая 4 соответствует напря-

жению 
22σ̂ , кривая 5 – напряжению 

11σ̂ , а кривая 6 – 

напряжению 
33σ̂  для 

3ν 0,1.  

 

Рис. 5. Трехосное напряженное состояние в слое 

Fig. 5. Triaxial stress state in the layer 

 

Рис. 6. Напряженное состояние слоя при различных значениях 

коэффициента Пуассона 

Fig. 6. Stress state of the layer at different values of Poisson's ratio 

Из рис. 6 видно, что значение коэффициента Пуас-

сона адгезива играет существенную роль в напряжен-

ном состоянии слоя. При значениях коэффициента Пу-

ассона, близких к 0,5, в слое будет реализовываться 

гидростатическое растяжение, что даже при наличии 

упругопластических свойств адгезива не приведет к его 

пластическим деформациям при нагружении по моде I.  

Верификация упрощенных решений строится на 

решении общей постановки задачи. В этом случае, как 

правило, используются численные методы решения. 

Для решения вариационных постановок задач широкое 

распространение получил метод конечных элементов 

в различных модификациях [32–34]. Рассмотрим реше-

ние двумерной задачи на основе вариационной поста-

новки (7) с определяющими соотношениями (6), (8). 

Решение строилось на основе квадратичного распреде-

ления поля перемещений на конечном элементе, приво-

дящего к взаимосвязи между глобальными узловыми 

силами и узловыми перемещениями в конечно-

элементном континууме. Грань элемента соответство-

вала толщине слоя. Обобщенный момент задавался па-

рой узловых сил, действующих на расстоянии h, при-

ложенных к левому торцу консоли. На рис. 7 и 8 пока-

зано сравнение напряжений в слое, рассчитанных на 

основе решения (55)–(57), и прямого конечно-

элементного решения при следующих длинах участков: 

0,3a   м, 0,3  м, при единичном обобщенном мо-

менте, задаваемом парой узловых сил на левом торце 

консоли. Характеристики композита брались следую-

щими: 9

3 1,85 10E    Па, 11

1 2 10E    Па, 
3ν 0,45(0,1) , 

1ν 0,3 , 5

0δ 10  м, 0,05h   м. Напряжения отнесены 

к напряжению  22σ 0 , полученному в решении (56)–(58). 

На рис. 7 кривая 4 соответствует напряжению 
22σ̂ , 

кривые 5 и 6 – напряжениям 
11σ̂ , 

33σ̂  при конечно-

элементном решении. Кривая 1 соответствует напряже-

нию 
22σ̂ , а кривые 2 и 3 – напряжениям 

11σ̂ , 
33σ̂  при 

аналитическом решении (55)–(57). Расчет был выполнен 

для коэффициента Пуассона 
3ν 0,45.  На рис. 8 пред-

ставлен аналогичный расчет для 
3ν 0,1.  

 

Рис. 7. Сравнение расчетов МКЭ и аналитического решения 

при значении коэффициента Пуассона 
3ν 0,45  

Fig. 7. Comparison of FEM calculations and analytical solutions 

at the value of Poisson's ratio 3ν 0.45  

Из графиков на рис. 7 и рис. 8 видно, что упрощен-

ное аналитическое решение (55)–(57) в слое близко 

к конечно-элементному решению общей вариационной 

постановки. Максимальное отличие значений напряже-

ний в вершине слоя составляет порядка 10 %. Кроме 

того, в упрощенном решении имеет место менее выра-
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женное падение напряжений и большее обжатие слоя. 

Данные отличия являются следствием гипотезы (14) для 

поля перемещений в консоли. 

 

Рис. 8. Сравнение расчетов МКЭ и аналитического решения 

при значении коэффициента Пуассона 
3ν 0,1  

Fig. 8. Comparison of FEM calculations and analytical solutions  

at the value of Poisson's ratio 
3ν 0.1  

 

3. Определение энергетического произведения 

и его свойства 

 

При дальнейшем изложении для анализа критиче-

ских состояний в вершине тонких адгезионных слоев 

будем использовать аналитическое решение (55)–(57), 

поскольку расчет методом конечных элементов требует 

значительно больших вычислительных ресурсов для 

образцов при соответствии размера грани конечного 

элемента толщине слоя.  

Рассмотрим механические и прочностные характе-

ристики ряда адгезионных слоев, приведенные в работе 

[25]. Araldite AV138: 9

3 4,9 10E    Па, 
3ν 0,35 , 

30,2 10ICG    Н/м; Araldite 2015: 9

3 1,85 10E    Па, 

3ν 0,33 , 30,43 10ICG    Н/м; Sikaforce 7752: 

9

3 0,49 10E    Па, 
3ν 0,3 , 32,36 10ICG    Н/м, где  

ICG  – критический поток энергии. 

Проведенный анализ напряженного состояния в адге-

зивном слое показывает, что компоненты напряжений 

стремятся к бесконечности при стремлении толщины слоя 

к нулю. Поэтому необходимо ввести характеристики на-

пряженно-деформированного состояния, регулярные от-

носительно изменения толщины СВ. В работе [23] в каче-

стве такой характеристики используется энергетическое 

произведение (ЭП)  11 11 22 22 02γ 0,5 σ ε σ ε δ   в вершине 

адгезионного слоя. На рис. 9 показана зависимость ЭП 

в адгезионном слое от десятичного логарифма отноше-

ния толщины слоя к высоте консоли h при рассматри-

ваемых характеристиках консоли: 11

1 2 10E    Па, 

1ν 0,3 , 0,05h   м. Толщина слоя варьировалась от 

4

0δ 10  м до 9

0δ 10  м. График 1 построен для адге-

зива Araldite AV138, график 2 – для адгезива Araldite 

2015, график 3 – для адгезива Sikaforce 7752. Безраз-

мерное ЭП ˆ2γ  на рис. 9 определено в виде отношения 

ЭП адгезива к ЭП адгезива Araldite AV138, полученно-

го при 9

0δ 10  м. 

 

Рис. 9. Зависимость ЭП от толщины слоя 

Fig. 9. Dependence of the EP on the layer thickness 

На рис. 9 видно, что при уменьшении относитель-

ной толщины адгезионного слоя значение ЭП не зави-

сит от упругих механических свойств материала слоя. 

Приведенные на рис. 9 зависимости получены при по-

стоянном единичном значении внешнего момента. Од-

нако, если подсчитывать критические значения ЭП – 

2γe
 по предельным экспериментальным значениям ли-

нейной составляющей момента – 
eM , то будем полу-

чать различные значения 2γe
 для различных адгезивов. 

Для определения критического значения ЭП ис-

пользуем R-кривые (рис. 10), полученные из экспери-

ментов на ДКБ-образцах, приведенные в работе [25]. 

 

Рис. 10. R-кривые: a – Araldite AV138; б – Araldite 2015;  

в – Sikaforce 7752 

Fig. 10. R-curves: (a) Araldite AV138; (b) Araldite 2015;  

(c) Sikaforce 7752 
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По максимальному значению внешней нагрузки оп-

ределим величину 2γe
 при зарождении трещины в со-

ответствующем адгезиве. В этом случае изгибающий 

момент консоли оценим следующим образом: 

0

e

e

P
M a

b
 , где 

eP  – максимальное значение силы Р на 

R-кривой для ДКБ-образца; 
0a  – расстояние от точки 

приложения силы до адгезива; b – толщина образца.  

Расчетное значение 2γe
 определяет поток упругой 

энергии 
ICG , перешедшей в поверхностную энергию, 

соответствующую инициированию трещины в адгезиве. 

Согласно работе [25] для ДКБ-образца с 
0 0,055a   м, 

0,0127h   м, 0,025b   м экспериментальные значения 

составили 1,1eP   кН для смолы Araldite AV138, 

1,5eP   кН для смолы Araldite 2015, 3,1eP   кН для 

смолы Sikaforce 7752. Расчетные данные ЭП в данном 

случае составили: 2γ 127e   Н/м для Araldite AV138; 

2γ 237e   Н/м для Araldite 2015; 2γ 1012e   Н/м для 

Sikaforce 7752. Зарождающийся трещиноподобный де-

фект, согласно вычислительной сходимости рис. 9, оп-

ределялся относительным размером 6

0δ 10h  .  

В работе [26] приведены значения 
ICG  для инициа-

лизации трещины в адгезиве Sikaforce 7752, соответст-

вующие различным методам расчета. Так, среднее зна-

чение для CCM-метода составило 1103ICG   Н/м, для 

метода CBT 888ICG   Н/м, для метода CBBM 

873ICG   Н/м. Таким образом, значение 2γe
 практически 

совпало с данными работы [26] для смолы Sikaforce 7752. 

 

4. Локальные напряжения и деформации 

 

Наряду с ЭП в качестве регулярных характеристик 

будем использовать тензор локальных напряжений 

0δ

0δσ σ  и тензор локальных деформаций 

0δ

0δ .ε ε  По определению ЭП получим 

0 0δ δ
2γ 0,5( ). σ ε  

На рис. 11 показана зависимость локальных напря-

жений 0δ

0σ σ δ , 1,2ss ss s   при единичной внешней на-

грузке слоя от десятичного логарифма отношения тол-

щины слоя к высоте консоли h для упругих свойств рас-

сматриваемых адгезивов. Графики 1 и 2 построены для 

локальных напряжений 0δ

22σ  и 0δ

11σ  адгезива Araldite 

AV138, графики 3 и 4 – для напряжений 0δ

22σ  и 0δ

11σ  адге-

зива Araldite 2015, график 5 и 6 – для напряжений 0δ

22σ  

и 0δ

11σ  адгезива Sikaforce 7752. 

На рисунке видно, что для относительно малых тол-

щин локальные напряжения не зависят от толщины. Для 

адгезивов с различными упругими характеристиками 

значения локальных напряжений в точке зарождения 

дефекта существенно отличаются, когда внешняя нагруз-

ка одинакова. При этом, согласно рис. 9, ЭП не зависит 

от упругих свойств адгезива. В то же время, зная крити-

ческое значение ЭП для данного адгезива, можно опре-

делить соответствующее значение внешней нагрузки. 

 

Рис. 11. Зависимость локальных напряжений от толщины слоя 

Fig. 11. Dependence of local stresses on the layer thickness 

Приведем расчетные данные для локальных напря-

жений в момент трещинообразования: 0δ 6

22σ 1,41 10   

Па м , 0δ 5

11σ 7,62 10   Па м , 2γ 127e   Н/м  

для Araldite AV138; 0δ 6

22σ 1,14 10   Па м ,  

0δ 5

11σ 5,62 10   Па м , 2γ 237e   Н/м для Araldite 2015;  

0δ 6

22σ 1,15 10   Па м , 0δ 5

11σ 4,95 10   Па м ,  

2γ 1012e   Н/м для Sikaforce 7752. Зарождающийся 

трещиноподобный дефект определялся относительным 

размером 6

0δ 10h  . Результаты расчета показывают, 

что локальные напряжения в направлении отрыва в мо-

мент зарождения трещины принимают близкие значе-

ния при различных значениях критического ЭП.  

Приведем значения локальных деформаций в мо-

мент трещинообразования: 0δ 7

11ε 1,1 10   м , 

0δ 4

22ε 1,8 10   м  для Araldite AV138;  

0δ 7

11ε 1,4 10   м , 0δ 4

22ε 4,2 10   м  для Araldite 2015;  

0δ 7

11ε 3 10   м , 0δ 3

22ε 1,8 10   м  для Sikaforce 7752.  

В момент трещинообразования деформация 0δ

11ε  для 

рассматриваемых адгезивов остается неизменной, одна-

ко деформация 0δ

22ε  для адгезивов с большей предельной 

деформацией принимает большее значение.  

 

Заключение 
 

Напряженно-деформированное состояние в слое 

взаимодействия адгезива описывается локальными на-

пряжениями, деформациями и ЭП, которые не являются 

сингулярными и зависимыми от толщины слоя взаимо-

действия. 
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Для фиксированной внешней нагрузки показана 

сходимость ЭП при уменьшении относительной толщи-

ны слоя взаимодействия к величине, которая не зависит 

от свойств адгезива.  

Предложена методика определения критического 

значения ЭП, соответствующего инициированию тре-

щины в адгезиве, на основе использования макси-

мальной внешней нагрузки из экспериментальных  

R-кривых. 

При критической нагрузке инициирования трещины 

локальная деформация в направлении отрыва сущест-

венно (на несколько порядков) превышает локальную 

деформацию в ортогональном направлении. При этом 

локальные напряжения и деформации отрыва вносят 

основной вклад в формирование ЭП.  
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