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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗДЕЛЕНИЯ КОМПОЗИТА  

С АДГЕЗИОННЫМ СЛОЕМ 

В.В. Глаголев, А.А. Маркин, А.А. Фурсаев 

Тульский государственный университет, Тула, Россия 

О   СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 16 марта 2016 г. 
Принята: 25 мая 2016 г. 
Опубликована: 30 июня 2016 г. 

 Рассматривается модель деформирования композиционного материала с тон-
ким адгезионным слоем. Напряженное состояние слоя предлагается рассматри-
вать на основе связи средних по толщине слоя напряжений и напряжений по гра-
ницам слоя. Средние деформации слоя выражаются через его граничные переме-
щения. Использование средних напряжений и деформаций позволяет избежать 
зависимости напряженно-деформированного состояния слоя от формы его торце-
вых поверхностей. В рамках малых деформаций получено вариационное условие
равновесия тел, соединенных посредством адгезионного слоя. Задача рассматри-
вается в рамках линейной теории упругости. Для сопрягаемых тел законом Гука 
непосредственно связываются поля деформаций и напряжений. В результате свя-
занная система вариационных уравнений сводится к уравнениям относительно
полей перемещений в сопрягаемых телах, в том числе и на границах контакта со 
слоем. В качестве параметра система вариационных уравнений в перемещениях
содержит толщину адгезионного слоя. Существенно, что данная система уравне-
ний не является дискретной, так как поля перемещений полагаются непрерывны-
ми. Для получения приближенного решения можно использовать различные ап-
проксимации перемещений. В частности, применялся метод конечного элемента с
квадратичной аппроксимацией полей перемещений для случая плоской деформа-
ции. Исследовалось влияние характерного размера конечного элемента на сходи-
мость решения. Установлено, что если отношение грани конечного элемента к
толщине слоя равно четырем и более, то имеет место численная сходимость.
В силу отсутствия сингулярности напряжений в точках сопряжения адгезионного
слоя с телами предлагаемый подход позволяет использовать известные локаль-
ные критерии разрушения. Проведен анализ возможных видов разрушения компо-
зита как за счет разрушения материала слоя, так и посредством разрыва связей
между слоем и смежными материалами. 
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 The deformation model of a composite with a thin adhesive layer is examined. The
consideration of a layer’s stress state is based on the relationship between the average
stresses by thickness and the stresses on the layer’s border. The layer’s medium strains
are expressed in terms of its boundary displacements. The average stresses and strains
are used to avoid the stress-strain state dependence on the shape of end faces. The 
variational condition for the equilibrium state of two bodies linked through an adhesive
layer is obtained within small strains. The problem is considered in the framework of
linear theory of elasticity. The Hooke’s law relates the strain and stress fields in the
matched bodies. As a result, the system of variational equations is reduced to the equa-
tions with respect to the displacements fields in the matched bodies including the layer’s 
bounds. The system of variational equations with respect to displacements contains the
adhesive layer thickness as a parameter. It is significant that the current equations sys-
tem is not a discrete one since the displacement fields are supposed to be continuous. 
Various approximations for displacements may be used to obtain approximate solutions.
In particular, the finite element method with a quadratic approximation for displacement
fields is used for the case of plane strain. The influence of the characteristic size of a 
finite element on the convergence of the solution is studied. It is found that the numerical
convergence is present when the ratio between the finite element faces and the layer’s
thickness is four or more. The proposed approach allows to use the well-known local 
failure criteria under the absence of stress singularity at the points of conjugation of the
adhesive layer with the bodies. The analysis of the possible forms of composite destruc-
tion due to the destruction of a material layer as well as due to bonds breaking between 
the layer and adjacent materials is carried out. 
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Введение 
 

Моделирование процесса разрушения композиционных материалов, представляющих 
собой совокупность двух тел, соединенных посредством адгезива конечной толщины, оп-
ределяется типом нарушения связи между компонентами. Рассматриваются модели адге-
зионного разрушения в случае, когда адгезив целиком отделяется от материала, или коге-
зионного разрушения по массиву адгезива или связанных им тел. Для адгезионных моде-
лей [1–4], как правило, пренебрегают толщиной адгезива, а его механические свойства 
сводятся к силам взаимодействия склеенных материалов, которые могут иметь разные 
механические свойства [5–7]. При когезионном разрушении [8–13] рассматривается про-
цесс зарождения трещины в материале с конкретными механическими свойствами. Мо-
дель расслоения композита с одинаковыми физическими свойствами, но с разными проч-
ностными характеристиками рассмотрена в работе [14]. В этом плане представляется пер-
спективной разработка таких моделей, которые бы учитывали как механические свойства 
материалов композита, так и тип разрушения в зависимости от напряженно-деформи-
рованного состояния адгезива и соединенных им тел. 

В настоящее время наиболее распространенными являются подходы на основе метода 
конечных элементов [15, 16]. Недостатком данных подходов при прямом моделировании 
геометрии связующего компонента является наличие точек сингулярности различных видов 
[17, 18]. Принимая ту или иную форму окончания связующего слоя, в решении задачи при-
ходим к существенно различным распределениям напряжений, в том числе и сингулярным. 
Отметим, что в случае малости толщины связующего геометрия его окончания в зоне обрыва 
соединений является неопределенной и связь соответствующей области с заданной геомет-
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рией является не вполне корректной. Таким образом, разработка моделей, в которых напря-
женно-деформированное состояние (НДС) соответствующего композита не зависит от гео-
метрии окончания адгезионного слоя (АС), является достаточно актуальной.  

Считаем, что в предлагаемой модели адгезионный слой и соединяемые им материалы 
могут иметь разные механические свойства. Толщина адгезива мала по сравнению с соответ-
ствующими характеристиками соединяемых тел. Для описания НДС адгезионного слоя при-
меним концепцию слоя взаимодействия, используемую в модели трещиноподобного дефекта 
[19, 20]. Средние напряжения в слое выражаются через компоненты тензора напряжений на 
границах АС. Соответствующие граничные напряжения естественным образом формируют 
граничные условия для сопрягаемых со слоем материалов. Граничные напряжения в данном 
случае будем ассоциировать с адгезионными силами сцепления и достижение ими критиче-
ского значения трактовать как адгезионное разрушение. Использование средних по толщине 
напряжений позволяет отказаться от конкретизации геометрии торца АС. Таким образом, 
задача определения предельного состояния композиционного материала под воздействием 
внешней нагрузки сводится к нахождению предела прочности в соответствующих материа-
лах и по границам слоя. По достижении той или иной критериальной характеристики разру-
шение трактуется либо как адгезионное, либо как когезионное. 

 
1. Постановка задачи 

 
На рис. 1 представлено тело, состоящее из трех областей, в общем случае с различ-

ными материальными свойствами, где область 3 ассоциируется с клеевой подложкой 
толщиной 0 , размер которой мал по сравнению с толщинами тел 1 и 2. Процесс нагру-

жения предполагаем квазистатическим и изотермическим. Условие равновесия запишем 
в вариационной форме: 

 
1 2 3 1 2 3

σ ε σ ε σ ε σ ε ,
S S S S L

ds ds ds ds P udl
 

             
 

  (1) 

где P


 – внешняя нагрузка на контуре L ; σ  – тензор напряжений; ε  – тензор деформа-
ций; u


 – поле перемещений. 

Так как система из трех тел находится в равновесии, запишем уравнения равновесия 
для каждого из них: 

 
1

1 FC

σ ε ,
S LL

ds P udl P udl      
  

  (2) 

 
2

2 SN

σ ε ,
S LL

ds P udl P udl      
  

  (3) 

 
3 CF NS

σ ε ,
S L L

ds P u dl P u dl         
  

  (4) 

где 21 1 22 2P e e    
  

, 21 1 22 2P e e    
  

 – векторы напряжений, действующие по верхней 

и нижней границе АС; 21 22 21 22, , ,        – граничные напряжения АС; u  , u   – векторы 

перемещения верхней и нижней границы АС; 1 2,L L  – внешние контуры тел 1 и 2 без учета 
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границ с АС. Торцы слоя считаем свободными от напряжений. При этом постулируется 
жесткое сцепление между границами АС c областями 1, 2. Кроме того, принимаем, что 
векторы напряжений на сопряженных границах АС равны и противоположны векторам 
напряжений сопряженных границ тела.  

 

Рис. 1. Нагружение составного тела 

Работу внутренних напряжений в АС выразим посредством средних характеристик 

НДС, полагая    1 2 1, :x x x    

 

C
1

F
3 1

0 1 0 1σ ε σ ε σ ε ,
x

S x

ds dx dx         


  (5) 

где σ , ε  – соответственно тензоры средних напряжений и деформаций в слое,  21 1x   

 
0

0

0,5

21 1 2 2
0 0,5

1
, ;x x dx



 

 
      

0

0

0,5

12 1 21 1 2 2
0 0,5

1
, ;x x x dx



 

  
      

0

0

0,5

22 1 22 1 2 2
0 0,5

1
, ;x x x dx



 

  
   

   
0

0

0,5

11 1 11 1 2 2
0 0,5

1
, .x x x dx



 

  
   

Отметим, что в силу симметрии касательных напряжений средние касательные на-

пряжения также симметричны:    21 121 1x x   . 

Средние деформации и перемещения определяем через их граничные значения сле-
дующим образом [19, 20]: 

   2 1 2 1
22 1

0

( ) ( )
,

u x u x
x

  
    

      1 1 1 1
11 1

1 1

0,5 ;
u x u x

x
x x

   
   

  
  (6) 

 1 1 1 1 1 1

2 0

( ) ( ) ( )
,

u x u x u x

x

  


 
 

     2 1 2 1 2 1

1 1 1

0,5 ;
u x u x u x

x x x

    
  

   
  (7) 

       1 1 1 1 1 10,5 ,u x u x u x          2 1 2 1 2 10,5 .u x u x u x     (8) 
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Из выражений (7) получим представление средней сдвиговой деформации вдоль слоя: 

 

       

   

2 1 1 1
21 121 1

1 2

2 1 2 11 1 1 1

0 1 1

0,5

( ) ( )
0,5 0,5 .

u x u x
x x

x x

u x u xu x u x

x x

  

  
        
   

         

  (9) 

Из (4) и (5) с учетом (6) и (9) получаем вариационное условие равновесия АС: 

 

     

   

1 1 1 1
0 11 1 22 2 1 2 1 1

1 1

2 1 2 11 1 1 1
0 21 1

0 1 1

22 2 1 21 1 1 22 2 1 21 1 1

0,5 ( ) ( )

( ) ( )
0,5

.

u x u x
dx u x u x dx

x x

u x u xu x u x
dx

x x

u dx u dx u dx u dx

 
 

  

       

  
         

  
   

            

           

 



   

 



   

  (10) 

При отсутствии торцевых нагрузок на АС, интегрируя по частям, имеем 

 
   1 11

11 1 1 1
1 1

;i
i

u x
dx u x dx

x x


  

     
  

 
 

  (11) 

 
   1 21

21 1 1 1
1 1

,i
i

u x
dx u x dx

x x


  

     
  

 
 

  (12) 

где 1, 2i  . 

Из (10), с учетом (11) и (12), приравнивая слагаемые при одинаковых вариациях, 
приходим к представлениям граничных напряжений АС: 

 
11

2121 0
1

0,5
x

 
    


, 

21
2222 0

1

0,5 ,
x

 
    


  (13) 

 
11

2121 0
1

0,5
x

 
    


, 

21
2222 0

1

0,5 .
x

 
    


  (14) 

Подставив (13) в (2), а (14) в (3) и выполнив преобразования, обратные (11), (12), 
приходим к вариационным уравнениям равновесия для тела 1: 

 
1

1

1 2
22 2 1 21 1 1 0 11 1 21 1

1 1

0,5
S L

u u
ds u dx u dx dx dx P udl

x x

  
                 
     

   

 
  (15) 

и тела 2: 

 
2

2

1 2
22 2 1 21 1 1 0 11 1 21 1

1 1

0,5 .
S L

u u
ds u dx u dx dx dx P udl

x x

  
                 
     

   

 
 (16) 

Отметим, что соотношения (15), (16) получены без ограничения на свойства мате-
риалов и форму тела. 
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Уравнения (15), (16) необходимо замкнуть конкретными определяющими соотноше-
ниями. Поведение материала при нагружении определяем законом Гука для тела 1:  

 12 ε;Gσ    (17) 

 13 ,p K    (18) 

для тела 2: 

 22 ε;Gσ    (19) 

 23 ,p K    (20) 

где σ  – девиатор тензора напряжений; ε  – девиатор тензора деформаций; iK – модуль 

объемного сжатия; iG  – модуль сдвига 1, 2i  ; .p  σ E  

В материале слоя определяющие соотношения считаем справедливыми для средних 
по толщине слоя характеристик НДС. 

 32 ε;Gσ    (21) 

 33 .p K    (22) 

В результате подстановки в определяющие соотношения (21) и (22) выражений ком-
понент средних деформаций (6), (9) средние напряжения определяются через граничные 
перемещения и их производные. В этом случае в уравнении (15) будут присутствовать 
перемещения границы NS тела 2 (см. рис. 1), а в уравнении (16) – перемещения границы 
FC тела 1 (см. рис. 1). Таким образом, совместное решение системы (15)–(22) сводится 

к определению поля перемещений  1 2,u x x


 в телах 1 и 2.  

После определения полей перемещений в телах 1 и 2, в том числе и по границам со сло-
ем, из (21), (22) находим средние напряжения в слое. Зная распределение средних напряже-
ний вдоль слоя, из уравнений (13), (14) находим граничные напряжения по его границе.  

 
2. Метод дискретного решения 

 
Еще раз отметим, что прямое моделирование композитных материалов с явным зада-

нием геометрии торцевой поверхности АС сопряжено с зависимостью НДС в окрестности 
торцевой поверхности от условий сопряжения слоя и смежных материалов. В частности, 
если торцевая поверхность является плоскостью, то модель будет сингулярной. Предлагае-
мый вариант рассмотрения модели композита за счет введения средних по толщине харак-
теристик НДС универсален в плане независимости НДС от геометрии окончания АС. 

Для численного решения системы (15)–(22) можно использовать различные дискрет-
ные методы, обеспечивающие численную сходимость. В частности, будем использовать 
МКЭ для дискретизации задачи. Существенно, что построение решения формально не 
накладывает ограничений на размер конечного элемента, который может быть меньше 
параметра 0 ,  для обеспечения численной сходимости решения. Однако условия разру-

шения АС формулируются для δ-элементов слоя размером 0 0   и на их верхней и ниж-

ней границах с использованием процедуры осреднения характеристик НДС, полученных 
в результате решения системы (15)–(22) и (13), (14): 
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1 0

1

1
0

1
ˆ ,

F

F

x

ij ij

x

dx


  
   

1 0

1

1
0

1
ˆ ,

F

F

x

ij ij

x

dx


   
   

1 0

1

1
0

1
ˆ .

F

F

x

ij ij

x

dx


   
    (23) 

Это является следствием основного физического допущения – разрушение охватыва-
ет частицу материала с характерным размером 0  [21, 22]. В качестве критерия разруше-

ния АС будем использовать критерий Кулона, согласно которому разрушение δ-элемента 
происходит при достижении максимальным главным растягивающим усредненным на-
пряжением критического значения: maxˆ k   . Для адгезионного разрушения будем срав-

нивать граничные напряжения 22ˆ  , 22ˆ   с адгезионной прочностью на отрыв, а граничные 

напряжения 21ˆ  , 21ˆ   – с адгезионной прочностью на сдвиг. 

Решение задачи (15)–(22) дает распределение поля перемещений в узловых точках 
тела 1, в том числе и по границе с АС. После нахождения соответствующего решения 
возникает задача определения НДС в АС. При решении (15)–(22) используем метод ко-
нечного элемента с квадратичным распределением поля перемещений. 

 

3. Результаты численного расчета 
 

В качестве примера использования предлагаемой модели рассмотрим композицион-
ный материал (см. рис. 1) в состоянии плоской деформации, состоящий из адгезионного 
слоя, близкого по характеристикам к эпоксидной смоле с механическими характеристи-

ками: 91,3 10G    Па; 91,7 10 ПаK   ; 79 10k    Па – предел прочности; материал 1 и 2 

соответствует характеристикам алюминиевого сплава Д16Т: 102,8 10G    Па; 106 10 Па;K    
84, 2 10k    Па. Адгезионную прочность по границе смола–сплав принимаем равной 
72,5 10a    Па на отрыв и сдвиг. Геометрические характеристики образца выбираем сле-

дующими: 35 10AD    м; 3
0 10FN     м; 22 10MT    м; 110AB   м; 25 10DF    м. 

На границе AD  задаем распределенную нагрузку 1P 


 Па, направленную под углом 4  

к оси 10X . Граница TR  жестко закреплена от перемещений. Остальная поверхность сво-

бодна. В качестве исследуемых параметров задачи будем рассматривать граничные 
и средние напряжения в адгезионном слое.  

На рис. 2 показана вычислительная сходимость решения для отношения максималь-
ного главного растягивающего усредненного напряжения на δ-элементе АС к соответст-
вующему значению при грани конечного элемента ,  равной параметру 0  в зависимости 

от размера   в концевой области слоя относительно параметра 0 .  

Как видно из графика (см. рис. 2), результат расчета имеет вычислительную сходи-
мость. Дальнейшие вычисления проводились при характерном размере конечного эле-
мента 0 4   . 

На рис. 3 показаны распределения напряжений (23) по структурным δ-элементам 

слоя. Все напряжения отнесены к граничному напряжению на первом элементе  1
22ˆ  . 

Графики рис. 3, a определяют граничные напряжения, где кривая 1 задает напряжение 

22ˆ  , кривая 2 – 22ˆ  , кривая 3 – 21ˆ  , кривая 4 – 21ˆ  . На рис. 3, б приведены средние на-

пряжения, где кривая 1 задает напряжение 22̂ , кривая 2 – 11̂ , кривая 3 – 21̂ . 
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Рис. 2. Сходимость решения 

 
          а                                                                                      б 

Рис. 3. Распределение напряжений в слое 

В результате решения задачи на первом δ-элементе АС были получены следующие 
характеристики: 22ˆ    6 Па, 22ˆ    6,3 Па, 21ˆ    –1,7 Па, 21ˆ   –2,1 Па, max̂   6,9 Па. Сле-

довательно, разрушение соответствующего композита произойдет при нагрузке 64 10P  


 Па 
посредством адгезионного отслоения по нижней границе слоя в силу достижения предела 
адгезионной прочности на отрыв. Когезионное разрушение в соответствующих компози-
тах будет наблюдаться в случае, когда адгезионная прочность на отрыв или сдвиг будет 
приближаться к пределу прочности АС. 

 
Заключение 

 

Использование предлагаемого подхода позволяет естественным образом учитывать 
характер разрушения при механических воздействиях на композиты с адгезионным сло-
ем. В этом случае задача сводится к решению вариационного уравнения в рамках тех или 
иных определяющих соотношений. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 15-01-01875) и Ми-
нистерства образования и науки РФ (госзадание № 467). 
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