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 При применении ряда жесткопластических моделей решения краевых задач могут 
быть сингулярными. В частности, некоторые компоненты тензора скорости деформации и 
квадратичного инварианта тензора скорости деформации могут стремиться к бесконечно-
сти вблизи определенных поверхностей. Такое поведение поля скорости положено в осно-
ву некоторых моделей для предсказания высокого градиента свойств материала вблизи 
поверхностей трения в процессах обработки металлов давлением. Коэффициент при 
главном сингулярном члене в разложении квадратичного инварианта тензора скорости 
деформации в ряд в окрестности поверхности трения называется коэффициентом интен-
сивности скорости деформации. Величина второго инварианта тензора скорости дефор-
мации вблизи таких поверхностей контролируется этим коэффициентом, который зависит 
от геометрических параметров краевой задачи и параметров модели материала. В публи-
куемой работе исследуется влияние пластической сжимаемости материала, подчиняюще-
гося модели двойного сдвига, на величину коэффициента интенсивности скорости дефор-
мации при осадке слоя пластического материала между двумя параллельными плитами. 
Система уравнений, состоящая из уравнения равновесия и определяющих уравнений, 
является гиперболической. Предполагается, что поверхность контакта плит и деформи-
руемого материала является огибающей одного из семейств характеристик. Получено 
аналитическое решение краевой задачи в условиях плоскодеформированного состояния. 
Влияние краевых эффектов вблизи свободной поверхности слоя и вблизи его центра иг-
норируется. Получена зависимость коэффициента интенсивности скорости деформации от 
параметров краевой задачи, включая параметр, который контролирует пластическую сжи-
маемость материала. В случае пластически несжимаемого материала решение совпадает 
с известным решением. 
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 Solutions of boundary value problems for several rigid plastic models may be singular. In 
particular, some components of the strain rate tensor and the quadratic invariant of the strain rate 
tensor may approach infinity in the vicinity of certain surfaces. Some models for predicting the 
high gradient of material properties near frictional surfaces in metal forming processes are based 
on such behavior of the velocity field. The coefficient of the leading singular term in a series ex-
pansion of the quadratic invariant of the strain rate tensor in the vicinity of frictional interfaces is 
called the strain rate intensity factor. The magnitude of the second invariant of the strain rate 
tensor is controlled by this factor that depends on geometric parameters of the boundary value 
problem and parameters involved in the material model. The present paper deals with the effect 
of plastic compressibility of the material that obeys the double shearing model on the strain rate 
intensity factor in compression of a plastic layer between two parallel plates. The system of equa-
tions comprising the equilibrium equations and constitutive equations is hyperbolic. It is assumed 
that the surface of the contact between the plates and the deforming material is an envelope of 
characteristics. An analytic solution of the boundary value problem is found under plane strain 
deformation. End effects near the free surface of the layer and its center are ignored. The de-
pendence of the strain rate intensity factor on parameters of the boundary value problem includ-
ing the parameter that controls plastic compressibility is found. In case of the plastically incom-
pressible material, the solution coincides with the available solution. 
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Течение пластического материала вблизи поверхно-

стей трения значительно отличается от течения в ос-

новном объеме. В частности, это следует из исследова-

ний процессов обработки металлов давлением [1–7]. 

В связи с таким различием в течении материала вблизи 

поверхностей трения возникает значительный градиент 

свойств материала, что приводит к формированию тон-

кого слоя материала вблизи поверхности трения, свой-

ства которого могут оказывать положительное влияние 

на эксплуатационные характеристики изделий [8–16]. 

Аналогичные результаты получены при исследовании 

технологических процессов со снятием стружки [9–13]. 

В [14] отмечается, что при моделировании процессов 

резанья использование вблизи поверхностей трения тех 

же определяющих уравнений, что и в основном объеме 

материала, недопустимо. Это заключение справедливо 

и для моделирования процессов обработки материалов 

давлением. В [17, 18] для предсказания формирования 

микроструктуры материала в тонком слое вблизи по-

верхности трения в процессах обработки материалов 

давлением предложен подход, основанный на коэффи-

циенте интенсивности скорости деформации. Коэффи-

циент интенсивности скорости деформации для модели 

идеально жесткопластического материала введен в [19]. 

Этот коэффициент контролирует величину эквивалент-

ной скорости пластической деформации вблизи поверх-

ности максимального трения. Результат, полученный 

в [19], обобщен на некоторые модели вязкопластиче-

ских материалов в [20, 21], на модель двойного сдвига 

в [22] и на модель двойного скольжения и вращения 

в [23]. Описание модели двойного сдвига, которая ис-

пользуется в настоящей статье, представлено в [13]. 

Коэффициент интенсивности скорости деформации за-

висит от параметров краевой задачи и модели материа-

ла. Обзор решений для коэффициента интенсивности 

скорости деформации содержится в [25]. Все эти реше-

ния получены для пластически несжимаемых материа-

лов. Целью настоящего исследования является опреде-

ление влияния пластической сжимаемости на величину 

коэффициента интенсивности скорости деформации на 

примере осадки полосы между двумя параллельными 

плитами в условиях плоскодеформированного состоя-

ния. Принимается модель двойного сдвига, учитываю-

щая пластическую сжимаемость материала [26]. 

 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим слой материала, сжимаемый двумя па-

раллельными плитами в условиях плоскодеформиро-

ванного состояния (рисунок). Материал подчиняется 

модели двойного сдвига [26]. Текущую толщину слоя 

обозначим 2h , текущую ширину 2L . Предполагается, 

что h L . Скорость движения каждой плиты равна U. 

Решение строится для мгновенного напряженно-
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деформированного состояния. Краевая задача имеет 

горизонтальную и вертикальную оси симметрии. Оси 

декартовой системы координат  ,x y  совпадают с эти-

ми осями симметрии. В связи с этим достаточно рас-

смотреть первый квадрант. Приближенное решение, 

построенное ниже, является обобщением решения 

Прандтля для сжатия слоя идеально жесткопластиче-

ского материала между параллельными плитами [27]. 

В частности, краевые условия при 0x   и x L  не мо-

гут быть удовлетворены точно. В решении Прандтля 

эти условия удовлетворяются в интегральном смысле. 

В рассматриваемом случае такой подход также возмо-

жен. Однако эти условия не оказывают никакого влия-

ния на окончательный результат исследования и поэто-

му не включены в постановку краевой задачи. Осталь-

ные краевые условия выполняются точно.  

 

Рис. Геометрическая схема процесса 

Fig. Geometry of the process 

Компоненты тензора напряжения в декартовой сис-

теме координат обозначим xx , 
yy  и 

xy . Одно из 

краевых условий для напряжений следует из симметрии 

краевой задачи. В частности, 

 0xy   (1) 

при 0y  . Второе краевое условия для напряжений 

должно быть сформулировано при y h . Известно, что 

уравнения для напряжений при применении модели 

двойного сдвига являются гиперболическими [26]. 

Примем, что поверхность y h  совпадает с огибающей 

семейства характеристик. Проекции вектора скорости 

на оси декартовой системы координат обозначим xu  и 

yu . Одно из краевых условий для скоростей следует из 

симметрии краевой задачи. В частности, 

 0yu    (2) 

при 0y  . Второе краевое условие для скоростей сле-

дует из закона движения плит: 

 
yu U    (3) 

при y h . 

Уравнения модели двойного сдвига включают усло-

вие пластичности Кулона–Мора и закон пластического 

течения. В условиях плоскодеформированного состоя-

ния эти уравнения, учитывающие пластическую сжи-

маемость материала, приведены в [26]. Условие пла-

стичности имеет вид 

 sin cos .p q k     (4) 

Здесь p – линейный инвариант тензора напряжения; 

0q   – квадратичный инвариант тензора напряжения; 

  – угол внутреннего трения и k – коэффициент сцеп-

ления. Отметим, что в [26] предполагается, что 0k  . 

Общий вид условия пластичности Кулона–Мора ис-

пользуется в [13]. Пусть   – угол между осью x и мак-

симальным главным напряжением, отсчитываемый от 

оси против хода часовой стрелки. Тогда компоненты 

тензора напряжения выражаются как 

 
cos2 , cos2 ;

sin 2 .

xx yy

xy

p q p q

q

         

  
 (5) 

Направление течения материала в первом квадранте 

(см. рисунок) показывает, что 0xy  . В этом случае 

из (5) следует, что 

 0.
2


     (6) 

Уравнения закона пластического течения имеют вид 

 

cos2 sin 2

sin 2 0;

.

y yx x

yx

yx

u uu u

y x x y

uu d

y x dt

uu

x y

     
        

      

  
     

  


  

 

 (7) 

Здесь d dt  обозначает полную производную по време-

ни, а величина   характеризует пластическую сжимае-

мость материала. Пластически несжимаемый материал 

получается при 0  . В общем случае величина   опре-

деляется историей деформирования. Однако в публикуе-

мой работе, следуя [26], предполагается, что   – постоян-

ная величина. При 0   и 0   уравнения (7) сводятся 

к уравнениям ассоциированного закона течения.  

Уравнения (4), (5) и (7) дополняются уравнениями 

равновесия в форме 

 0, 0.
xy yy xyxx

x y y x

  
   

   
  (8) 

Система уравнений (4), (5) и (8) является гипербо-

лической. Уравнения характеристик этой системы име-

ют вид [13, 26] 
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 tg .
4 2

dy

dx

  
    

 
  (9) 

Таким образом, огибающая характеристик совпада-

ет с поверхностью y h , если 4 2     или 

4 2     при y h . Принимая во внимание (6), 

краевое условие для напряжений на поверхности плиты 

записываем в форме 

 w     (10) 

при y h , где 4 2w    .  

 

Общее решение 

 

По аналогии с решениями аналогичных краевых за-

дач [26–30] полагаем, что   и 
yu  не зависят от x . Ве-

личина p исключается с помощью (4). В частности, 

 ctg .
sin

q
p k  


  (11) 

Тогда уравнения (5) принимают вид 

    

1
cos2 ctg ;

sin

1
cos2 ctg , sin 2 .

sin

xx

yy xy

q k

q k q

 
      

 

 
          

 

  (12) 

Подставляя (12) в (8) и учитывая, что   не зависит 

от x , найдем 

     

1
cos2 sin 2 2 cos2 0;

sin

1
sin 2 cos2 2 sin 2 0.

sin

q q
q

x y y

q q
q

x y y

    
       

    

   
       
    

  (13) 

Исключим в этих уравнениях производную y  . 

В результате получим 

  sin 2 sin cos2 0.
q q

x y

 
     

 
  (14) 

Так как   не зависит от х, то общее решение этого 

уравнения имеет вид 

  
 

sin 2
, .

sin cos2
q F z z x dy


  

    (15) 

Здесь  F z  – произвольная функция своего аргумента. 

Подставим (15) в первое уравнение системы (13). В ре-

зультате получим 

 
 

2cos
2 0.

sin sin cos2

dF
F

dz y

 
  

   
  (16) 

Это уравнение может быть представлено в форме 

 
 

2

2sin sin cos2
.

cos

dF

Fdz y

   



  (17) 

Левая сторона этого уравнения является функцией 

z, а правая – функцией y. Поэтому уравнение (17) может 

иметь решение, только если 

 ,
dF

С
Fdz

  (18) 

где C – постоянная величина. Общее решение уравне-

ния (18) имеет вид  0 expF С Cz , где 0С  – постоянная 

интегрирования. С учетом (15) это решение может быть 

представлено как 

 
 

0

sin 2
exp .

sin cos2
F С С x dy

  
        

   (19) 

Из (17) и (18) получаем уравнение для   в виде 

 
 

2cos
, .

2 sin cos2 sin

B hC
B

y h

 
 

   
  (20) 

Общее решение этого уравнения имеет форму 

 
12 sin sin 2 .

y
B C

h
      (21) 

Здесь 1C  – постоянная интегрирования. Из (1), (5) и (6) 

следует, что 0   при 0y  . Подставляя это краевое 

условие в (21), найдем, что 1 0C  . Тогда решение (21) 

преобразуется к виду 

 2 sin sin 2 .
y

B
h
      (22) 

Для определения B воспользуемся краевым услови-

ем (10). Подставляя его в (21), найдем 

 2 sin sin 2 sin cos .
2

w wB
 

          
 

  (23) 

При вычислении интеграла, входящего в (19), удобно 

перейти от интегрирования по y к интегрированию по   

с помощью (20). Тогда, принимая во внимание (15), 

 
0 2 2

sin sin cos2
exp .

cos cos

xB
q C

h

   
  

  
 (24) 

Здесь необходимо исключить B с использованием (23). 

Постоянная 0С  не может быть определена без введения 

краевого условия для напряжений в интегральном виде. 

Зависимость компонент тензора напряжения от декар-

товых координат вычисляется из (12) при помощи (22) 

и (24) в параметрическом виде. 

Перейдем к определению поля скорости. По анало-

гии с решениями аналогичных краевых задач [26–30] 

примем, что 
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 .y

Uy
u

h
   (25) 

Тогда, краевые условия (2) и (3) выполняются. Под-

ставляя (25) во второе уравнение системы (7), получим 

xu x U h    . Интегрируя это уравнение, найдем 

  , .x

U
u x h

h

 
     
 

  (26) 

Здесь функция интегрирования  ,h   не зависит от x. 

Подставляя (25) и (26) в первое уравнение системы (7) 

и используя (20) для исключения производной y  , 

получим 

 
2

sin 2 2sin 0.
2

B U d

h h dt

  
      

  
  (27) 

Вычислим производную d dt . Так как   не зави-

сит от x и dh dt U  , то 

 .y y

d
u U u

dt t y h y

    
    
   

  (28) 

Из (22) следует, что 

  
2

2 sin cos2 .
dy y

B B dh d
h h
       (29) 

Тогда 

 
 2

.
2 sin cos2

By

h h


 

  
  (30) 

Подставляя (20), (25) и (30) в (28), можно убедиться, 

что 0d dt  . В этом случае уравнение (27) принима-

ет вид 

 
2

sin 2 0.
2

B U

h h

  
     

  
  (31) 

Интегрируя и исключая B с помощью (23), найдем 

    
 

2

2
cos2 .

sin 2 cos

h U
C

h

 
    

        

  (32) 

Здесь 2C  – постоянная интегрирования. Подставляя (32) 

в (26), получим 

 
2

2
cos2 .

sin 2 cos
x

U h U
u x C

h h

   
        

         

(33) 

Уравнения (22), (25) и (33) определяют зависимость 

проекций вектора скорости от декартовых координат в 

параметрическом виде. Постоянная 2С  не может быть 

найдена без введения краевого условия для скоростей в 

интегральном виде. 

Коэффициент интенсивности скорости  

деформации 

 

Коэффициент интенсивности скорости деформации 

введен в [19] для случая идеально жесткопластического 

материала и является коэффициентом при главном сингу-

лярном члене в разложении второго инварианта тензора 

скорости деформации в ряд в окрестности огибающей се-

мейства характеристик. Это разложение имеет вид 

 2 2 22 1
2

3
xx yy xy

D
o

s s

 
          

 
  (34) 

при 0s  . Здесь определения для второго инварианта 

тензора скорости деформации выписано для случая 

плоской деформации; xx , 
yy  и 

xy  – компоненты тен-

зора скорости деформации; D – коэффициент интенсив-

ности скорости деформации и s – расстояние по норма-

ли от огибающей. Очевидно, что   при 0s  . 

Поскольку xx  и 
yy  ограничены, то поведение второго 

инварианта тензора скорости деформации вблизи оги-

бающей полностью контролируется сдвиговой скоро-

стью деформации. Из (20), (23), (25) и (33) находим 

 
 

1 sin 2
.

2 2 sin cos2

yx

xy

uu U

y x h

    
       

     
  (35) 

Из (10) следует, что sin cos2 0    при y h . 

Таким образом, 
xy   при y h . Вблизи точки 

w    сдвиговая скорость деформации представляется 

выражением 

 
 

1 1 1

2 2
xy

w w

U
o

h

  
       

     
  (36) 

при w . Уравнение (20) вблизи огибающей y h  

(или w   ) имеет вид 

 
 

1

4 cos w w

B
o

y h

 
   

     
  (37) 

при w . Решение этого уравнения, удовлетворяю-

щее краевому условию w    при y h , имеет форму 

  
2 cos

w

B
h y o h y

h


    


  (38) 

при y h . Подставляя (38) в (36) и исключая B при 

помощи (23), найдем 

 

cos1 1

22 cos sin 2
xy

hU
o

h h yh y

  
                 

  (39) 

при y h . В рассматриваемом случае h y s  . Поэто-

му, сравнивая (34) и (39), получаем выражение для коэф-

фициента интенсивности скорости деформации в виде 
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 

cos2
.

3 2 cos sin 2

hU
D

h

 
  

     
  (40) 

В случае идеально жесткопластического материала 

( 0   и 0  ) это выражение совпадает с получен-

ным в [25]. 

 

Выводы 

 

Объемная пластическая деформация влияет на ко-

эффициент интенсивности скорости деформации. Из 

(40) и (41) следует, что если материал разрыхляется при 

пластической деформации ( 0  ), то коэффициент ин-

тенсивности скорости деформации меньше в предполо-

жении о пластической несжимаемости материала. Если 

материал уплотняется ( 0  ), то объемная пластиче-

ская деформация уменьшает коэффициент интенсивно-

сти скорости деформации. Таким образом, в соответст-

вии с теорией [17, 18], величина   влияет на формиро-

вание свойств материала в тонком слое вблизи 

поверхностей трения. 
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