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 Современные методы проектирования включают в себя разнообразные подходы к оп-
тимизации конструкции. Одним из хорошо себя зарекомендовавших методов является 
топологическая оптимизация. Существуют различные формы реализации такого вида ана-
лиза конструкций, но наиболее распространен вариант использования плотности мате-
риала как обобщенного параметра. Развитие технологий 3D-печати усиливает интерес к 
алгоритмам такого типа. При этом, как правило, речь идет о печати металлом или пласти-
ком, что подразумевает изотропию материала. Появление систем печати непрерывным 
волокном, развитие выкладочных машин, работающих с композитными пленками, позво-
ляет управлять не только позицией материала, но и выбирать локальную ориентацию 
армирующих элементов. Такие системы требуют развития алгоритмов оптимизации с уче-
том дополнительных параметров, характеризующих анизотропию материала. Традицион-
ная задача топологической оптимизации в этом случае должна быть прежде всего моди-
фицирована для модели ортотропного материала с ограничениями на величину угла по-
ворота линий армирования вдоль траектории печати. В данной работе предложен вариант 
такого алгоритма топологической оптимизации, реализованный на основе комплекса ко-
нечно-элементного моделирования Abaqus, и рассмотрены примеры решения типовых 
задач. 
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 Advanced design methods offer not only a number of methods of modeling structures but al-
so quite profound optimization approaches. The topology optimization is one of such advanta-
geous methods. There are several implementations of this type of structural analysis, but the 
most common option is to deal with the material density as a generalized parameter. The devel-
opment of 3D printing technologies increases the interest in algorithms of this type. However, it 
mostly refers to printing with metal or plastic, which implies the material isotropy. Advances in 
continuous fiber printing systems and automatic placement machines using composite tapes 
make it possible for engineers to control not only a material’s position, but also to choose the 
local orientation of reinforcing elements. Such systems require optimization algorithms taking into 
account additional parameters characterizing the material anisotropy. In this case the traditional 
problem of the topology optimization should first be modified for the model of an orthotropic mate-
rial with restrictions on the value of the angle of rotation of the reinforcement lines along the print 
path. In this paper, an idea of such a topology optimization algorithm is proposed, which is im-
plemented using the Abaqus finite element modeling facilities, and examples of solving typical 
problems are considered. 
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Введение 

 

В последние годы активно развиваются технологии 

3D-печати полимерами с добавлением армирующих 

компонентов [1–11]. Одним из способов является пе-

чать расплавленным термопластичным связующим со-

вместно с непрерывным волокном на основе стекло- 

или углеволокна, предварительно пропитанным свя-

зующим для обеспечения необходимой жесткости. Та-

кое связующее обеспечивает связь между монофила-

ментами в жгуте волокна, а термопластичная матрица 

обеспечивает хорошие межслойные механические свой-

ства и высокую ударную вязкость композита [5–6]. 

Объемное содержание волокна при такой технологии 

составляет до 30 %. Данный метод является хорошей 

заменой громоздким и дорогостоящим роботизирован-

ным комплексам выкладки в тех случаях, когда требу-

ется изготовить новые детали относительно небольших 

размеров (детали БПЛА, кронштейны, лопасти) в малом 

количестве. Среди производителей оборудования для 

3D-печати непрерывным волокном стоит выделить 

компании «Анизопринт» (Россия) и Markforged (США).  

По сравнению с выкладочным комплексом головка 

3D-принтера способна как плавно изменять направле-

ние ориентации волокна, так и достаточно резко повер-

нуть траекторию выкладки. Это позволяет технически 

реализовывать оптимальные ориентации слоев, которые 

могут быть определены расчетными методами. Напри-

мер, реализовать укладки с небольшим варьированием 

направления волокна внутри одного слоя для повыше-

ния устойчивости композитной панели [12]. 

С развитием технологии 3D-печати геометрия изде-

лий менее подвержена производственным ограничени-

ям. Это в свою очередь делает актуальной задачу опти-

мизации геометрической формы изделия в очень разно-

образных постановках. Многие исследования при 

решении таких задач используют подход, известный как 

топологическая оптимизация. В работах [13–28] пред-

ложены общие подходы и алгоритмы решения задачи 

топологической оптимизации с целью максимизации 

жесткости изделия (или минимизации энергии упругих 

деформаций) материала. Численная реализация алго-

ритмов обычно осуществляется в совокупности с реше-

нием задачи деформирования методом конечных эле-

ментов.  

При рассмотрении анизотропного материала увели-

чивается количество параметров, входящих в постанов-

ку задачи, а также ограничений на них. Наиболее важ-

ным из таких параметров является угол, задающий на-

правление печати волокном. Одним из способов 

является комбинирование топологической оптимизации 

с дискретным выбором ориентации волокна внутри ко-

нечного элемента оптимизируемого объема. В данном 

направлении можно выделить работы [29–30]. Тем не 

менее они имеют ряд недостатков: в первой рассматри-

ваются только дискретные непроизвольные углы ориен-

тации, во второй работе авторы анализируют балочные 

конструкции; также в обоих случаях рассматриваются 
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плоские задачи. В предлагаемой работе рассматривает-

ся более общий алгоритм поиска оптимального реше-

ния, основанный на градиентном методе. Предлагаемый 

подход наиболее эффективно можно использовать при 

работе с 3D-печатью композитным материалом, при 

создании изделий на основе выкладочных машин, 

а также более абстрактных конструкционных элемен-

тов, если их механические свойства можно улучшить 

анизотропной линейно-упругой моделью материала.  

 

1. Постановка задачи оптимизации 

 

Топологическая оптимизация конструкций позволя-

ет выбрать оптимальную геометрию изделия, при этом 

возможно появление полостей, новых свободных по-

верхностей, изменение топологии оптимизируемой де-

тали. Для математической постановки оптимизации, 

следуя [8, 9], предположим, что оптимизируемое тело 

Ω  разбито на большое количество малых в сравнении с 

Ω  подобластей Ωn
 (рис. 1). При работе алгоритма в 

сочетании с методом конечных элементов в качестве 

Ωn
 удобно рассматривать пространство, занимаемое 

самими элементами, используемыми в моделировании. 

Теперь, если в такой дискретной постановке соотнести 

каждую подобласть – элементу Ωn
 параметр 

n , так, 

что если 0n  , то материал в данной области отсутст-

вует, а если 1n  , то материал присутствует, задача 

формализуется в некотором приближении. Степень 

точности, как и в методе конечных элементов, опреде-

ляется количеством таких подобластей и соответст-

вующих им параметров 
n . Таким образом, задача оп-

тимизации состоит в выборе такого набора нулей и еди-

ниц {
1 , 

2 , 
3 …

n …}, чтобы достичь необходимого 

оптимума. В расслабленной постановке предполагается, 

что значения параметров меняются непрерывно в диа-

пазоне 0 1n   , это позволяет применять градиентные 

методы оптимизации, а после получения решения по 

степени близости параметра 
n  к 0 или 1 интерпрети-

ровать результат для выбора дискретного значения [13–

15]. При этом можно положить, что 
n  – это функция 

координат, и если точка среды имеет координаты x 

внутри элемента с индексом n, то  n nx       nx  , 

в противном случае   0n x    .  nx   

Определяющие соотношения для материала, свой-

ства которого зависят от параметра 
n , записываются 

в виде 0p

ij n ijkl ijE    , где p – безразмерный параметр, 

как правило, больший единицы. Тогда можно рассмот-

реть, например, задачу минимизации энергии деформа-

ций внутри Ω  по всем 
n :  

  min Ω,ijkl ij klE d




    (1) 

где  1 2,  , ...,  , n ijklE      = 0p

n ijklE ; ij  – компоненты 

тензора малых деформаций. 

Если добавить ограничения на общую массу ис-

пользуемого материала 

0 ,i i

n

M     

и ограничения на параметры 

0 1,i     

то получим наиболее известную постановку задачи то-

пологической оптимизации [1–28]. Популярность такой 

задачи объясняется возможностью выразить градиент 

для целевой функции (1), для любого 
n . 

 

Рис. 1. Разбиение области оптимизации  

на подобласти 

Fig. 1. Dividing the optimization area  

into sub-areas 

 

nΩ

Ω   Ω.ijkl ij kl ijkl ij kl

n n

p
E d E d



 
     

  
    (2) 

При этом градиент имеет существенно локальное 

выражение. В случае нагружения тела сосредоточенной 

силой минимизация энергии деформации строго экви-

валентна максимизации жесткости конструкции, что 

придает данной задаче понятный физический смысл. 

Доказательство можно найти, например, в работе [13]. 

В случае работы с анизотропным материалом 

и возможностью выбирать наравне с плотностью ориен-

тацию материала необходимо дополнить искомые па-

раметры. Если рассматривать выкладочные машины 

или системы с печатью непрерывным волокном, то на 

данный момент достаточно рассмотреть только один 

угол ориентации α, указывающий направление выкла-

дываемого волокна.  

Таким образом, с учетом ориентации материала или 

угла направления волокна определяющие соотношения 

примут следующий вид:  

      0ρ,  α ,αp

ij ijkl ij n ijkl n ijE E        (3) 

где  0 αijkl nE  – упругие модули анизотропного материа-

ла в зависимости от угла ориентации волокна в подоб-
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ласти Ωn
. Такие формулы широко применяются и из-

вестны в теории слоистых композитов. Аналогично па-

раметру плотности примем, что   – это функция коор-

динат x, такая что  n nx       nx  , в противном 

случае   0n x      nx  . Здесь параметр α  можно 

рассматривать как угол выкладки волокна экструдером 

или композитной пленки выкладочной машины. В та-

ком случае в качестве конкретного вида линейно-

упругих модулей 0

ijklE  имеет смысл рассмотреть транс-

версально изотропное тело.  

Таким образом, задача оптимизации в случае изме-

няемого угла ориентации материала будет выглядеть 

следующим образом: 

  
,α 

min , α Ω,ijkl ij klE d




    (4) 

где  1 2,  , ...,  n     ,  1 2α α , α , ..., αn , 

 0 ,i i

n

M     (5) 

0 1.i     

При этом ограничения на величины углов мож-

но не рассматривать в силу периодичности зави-

симостей модулей от ориентации армирования 

      ρ,  α ρ,  α πijkl ijklE E  . 

 

2. Градиент энергии деформации 

 

Для решения поставленной задачи необходимо по-

лучить выражение для градиента целевой функции (4), 

аналогичное (2). Следуя работам [13, 14], рассмотрим 

принцип виртуальных работ: 

   
     

Ω Ω Ω

Ω Ω ,ij ij d d ds


     δ δ τδu v f v v   

где u  – перемещения, отвечающие равновесию;  ij u  – 

напряжения, полученные при помощи поля перемеще-

ний u ; f  – массовая сила; τ  – поверхностные нагруз-

ки; δv  – произвольное поле перемещений, удовлетво-

ряющее граничным условиям;  ij δv  – деформации, 

полученные на поле перемещений δv .  

Теперь можно записать следующие выражения: 

     

   

   

Ω Ω

     

Ω Ω Ω

, α Ω  

Ω

   Ω Ω ,

ijkl ij kl

ij ij

E d

d ds

d ds d







   

 
   
 

 
     
 



 
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где  ij u  – тензор деформаций, полученный на поле 

перемещений u . 

Последняя скобка тождественно равна нулю, что де-

лает данное выражение верным. Теперь, дифференцируя 

по параметру α, принимая в расчет, что δv  произволь-

ное, но постоянное поле перемещений  0   


δv , 

можно получить следующее выражение: 

 

 
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Далее  
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Теперь можем записать 
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И окончательно, подставляя вместо δv  перемещения, 

полученные для равновесия 




u
, можно заметить, что 

 
     

Ω Ω Ω

Ω Ω 0.ij ijd ds d


    
       

    
  τ

u u u
f u   

Тогда для градиента энергии деформации можно 

получить следующее выражение: 

   
 

   
0 

 

Ω

, α Ω =  Ω.
ijklp

ijkl ij kl kl ij

E
E d d



 
     

   u u    (6) 

Соотношение (6) дополняет соотношение (2) для по-

лучения градиентов по всем используемым параметрам.  

Далее, используя метод градиентного спуска, можно 

задавшись начальными параметрами  1 2,  , ...,  n     , 

 1 2α α , α , ..., αn , получать оптимальные решения или, 

более строго, точки локальных минимумов системы.  

 

3. Численная реализация 

 

Имея полный набор градиентов от целевой функ-

ции, возможно решать задачу оптимизации методом 

градиентного спуска.  

Для параметра плотности ρ можно воспользоваться 

хорошо зарекомендовавшим себя вариантом поиска 

минимума в задачах топологической оптимизации [13]: 
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     
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min

1

max 1 ,   если   max 1 , , 

min 1 ,1     если    min 1 ,1 ,
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Здесь 
 ΛK  – множитель, который выбирается на каждом 

шаге из условия ограничения массы (6), степень параметра 

плотности р регулирует контрастность результата, типовое 

значение 3, параметры   и   регулируют скорость схо-

димости, типовые значения 0,5 и 0,2 соответственно.  

Для параметра угла ориентации никаких ограниче-

ний в нашей задаче нет, поэтому используем классиче-

ский градиентный метод: 

0   0
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  
  

где  ,   и 0  – параметры, контролирующие процесс 

сходимости. Типовые значения параметров  = 1,  

 = 0,5 и 0 5 .     

 

4. Примеры решения конкретных задач 
 

Предложенные алгоритмы были всторены в систему 

конечно-элементного анализа Abaqus, что позволяет 

рассмотреть конкретные примеры анализа.   

В качестве первой задачи рассмотрим изгиб консо-

ли. Ограничения по массе выберем 30 % от начальной 

массы. Свойства материала, получаемые при изготовле-

нии на системах 3D-печати компании «Анизопринт», 

приведены в таблице. 

Механические свойства материала 

Material mechanical properties 

E1, ГПа E2, ГПа G12, ГПа ν12 

145 8,34 4,71 0,233 
 

Конкретные значения упругих констант не столь 

важны для рассматриваемого анализа, важны только 

относительные величины. При изменении величины 

нагрузки, масштаба модели и пропорциональном уве-

личении жесткостей результат анализа не изменится. 

На рис. 2 показана схема нагружения и результат 

оптимизации: распределение параметров плотности   

и распределение углов ориентации материала α. Угол 

ориентации отсчитывается от нулевого направления, 

которое схематично обозначено на рисунке и совпадает 

с ребром оптимизируемого объема. Начальными пара-

метрами   и α были 0,3 и 0 соответственно для всех 

элементов анализируемого объема. 

 

Рис. 2. Изгиб консоли: а – постановка задачи, плоскость  

выкладки волокна; б – распределение плотностей ρ;  

в – распределение параметров угла ориентации α° 

Fig. 2. Bending of the cantilever: a – statement of the problem,  

a plane of the fiber placement; b – density distribution ρ,  

c – distribution of the orientation angle parameters α° 

Видно, что значения плотности не везде равны строго 

единице, это связано с тем, что в анализе используется 

расслабленная постановка, где параметр может изменяться 

в пределах 0 1.i    На рис. 2 скрыт материал, плотность 

которого меньше   < 0,3. В соответствии с уравнением (3) 

жесткость материала падает при уменьшении параметра 

плотности, причем в данном примере параметр p=3, что 

снижает жесткость до ~3 % от изначальной. 

 

Рис. 3. Изгиб консоли в трехмерной постановке: а – 

распределение плотностей ρ; б – распределение параметров  

                                         угла ориентации α° 

Fig. 3. Bending of the console in a three-dimensional setting  

a – distribution of densities ρ; b – distribution of parameters  

                                   of the orientation angle α° 

 

 

 

а 

б 

в 

 

 

а 

б 
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На рис. 3 показан результат оптимизации в полной 

трехмерной постановке. Видно, что общая форма повторя-

ет двумерную задачу, а наибольшая разница проявляется 

в местах приложения нагрузки и закреплений.  

 

Рис. 4. Изгиб шарнирно опертой балки: а – постановка задачи, 

плоскость выкладки волокна; б – распределение плотностей ρ; 

в – распределение параметров угла ориентации α° 

Fig. 4. Bending of a hingedly supported beam: a – the problem  

statement, the plane of the fiber placement; b – density distribution ρ,  

                c – distribution of orientation angle parameters α° 

 

На рис. 4 показан результат оптимизации для на-

гружения шарнирно опертой балки с центральным при-

ложение сосредоточенной нагрузки.  

В качестве ограничения по массе выбрано значение 

15 % от изначальной массы. Видно, что конструкция 

имеет явно выраженный трехмерный вид, несмотря на 

то, что печать производится в плоскости по слоям. Ин-

тересен горизонтальный элемент, подкрепляющий ос-

новные силовые опоры. Можно сделать вывод, что 

в оптимальной конструкции задействуется изгибная 

жесткость материала.  

Имеет смысл отметить, что во всех представлен-

ных примерах результатом являются воспроизводимые 

технологически конструкции. Видно, что изменение 

всех параметров довольно гладкое, но тем не менее 

перенос геометрии в специализированные программы 

подготовки к 3D-печати требуют определенной работы 

конструктора. Таким образом, результаты такого типа 

оптимизации имеет смысл рассматривать как прообраз 

конструкции, позволяющий выбрать оптимальную 

силовую схему изделия. 

 

Заключение 
 

В работе представлен алгоритм оптимизации кон-

струкций, получаемых посредством технологии 3D-

печати с использованием непрерывного волокна. При-

ведены выражения для градиентов энергии деформа-

ции в зависимости от всех используемых параметров, 

то есть плотностей и углов ориентации материала. 

Рассмотрены конкретные задачи оптимизации.  
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