
Богачев И.В. Совместная идентификация механических характеристик функционально-градиентных пластин в рамках моде-
лей Кирхгофа и Тимошенко // Вестник Пермского национального исследовательского политехнического университета. Механика. – 
2021. – № 4. – С. 19–28. DOI: 10.15593/perm.mech/2021.4.03 

 
Bogachev I.V. Simultaneous identification of mechanical properties of functionally graded plates under the Kirchhoff and Tymoshenko 

models. PNRPU Mechanics Bulletin, 2021, no. 4, pp. 19-28. DOI: 10.15593/perm.mech/2021.4.03 
 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 
№ 4, 2021 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 
https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 

 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  
License (CC BY-NC 4.0) 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2021.4.03 
УДК 539.3 

СОВМЕСТНАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ ПЛАСТИН В РАМКАХ МОДЕЛЕЙ  
КИРХГОФА И ТИМОШЕНКО 

И.В. Богачев 

Южный федеральный университет, Институт математики, механики и компьютерных наук  
им. И.И. Воровича, Ростов-на-Дону, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 29 апреля 2021 г. 
Принята: 10 ноября 2021 г. 
Опубликована: 30 декабря 2021 г.  

 

Ключевые слова: 
функционально-градиентный  
материал, круглая пластина, модель 
Кирхгофа, модель Тимошенко,  
обратная задача, идентификация, 
цилиндрическая жесткость,  
плотность, проекционный метод, 
акустический метод. 

 

Представлены модели деформирования функционально-градиентных круглых пла-
стин в рамках гипотез Кирхгофа и Тимошенко. На основе ранее полученных с помощью 
вариационного принципа Гамильтона – Остроградского уравнений колебаний и граничных 
условий выписаны постановки задач в цилиндрической системе координат, учитывающие 
переменность функций цилиндрической жесткости и плотности по радиальной координате, 
что позволяет рассматривать пластины из функционально-градиентных материалов. Пла-
стины считались жестко защемленными по краю, рассматривался случай установившихся 
колебаний, вызванных нагрузкой, приложенной к поверхности. Построена схема решения 
прямых задач расчета колебаний пластин, основанная на методе Галеркина. С ее помо-
щью был проведен анализ влияния функций цилиндрической жесткости и плотности на 
амплитудно-частотные характеристики (АЧХ, акустический отклик), который выявил, что 
обе функции существенно влияют на АЧХ, причем наибольшее влияние наблюдается в 
окрестности резонансных частот. Результаты анализа позволили сформулировать поста-
новки новых обратных задач совместной идентификации функций цилиндрической жест-
кости и плотности неоднородной круглой пластины по дополнительной информации об 
акустическом отклике для обеих гипотез. Для их решения построена специальная проек-
ционная методика, основанная на разложении неизвестных функции механических харак-
теристик, а также динамических величин (функций прогиба и угла поворота нормали) по 
некоторым системам линейно независимых функций, удовлетворяющих граничным усло-
виям. Коэффициенты этих разложений определяются из решения специальных систем 
линейных и нелинейных уравнений, полученных из формулированных слабых постановок 
обеих задач. В результате удалось провести совместную идентификацию искомых харак-
теристик в заданных классах функций. Результаты идентификации проиллюстрированы 
набором вычислительных экспериментов для различных функций. 
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The paper presents models of deformation of functional-gradient round plates in the framework 
of the hypotheses of Kirchhoff and Timoshenko. Based on the equations of oscillations and bound-
ary conditions obtained earlier using the Hamilton – Ostrogradsky variational principle, the formula-
tions of problems in a cylindrical coordinate system are written, taking into account the variability of 
the functions of cylindrical stiffness and density along the radial coordinate. The plates was consid-
ered rigidly clamped along the edge. The case of steady-state vibrations caused by a load applied 
to the surface was considered. A scheme for solving direct problems calculating vibrations of plates 
based on the Galerkin method is constructed. An analysis of the influence of the functions of cylin-
drical stiffness and density on the amplitude-frequency characteristics (AFC, acoustic response) 
was carried out, which revealed that both functions significantly affect the AFC, and the greatest 
influence is observed in the vicinity of resonant frequencies. The results of the analysis made it 
possible to formulate new inverse problems of simultaneous identification of the functions of cylin-
drical stiffness and density of an inhomogeneous circular plate using additional information about 
the acoustic response for both hypotheses. To solve them, a special projection technique was built, 
based on the expansion of unknown functions of mechanical characteristics, as well as dynamic 
quantities (functions of deflection and angle of rotation of the normal) in terms of some systems of 
linearly independent functions that satisfy the boundary conditions. The coefficients of these expan-
sions are determined from the solution of special systems of linear and nonlinear equations ob-
tained from the formulated weak statements of both problems. As a result, it is possible to identify 
the desired characteristics in the given classes of functions. The identification results are illustrated 
with a set of computational experiments for various functions. 
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Введение 

 
Одним из актуальных направлений современной 

механики является изучение новых функционально-
градиентных материалов, механические характеристики 
которых являются функциями пространственных коор-
динат и могут значительно изменяться по объему тела. 
При этом весьма актуальными являются обратные зада-
чи [1] идентификации свойств таких материалов, в том 
числе упругих модулей и плотности. Их точное опреде-
ление важно для проверки соответствия их значений 
заданным на этапе проектирования, а также с целью 
текущей эксплуатационной диагностики. Для решения 
подобных задач необходима разработка новых эффек-
тивных методов неразрушающего контроля, достаточно 
точных и простых в практической реализации.  

В настоящее время предложено множество класси-
ческих и неклассических моделей, описывающих де-
формирование пластинчатых конструкций [2], основан-
ных на различных гипотезах. Работы [3–5] посвящены 
обзору и сравнению моделей пластин (в рамках гипотез 
Кирхгофа, Тимошенко – Рейсснера и др.). В исследова-
нии [3] проведено сравнение моделей в рамках гипотез 
Тимошенко – Рейсснера и Кирхгофа, а также этих мо-
делей с уравнениями трехмерной теории упругости. 
В результате описаны области применимости каждой из 
моделей: теория Кирхгофа для пластин является пер-

вым асимптотическим приближением для изотропного 
материала, теория Тимошенко – Рейсснера, учитываю-
щая сдвиг, в изотропном случае несущественно уточня-
ет теорию Кирхгофа, однако для ортотропных материа-
лов при относительно малом модуле поперечного сдви-
га ее уточнение является существенным. В статье [6] 
получены асимптотические точные решения задач о 
колебаниях прямоугольных толстых пластин. Работа [7] 
посвящена разработке упрощенной модели клеевого 
соединения двуслойной пластины, позволяющей анали-
тически определять напряженное состояние в клеевом 
соединении для произвольных наборов касательных 
нагрузок на боковых сторонах. 

В области построения схем идентификации харак-
теристик пластинчатых конструкций также стоит отме-
тить ряд работ, вышедших в последнее время. По-
прежнему актуальными являются работы по идентифи-
кации свойств пластин с однородными и кусочно-
однородными свойствами. В статье [8] представлен ме-
тод идентификации материальных констант многослой-
ной композитной пластины на основе решения задачи 
оптимизации с целевой функцией, связывающей экспе-
риментальные и расчетные собственные частоты. В ра-
боте [9] предложен метод определения изгибной жест-
кости ортотропной пластины на основе методики опре-
деления распределения внешних сил, действующих на 
конструкцию. Для решения обратной некорректной за-
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дачи построена процедура регуляризации, позволяющая 
преодолеть высокую чувствительность к зашумлению 
входных данных. В работе [10] представлена схема 
идентификации характеристик круглой многослойной 
пластины, основанная на преобразовании Гильберта. 
Статья [11] посвящена определению свойств тонких 
вязкоупругих пластинчатых конструкций. Идентифика-
ция проводилась на основе акустического отклика, при 
этом сначала производился подбор модели, описываю-
щей вязкоупругие свойства, а затем и определение па-
раметров этой модели. В качестве объектов исследова-
ния рассматривались алюминиевые пластины с вязко-
упругим демпфирующим покрытием. В работе [12] 
рассмотрена иная обратная задача – о необходимости 
определения характера и величины нагрузки, прило-
женной к пластине кавитатора. Ввиду специфики пред-
метной области рассматривались нестационарные гид-
родинамические нагрузки, действующие на колеблю-
щуюся пластину в двумерном потоке. Для расчетов 
использовались модификации метода граничных эле-
ментов. 

Стоит отметить работы, посвященные моделирова-
нию неоднородных пластин, в частности функциональ-
но-градиентных (ФГ) [13]. В статье [14] представлено 
достаточно обширное исследование свободных колеба-
ний и динамической устойчивости ФГ-пластин. Рас-
смотрены различные виды смесей исходных материа-
лов, из которых изготовлены ФГ-пластины, и влияние 
их распределения по объему тела на динамические ха-
рактеристики. В работах [15, 16] также представлено 
моделирование колебаний функционально-градиентных 
пластин. Моделирование производится в конечно-
элементных пакетах, в частности ANSYS. Проведено 
исследование влияния законов изменения свойств пла-
стин на их динамические характеристики – прогиб и 
амплитудно-частотные характеристики. В случае трех-
слойной композитной пластины из вязкоупругого 
функционально-градиентного материала в статье [17] 
анализируется специальный метод расчета колебаний 
на основе метода Фурье – Ритца. Получены решения в 
виде собственных частот и собственных форм для раз-
личных типов нагрузки и граничных условий.  

Достаточно большое количество статей посвящено 
идентификации дефектов в пластинчатых конструкциях. 
В работе [18] представлена методика ультразвукового 
мониторинга тонкостенных пластинчатых конструкций 
бегущими волнами с целью обнаружения и оценки раз-
меров и местоположений скрытых дефектов, основанная 
на модели переизлучения волн, разработанной с помо-
щью полуаналитического подхода. В статье [19] предло-
жен метод идентификации дефектов в пластинах с по-
мощью новой методики измерения деформации в попе-
речном направлении. Деформация считывается четырьмя 
тензодатчиками, и разность их показаний используется в 
качестве критерия обнаружения дефектов. Разработанная 
методика оказалась чувствительной, в том числе и к ма-
лым дефектам. В работе [20] представлен метод ультра-

звуковой идентификации двумерных дефектов в пласти-
нах. Полученный экспериментальным путем сигнал 
сравнивается с модельным, в результате чего удается 
идентифицировать местоположение дефекта. В статье 
[21] представлены результаты экспериментов для алю-
миниевых и многослойных композитных пластин. Работа 
посвящена анализу задачи идентификации трещины в 
функционально-градиентной пластине при анализе сво-
бодных колебаний. Пластина считалась неоднородной по 
толщине с экспоненциальным законом распределения 
свойств. На основе вейвлет-анализа колебательной моды 
удавалось локализовать местоположение трещины, метод 
хорошо проявил себя даже для зашумленных входных 
данных. В другой статье [22] представлен метод иденти-
фикации трещин в пластинах на основе использования 
нейронных сетей и алгоритма Джая. Алгоритм позволил 
из анализа изменения модуля Юнга в пластине опреде-
лять местоположение и размер трещин. Идентификации 
повреждений в пластинчатых конструкциях также по-
священа работа [23]. В ней представлен более эффектив-
ный относительно классических – вероятностный подход 
по расположению датчиков, считывающих информацию 
об амплитудах на поверхности пластины. Разработанный 
подход применяется для поврежденных многослойных 
конструкций из армированного углеродным волокном 
полимера. Статья [24] посвящена другому случаю обрат-
ных задач выявления дефектов в пластинах, в котором 
неопределенными также являются граничные условия. 
Как и в предыдущей работе, использован вероятностный 
подход для подбора наиболее подходящих граничных 
условий и последующей идентификации повреждений. 
В данной работе представлено развитие ранее проведен-
ных исследований [25–27] по идентификации характери-
стик неоднородных упругих круглых пластин в рамках 
гипотез Кирхгофа [25] и Тимошенко [27]. В исследова-
нии [25] представлено решение обратной задачи иденти-
фикации функции цилиндрической жесткости неодно-
родной круглой пластины в рамках гипотез Кирхгофа. 
Для решения построен итерационный подход с исполь-
зованием метода регуляризации Тихонова. Разработан-
ный подход для случая вязкоупругой пластины развит в 
статье [26]. В работе [27] подобная задача в упругом слу-
чае рассмотрена для гипотез Тимошенко. Однако в этих 
исследованиях плотность считалась известной и посто-
янной, что, вообще говоря, для многих классов функцио-
нально-градиентных материалов не выполняется. Сфор-
мулированные в рамках данного исследования две новые 
постановки обратных задач заключаются в одновремен-
ной идентификации функций цилиндрической жесткости 
и плотности при анализе установившихся колебаний 
круглой неоднородной по радиальной координате функ-
ционально-градиентной пластины в рамках гипотез 
Кирхгофа и Тимошенко. На основе вычислительных экс-
периментов по расчету колебаний пластин выявлено  
существенное влияние обеих искомых функций на ам-
плитудно-частотные характеристики, что позволило в 
качестве входной информации для обратных задач ис-
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пользовать акустический отклик в некоторой точке пла-
стины в заданном наборе частот. Для обеих постановок 
выведены слабые постановки задач, на основе которых 
построена обобщенная проекционная методика решения 
обратных задач, общая схема которой впервые была 
представлена в работе [28]. Ввиду наибольшей практиче-
ской значимости задачи идентификации уровня и харак-
тера монотонности законов изменений жесткости и 
плотности пластины, которые в реальных объектах чаще 
всего являются монотонными функциями, идентифика-
ция искомых функций проводилась в классе линейных 
функций. Это позволило значительно облегчить вычис-
лительную схему и увеличить скорость выполнения рас-
четов, в результате чего построенная методика позволяет 
проводить идентификацию на порядок быстрее, чем раз-
работанные ранее итерационные подходы [25–27, 29] на 
основе метода Тихонова [30, 31]. Результаты иденти-
фикации с использованием разработанной методики 
проиллюстрированы наборами вычислительных экспе-
риментов. 

 
1. Постановка задач 

 
Рассмотрим установившиеся изгибные осесиммет-

ричные колебания круглой пластины радиуса R толщи-
ны h , находящейся под действием нагрузки ( )q r , 
с переменными по радиальной координате цилиндриче-
ской жесткостью и плотностью в цилиндрической сис-
теме координат , ,r z . Ранее в работе [25] на основе 
вариационного принципа Гамильтона – Остроградского 
[32] была получена постановка задачи для неоднород-
ной круглой пластины в рамках гипотез Кирхгофа 
( z, 0,ru z w r u u w      , где w – функция прогиба 
пластины). Запишем ее в обезразмеренном виде для 
случая переменной плотности:   
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D r w r D r w r
rw r Qq r r

     

        

    

  (1.1)  

 
(1) (1) 0,
(0) 0.

w w
w

 
 

  (1.2)  

Здесь 
3

2
( )( )

12(1 )
E r hD r 

 
 – функция безразмерной 

цилиндрической жесткости пластины, ( )E r  – модуль 
Юнга, const   – коэффициент Пуассона, ( )r  – 
функция безразмерной плотности, 

 

– безразмерный 
параметр, характеризующий частоту колебаний, Q – 
безразмерный коэффициент, характеризующий уровень 
нагружения. Краевые условия соответствуют жесткой 
заделке края пластины [33], к ним добавлено условие 
симметричности прогиба относительно центра ввиду 
симметрии по окружной координате. 

В случае использования гипотез Тимошенко 
( , 0,r zu z u u w    ) с учетом симметрии по окруж-

ной координате в рассмотрение добавляется r  – функ-
ция угла поворота нормали вдоль оси радиальной коор-
динаты. В работе [27] в этом случае были выведены 
уравнения колебаний и граничные условия, которые 
ниже записаны для случая переменной плотности:  

  

 

  

2

2

2

2

6 (1 ) ( ) '

1( ) ' ' '

( ) 0,
12

6 (1 ) ( ) r ' '

( ) ( ) 0,

k D r w

D r r D
r r r

r

k D r w

r rw Qrq r

  

                        


   

  


   


  (1.3)  

    
(1, ) 0, (1, ) 0,
'(0, ) 0, (0, ) 0.

w
w

    
    

  (1.4)  

Здесь введены дополнительные безразмерные пара-
метры: h R  , характеризующий отношение толщины 
пластины к ее радиусу, а также k – коэффициент рас-
пределения касательных напряжений из теории Тимо-
шенко – Миндлина [3]. 

Для обеих постановок задач (1.1)–(1.2) и (1.3)–(1.4) 
постановка обратных задач заключается в определении 
набора функций ( )D r  и ( )r , а также соответствующей 
им функции прогиба ( , )w r  , по дополнительной ин-
формации об акустическом отклике, в частности функ-
ции прогиба в некоторой точке 0r r  в заданном час-
тотном диапазоне:  

  0 1 2(r , ) ( ), [ , ].w f        (1.5)  

Примечание. Данные постановки обратных задач 
являются существенно нелинейными и учитывают ха-
рактерную для функционально-градиентных материа-
лов особенность, заключающуюся в том, что не только 
функция цилиндрической жесткости ( )D r , но и функ-
ция плотности ( )r  является неизвестной. 

Для построения проекционной методики решения 
сформулированных обратных задач, общая схема кото-
рой представлена в [28], запишем слабую постановку 
задачи (1.1)–(1.2), спроектировав ее на функцию воз-
можного поля прогиба 1( , )w r   и воспользовавшись 
граничными условиями:  
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Для задачи (1.3)–(1.4) слабая постановка, для кото-
рой дополнительно введена функция возможного поля 
угла поворота нормали 1( , ),    будет иметь вид:  

 

1 2 2
1

1 1 12
0

2

1 1 1

( )6 (1 ) ( ) ( ) ' ( )
12
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r r

D r r D r k D r w rdr
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k D r r w rdr Qr q dr

  
         

   




  (1.7)  

2. Исследование влияния функций  
цилиндрической жесткости и плотности  
на амплитудно-частотные характеристики 

 
Решение прямых задач о расчете амплитудно-час-

тотных характеристик (АЧХ) для известных функций 
цилиндрической жесткости и плотности производилось 
с помощью метода Галеркина [34, 35], в рамках которо-
го функции прогиба для обеих задач и функция угла 
поворота нормали (для гипотез Тимошенко) определя-
лись в виде линейных комбинаций базисных функций, 
удовлетворяющих соответственно граничным условиям 
(1.2) и (1.4), а коэффициенты разложений определялись 

из условий ортогональности невязки выбранным базис-
ным функциям. Построенная схема решения прямых 
задач была протестирована на модельных примерах и 
показала высокую точность. 

Для каждой исследуемой задачи проведено по два 
набора вычислительных экспериментов. В первом наборе 
при фиксированной функции плотности представлены 
результаты расчета АЧХ в окрестности первого резонан-
са для различных значений уровня 0,05; 0,1; 0,5; 1   
безразмерной функции цилиндрической жесткости 

( ) (1 0,5 )D r r   . Во втором наборе экспериментов, на-
оборот, АЧХ рассчитывались для различных уровней 

0,05; 0,1; 0,5; 1   безразмерной функции плотности 
( ) (1 0,5 ),r r     при фиксированной цилиндрической 

жесткости. Результаты двух наборов экспериментов для 
постановки (1.1)–(1.2) для гипотез Кирхгофа соответст-
венно представлены на рис. 1 (a, б), а для постановки 
(1.3)–(1.4) в рамках гипотез Тимошенко – на рис. 2 (a, б). 

Полученные результаты показывают, что значения 
обеих функций – и жесткости и плотности – достаточно 
сильно влияют на АЧХ, следовательно, в данном случае 
АЧХ является информативной для построения схем 
идентификации искомых функций. При этом отметим, 
что для обеих задач при увеличении уровня жесткости 
значения резонансных частот сдвигаются вправо (уве-
личиваются), а при увеличении уровня плотности – 
сдвигаются влево (уменьшаются). 

 

 
                                                                  а                                                                                                           б 

Рис. 1. Анализ влияния уровней жесткости (а) и плотности (б) на АЧХ неоднородной круглой пластины 
 для гипотез Кирхгофа 

Fig. 1. Analysis of the influence of the levels of stiffness (a) and density (б) on the frequency response of an inhomogeneous  
circular plate for Kirchhoff's hypotheses 
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                                                                    а                                                                                           б 

Рис. 2. Анализ влияния уровней жесткости (а) и плотности (б) на АЧХ неоднородной круглой пластины для гипотез Тимошенко 

Fig. 2. Analysis of the influence of the levels of stiffness (а) and density (б) on the frequency response of an inhomogeneous circular  
plate for Timoshenko’s hypotheses 

3. Описание проекционной методики 
 
Представим схему проекционной методики решения 

обратных задач для первой постановки (1.6). Введем n и 
m – системы линейно независимых функций, причем 
функции n удовлетворяют условиям (1.2). Решение 
сформулированной обратной задачи (1.2)–(1.6) будем ис-
кать в виде:  

1 1 1
w( , ) , ( ) , ( ) ,

N M M
D

i i j j j j
i j j

r a D r C r C

  

            (3.1)  

где D
jC  и jC  – произвольные постоянные, а коэффици-

енты ai  зависят от частоты колебаний . 
При подстановке представлений (3.1) в соотношение 

(1.6) и выборе в качестве функции 1 nw   , ввиду линей-
ности его левой части по переменным w и w1, получим 
систему N линейных уравнений относительно коэффици-
ентов ai (), общий вид которой представлен ниже:  

  
1

1 0

( , , ) dr, 1.. , 1.. ,
N

D
i in j j n

i
a A C C k rq n N j M



        (3.2)  

где (1) (2)( , , )in j jA C C   – квадратичные формы относитель-

но коэффициентов D
jC  и jC . 

После решения линейной системы (3.2) получаются 
выражения для коэффициентов ai (), записанные отно-
сительно D

jC  и ,jC  1.. .j M  Они используются в (3.1) 

для выражения функции прогиба  , , ,D
j jw r C C , кото-

рая должна удовлетворять дополнительному условию 
(1.5) обратных задач. Для набора частотных параметров 

( 1..2 )m m M   из условия (1.5) получаем систему из 2М 
нелинейных уравнений порядка 4М относительно набо-
ра из 2М коэффициентов , , 1.. : D

j jC C j M   

  0 , , , ( ), 1.. , 1..2 .    D
j j mw r C C f j M m M   (3.3)  

Из решения системы (3.3) вычисляются коэффициен-
ты , , 1.. , D

j jC C j M  которые определяют искомые функ-
ции D (r) и  (r) согласно представлению (3.1). 

Для второй постановки (1.7) в рамках гипотез Ти-
мошенко проекционная методика решения обратной 
задачи описывается аналогично. В выражение (3.1) до-
бавляется разложение функции угла поворота нормали 

1
( , )

N

i i
i

r b


    , а система (3.2) записывается в виде 2N 

линейных уравнений:  
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21 22
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 (3.4)  

где (1) (2)( , , )qs
in j jA C C   – квадратичные формы относитель-

но коэффициентов D
jC  и jC . 

После определения коэффициентов ai () и bi (), так же, 
как и для первой постановки, коэффициенты разложений 

D
jC  и jC , 1..j M  искомых функций D (r) и  (r) опреде-

ляются из системы нелинейных уравнений вида (3.3). 
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4. Вычислительные эксперименты 
 
В данном разделе представлены результаты вычисли-

тельных экспериментов по решению обратных задач 
идентификации неизвестных функций жесткости D (r) и 
 (r) в обеих постановках – для гипотез Кирхгофа и Ти-
мошенко. Коэффициент Пуассона полагался равным 
ν = 0,3, соответствующий ему безразмерный коэффициент 
распределения касательных напряжений 0,86k   [3]. 

В представлениях (3.1) в качестве функций n (r) и  
n (r) выбирались функции  2 12 2( ) (1 ) n

n r r r     и 
( ) sin( )n r n r   , 1..n N  соответственно, в качестве 
( )m r  – функции 1( ) , 1.. .m

m r r m M    Параметр N, 
характеризующий количество функций n и n, выбирался 
равным N = 5. Как уже отмечалось ранее, основной зада-
чей в данной работе являлось построение максимально 
эффективного и экономичного с точки зрения быстродей-
ствия алгоритма, позволяющего определять уровень и ха-
рактер монотонности искомых функций, что наиболее 
важно на практике. В связи с этим для минимизации по-
рядка решаемых на втором шаге систем нелинейных урав-
нений восстановление искомых функций производилось в 
классе линейных функций, то есть M = 2. В ходе экспери-
ментов было выявлено, что наиболее благоприятным для 

процедуры реконструкции является частотный диапазон 
до первой резонансной частоты (не включая ее). 

На всех рисунках далее сплошной линией отмечены 
графики точных решений, а точками – восстановленных 
функций. 

П р и м е р 1. Для проверки построенной схемы рас-
смотрим модельный пример восстановления линейных 
функций ( ) 1 0,5D r r   и ( ) 0,25 0,125r r   . На рис. 3 
представлен результат восстановления функции цилинд-
рической жесткости (a) и плотности (б) для гипотез Кирх-
гофа, а на рис. 4 – результат восстановления тех же зако-
нов изменения цилиндрической жесткости (a) и плотно-
сти (б) для гипотез Тимошенко. В обоих случаях функции 
восстановились точно, что свидетельствует о работоспо-
собности предложенной схемы идентификации. 

П р и м е р 2. Рассмотрен случай восстановления убы-
вающей и возрастающей квадратичных функций 

2( ) 1 0,5D r r   и 2( ) 0,25 0,125r r    в классе линей-
ных. На рис. 5 представлен результат восстановления функ-
ции цилиндрической жесткости (a) и плотности (б) для ги-
потез Кирхгофа, а на рис. 6, (а, б) – результат восстановле-
ния для гипотез Тимошенко. В первом случае погрешность 
не превосходит соответственно 7 и 5 %, во втором – 9 и 
7,5 %. Данный уровень погрешности для подобного рода 
вычислительных схем является достаточно приемлемым. 

 
                                                                    а                                                                                           б 
Рис. 3. Результат восстановления линейных функций жесткости (a) и плотности (б) неоднородной круглой пластины для гипотез Кирхгофа 

Fig. 3. The result of restoring linear stiffness functions (a) and density (б) of an inhomogeneous circular plate for Kirchhoff's hypotheses 

 
                                                                    а                                                                                           б 

Рис. 4. Результат восстановления линейных функций жесткости (a) и плотности (б) неоднородной круглой пластины  
для гипотез Тимошенко 

Fig. 4. The result of restoring linear stiffness functions (a) and density (б) of an inhomogeneous circular plate for Tymoshenko's hypotheses 
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                                                                    а                                                                                           б 

Рис. 5. Результат восстановления квадратичных функций жесткости (a) и плотности (б) неоднородной круглой пластины  
для гипотез Кирхгофа 

Fig. 5. The result of restoring quadratic stiffness functions (a) and density (б) of an inhomogeneous circular plate for Kirchhoff's hypotheses 

 
Рис. 6. Результат восстановления квадратичных функций жесткости (a)  и плотности (б) неоднородной круглой пластины 

для гипотез Тимошенко 

Fig. 6. The result of restoring quadratic stiffness functions (a) and density (б) of an inhomogeneous circular plate for Tymoshenko's hypotheses 

Заключение 
 
Для обеих задач о колебаниях неоднородных пла-

стин в рамках гипотез Кирхгофа и Тимошенко выяв-
лено существенное влияние и функции цилиндриче-
ской жесткости и плотности на амплитудно-частотные 
характеристики в окрестности резонансных частот. 
Результаты, полученные в процессе проведения вы-

числительных экспериментов, показывают, что пред-
ложенная для решения задач идентификации функций 
цилиндрической жесткости и плотности неоднородных 
пластин проекционная методика может быть доста-
точно эффективной для определения уровня и харак-
тера монотонности искомых характеристик, что явля-
ется наиболее существенной информацией при реше-
нии практических задач. 
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