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Моделирование пневматической шины при сильном изменении формы вызывает пробле-
му выбора адекватной модели резинокордных слоев. Классическая методика осреднения, 
вообще говоря, не подходит в силу физической и геометрической нелинейности при рассмат-
риваемом деформировании до 15 %. В работе кратко приводятся известные варианты моде-
лирования всей шины и резинокордных слоев. Делается выбор в пользу описания резинокорд-
ных слоев с помощью потенциала напряжений, являющегося анизотропной функцией инвари-
антов тензора деформаций. Из такого определяющего соотношения следует квазилинейное 
соотношение в терминах дифференциалов напряжений и деформаций. Также поясняется 
удобство этих двух типов определяющих соотношений для численной реализации. 

Описана модификация определения эффективных свойств неоднородного слоя. По-
ясняется отличие от стандартного определения эффективных модулей. 

Считается, что расположение кордных нитей приближенно можно считать периодиче-
ским, а все нити заменить эффективным волокном. При этих предположениях описаны 
две модели резинокордного слоя: модель ортотропного материала и модель трансвер-
сально-изотропного материала. Указано на схемы вычислений, которые можно считать 
вычислительными экспериментами, позволяющими определять материальные параметры 
анизотропных потенциалов. 

Описаны проведенные реальные эксперименты с пластиной из брекерной резины при 
медленном квазистатическом растяжении. Обнаружен существенный гистерезис. Показа-
но, что аддитивная модель, сочетающая гиперупругий материал с линейной моделью 
Максвелла, описывает зависимость от скорости деформирования. 

Описана использованная схема численного решения квазистатической задачи деформи-
рования шины, которая реализована в виде собственной программы. Описаны верификацион-
ные тесты. Приведен пример деформирования шины, так называемый тест на разрыв, в кото-
ром осуществляется сильное деформирование и применяется разработанная модель. 
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Modeling a pneumatic tire with a strong change in shape causes the problem of choosing an 
adequate model for rubber-cord plies. Generally, the classical method of asymptotic homogeniza-
tion is not suitable due to physical and geometrical nonlinearity for the strain up to 15 %. The known 
models used for simulation the entire tire as well as rubber-cord plies are analyzed. A choice is 
made in favor of modeling the plies using the stress anisotropic potential, which is an anisotropic 
function of the strain tensor invariants. The relationship of such a constitutive law with a quasi-linear 
constitutive equation in terms of stress and strain differentials is indicated. A convenience of these 
two types of constitutive equations in terms of numerical implementation is also given. 

A modification of the effective properties definition for an inhomogeneous layer is explained.
The difference from the standard effective moduli definition is clarified. 

The arrangement of the cords is supposed to be approximately periodic and all cords to be 
equivalent to the effective fiber. 

Two models of a rubber-cord plies are described under such assumption. These are a 
model of an orthotropic material and a model of a transversely isotropic material. Computational 
experiments, which make it possible to determine the material parameters of anisotropic poten-
tials, are pointed out. 

Real tests with a sample of rubber ply under slow quasi-static loading were conducted. Sig-
nificant hysteresis was detected. It is shown that an additive model combining a hyper elastic 
material with Maxwell viscoelastic model provides good accuracy in stress dependence on the 
strain rate. 

The numerical procedure developed to calculate solution to the quasi-static problem of tire 
deformation is described. It is implemented in home-made computer code. A numerical example 
on the tire simulation is given. That is so-called breaking test, in which strong deformation is 
achieved and the developed model is applied to. 

 
© PNRPU

 
Введение 

 
Моделирование (или расчет) шин имеет давнюю ис-

торию, на протяжении которой существенно усложня-
лись предлагаемые модели [1]. Были модели, которые 
рассматривали шину как систему кольца и пружин. 
Можно вспомнить работы немецкого специалиста 
Ф. Бема (см., например, [2]), в которых он предложил так 
называемую mass-point-модель. Шина моделировалась 
как ансамбль массовых точек, связанных пружинами, 
формирующими объект, по форме напоминающий ши-
ну. Эта модель, интересная с точки зрения истории, 
приводит к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений и годится для описания волновых, т.е. «бы-
стрых», процессов в шине при качении или ударе. Это 
так называемая явная динамика. Для описания стацио-
нарного качения и «медленных» переходных процессов 
(медленная динамика) эффективнее неявные методы 
интегрирования по времени, например метод Ньюмарка 
[3]. Если скорость деформирования достаточно мала, то 
инерционным членом можно пренебречь. Именно такой 
класс задач рассматривается в данной работе. 

Был период времени, когда использовались различ-
ные теории многослойных оболочек [4, 5], хотя переход 
к методу конечных элементов [6–13] был неизбежен. 
Здесь, конечно, приведено минимальное количество 
работ. Вначале использовались достаточно простые 

модели для описания внутренней структуры шины, ко-
торая, однако, достаточно сложна. В радиальной шине, 
помимо нескольких слоев резинокорда, имеются облас-
ти, существенно различающиеся сортами резины. По-
этому для адекватного описания структуры шины ка-
кая-либо теория оболочек вряд ли подходит. 

Здесь уместно перечислить трудности с точки зре-
ния механики или вычислений, встречающиеся при мо-
делировании квазистатических или медленных динами-
ческих процессов в шине. Как пример будем иметь в 
виду радиальную шину легкового автомобиля, состоя-
щую из двух резинокордных слоев брекера и слоя кар-
каса. Прежде всего, речь идет о резине, которая скреп-
ляет резинокордные слои и реализует контакт с доро-
гой. Этот материал обладает малой сжимаемостью, и, 
следовательно, возникает дилемма – либо формулиро-
вать задачу в перемещениях, либо использовать сме-
шанную постановку. Наличие анизотропных слоев ука-
зывает на преимущество использования постановки 
чисто в перемещениях, чтобы все части шины дискре-
тизировались одинаково. Во-вторых, нужно отметить, 
что резинокордные слои являются сильно анизотроп-
ными. Материал шины в целом является также сильно 
неоднородным. Поэтому конечно-элементная система 
уравнений не является простой для решения. 

Расчет шины может осуществляться с различными 
целями, поэтому используемые модели могут быть раз-
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личными. Например, для моделирования сцепления с 
дорогой важными являются модель трения (например 
закон трения Кулона) и алгоритм решения контактной 
задачи. В задачах тепловыделения важны вязкоупругие 
свойства применяемых резиновых смесей и резино-
кордных слоев. Кроме этого, важны закон обмена теп-
лом на внешней и внутренней границах и описание 
движения воздуха внутри шины.  

В нашей работе рассматривается сильное деформи-
рование шины под действием внешней нагрузки. Ти-
пичным примером является так называемый тест на 
разрыв (Breaking Test). Тест состоит во внедрении в 
шину индентера в радиальном направлении вплоть до 
разрыва или контакта с ободом (рис. 1). 

 
Рис. 1. Тест на разрыв. Процесс внедрения индентера в шину 

Fig. 1. Breaking test. The process of the indenter penetration 
 into the tire 

Зависимость вдавливающей силы от перемещения ин-
дентера является результатом испытания. В опыте осуще-
ствляется сильное изменение формы шины, т.е. проблема 
является существенно геометрически нелинейной. Про-
цесс вполне можно считать квазистатическим, а материал 
резины можно предполагать гиперупругим. Подробнее об 
этом пойдет речь в разделе 4. Вопрос о модели резино-
кордных слоев рассматривается в разделе 1. 

Существует несколько подходов для конечно-
элементного моделирования резинокордных слоев. 
Один из них состоит в моделировании кордных нитей и 
окружающей матрицы из резины. Можно подсчитать, 
сколько примерно конечных элементов потребуется 
только для дискретизации нитей корда одного брекер-
ного слоя при трехмерных конечных элементах. Если 
считать, что длина развертки шины 2 м и ширина слоя 
брекера 20 см, кордный угол 25°, а расстояние между 
нитями 1 мм, то получаем, что длина корда одного бре-
керного слоя равна примерно 1 км. Если выбрать длину 
конечного элемента также 1 мм, то число элементов для 
дискретизации волокон одного слоя равно 1 млн. Это 
если считать, что волокно дискретизируется одним эле-
ментом в поперечном направлении. Дискретизация мат-
рицы увеличит это число в несколько раз. Поэтому де-

тальная дискретизация одного резинокордного слоя 
потребует несколько миллионов элементов. Нелиней-
ный анализ такой большой системы в настоящее время 
затруднителен. При этом вряд ли можно надеяться на 
помощь параллельных вычислений. Система с разря-
женной матрицей не обладает эффективностью при 
распараллеливании. Известно, что бывает эффективнее 
использовать два процессора вместо обычно доступных 
четырех, не говоря уже о десятке процессоров. Речь, 
конечно, идет о неявных методах интегрирования конеч-
но-элементных (КЭ) уравнений по времени (или парамет-
ру нагружения). Поэтому следует остановиться на исполь-
зовании осредненных свойств резинокордных слоев. 

В этом подходе имеются варианты. Один из них со-
стоит в осреднении на уровне конечного элемента [13]. 
Другими словами, рассматриваются элементы, имею-
щие внутри себя кордные нити, которые учитываются 
при построении матрицы жесткости. Специфика такого 
подхода состоит в том, что эти нити модельные, их чис-
ло определяется числом конечных элементов и вовсе не 
совпадает с числом реальных нитей кода. Такой подход 
известен с ранних этапов развития метода конечных 
элементов (МКЭ). Ниже рассматривается другой под-
ход (см., например, [8, 14–15]), в котором находятся 
осредненные свойства резинокордного слоя до конечно-
элементной дискретизации. 

 
1. Определяющие соотношения резинокордных 
слоев 

 
Часто в задачах о качении шины резинокордные 

слои моделировались как геометрически и физически 
линейные [1]. В силу специфики рассматриваемых на-
гружений мы предполагаем слои физически и геомет-
рически нелинейными. Можно использовать соотноше-
ние гиперупругого материала 

    или
, , 

2
WW







x C x C
SP

F C
.  (1) 

Здесь и далее используем обозначения [16]: T – тен-
зор напряжений Коши, 1 J  P F T  – первый тензор на-
пряжений Пиолы – Кирхгофа, det( )J  F  – якобиан пре-
образования Пиолы, 1 J   S F T F  – второй тензор  
Пиолы – Кирхгофа, C  – тензор Коши – Грина ( T С F F ,  
F  – деформационный градиент) и 1 2( )  E C I  –  
Лагранжев тензор деформаций. Соотношение (1) удобно 
тем, что в одинаковой форме выглядит как для областей 
резины, так и для резинокордных слоев. В первом случае 
потенциал подходит в виде Муни – Ривлина 

 10 1 01 2
2 3

20 1 30 1

( 3) ( 3)

( 3) ( 3) ,
shearW c I c I

c I c I

    

   
  (2) 

где 1I , 2 ,I  3I  – инварианты тензора ,T C F F  
1/3/ J .F F  Это «сдвиговая» часть потенциала. «Объем-

ная» часть имеет, например, вид 
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 2
vol 1

2
.KW J   

Тогда iso volshearWW W  . Во втором случае требу-
ется использовать потенциал анизотропного материала. 
Использование потенциала (2) в самом начале процесса 
нагружения нецелесообразно, поэтому можно исполь-
зовать квадратичный потенциал 

2
1 1 2

01 10

1 μ(λ 2μ)( 3) μ( 3) ( 3),
8 2

μ 2( ).

W I I I

C C

      

 
 

Во втором случае структура потенциала от набора 
инвариантов зависит от типа анизотропии и описана, 
например, в [17]. Так, в случае ортотропии независи-
мыми инвариантами относительно группы преобразо-
ваний ортотропии являются инварианты: ααC , αβC , 

α β, α,β 1,2,3   [17]. 
Вообще говоря, потенциал можно выбирать как 

функцию от набора инвариантов, который удобен для 
использования. В соответствие с этим, эффективный 
потенциал резинокорда W  представим в виде изотроп-
ной части и корректирующих членов: 

iso corr .
effW W W   

Изотропную часть выберем в виде потенциалов 
Муни, когда в (2) 20 300, 0,c c   или Трелоара, когда в 
(2) 01 20 300, 0, 0c c c   , учитывая, что деформации в 
резинокорде не превышают 15–20 %. 

Для ортотропных материалов число независимых 
инвариантов равно шести [17]. Однако в выражении 
потенциала часто для удобства используют зависимые 
инварианты. Для описания потенциала ортотропного 
материала к инвариантам 1I , 2 ,I  3I  можно добавить 

инварианты 
41
I , 

42
I  и 

5
I , 

6
I : 

   2 22 2
41 13 42 23 5 33 6 22  1 1 1 1, , 1 , 1 .

2 2 2 2
    I C I C I C I C       

Следовательно, 

sh vol sh_1 sh 22 3 2_ 3 ,effW W WW W WW      

где sh_1
13

412
a IW  , sh_2

23
422

a IW   – потенциальная 

энергия сдвига вдоль волокон в плоскостях 1–3 и 2–3,  

а 33
3 53 2

W b I , 22
22 6.

2
bW I  Таким образом, рассматри-

ваемый потенциал ортотропной среды имеет шесть (или 
семь, если используется потенциал Муни) материаль-
ных параметров: 10 01 13 23 33 22         , ( ), , , ,   ,c c K a a b b . Для их 
определения требуются либо эксперименты с образцами 
резинокордного материала, либо численное решение 
задачи на ячейке. 

В ряде случаев материал слоя можно описывать как 
трансверсально-изотропный. Тогда вид потенциала уп-
рощается 

iso tr _sh tr _ tens ,effW W W W    

где tr _ sh 42
W a I  – это потенциальная энергия сдвига 

вдоль волокон, а tr _ ten 5s 2
W b I  – это потенциальная 

энергия растяжения/сжатия в третьем направлении. 
При этом 

   22 2
4 13 23 335

1 .
2 2

11I C C I C   ，  

Таким образом, рассматриваемый потенциал транс-
версально-изотропной среды имеет четыре или пять 
материальных параметров: c10, (c01), K, a, b. 

 
2. Осреднение резинокордных слоев 

 
Независимо от используемой структуры потенциа-

ла, он описывает осредненные свойства резинокордного 
слоя. Поэтому требуется иметь точное определение эф-
фективных упругих свойств и представительной облас-
ти (RVE) в случае неоднородного слоя. 

В случае трехмерной среды одно из первых опреде-
лений представительной области (RVE) представлено 
Хиллом [18, 19]. В [20] было дано строгое определение 
эффективных модулей упругости, обобщенное затем 
для нелинейных моделей МДТТ [15, 21, 22]. 

Асимптотический подход развивался при анализе 
периодических сред как в трехмерном случае [21, 23–25], 
так и в случае неоднородных слоев [26–27, 31].  
В [28, 29] двухслойный резинокордный ламинат был 
проанализирован в рамках линейной упругости. Следу-
ет отметить, что в большинстве работ определяются 
двумерные эффективные определяющие соотношения в 
предположении плоского напряженного состояния слоя. 
К этому приводит асимптотический подход, так же, как 
и классическая ламинатная теория (КЛТ) (см., напри-
мер, [26, 27, 30, 31]). Последнее неудивительно, по-
скольку КЛТ является просто первым приближением 
асимптотического разложения [31]. 

Однако для анализа НДС в рамках 3D-конечно-
элементной модели требуется знать модули в попереч-
ном направлении. В работах [15, 22, 32] отмечается, что 
стандартное определение эффективных свойств для 
трехмерной среды некорректно для слоя, поскольку 
в поперечном направлении нет представительной об-
ласти. Другими словами, краевой эффект пронизывает 
всю ячейку периодичности. В [15, 22] предложены 
обобщения определений представительной области и 
эффективных свойств для слоя, окруженного однородной 
средой, пригодные как для линейной, так и нелинейной 
упругости. Идея состоит во включении в представитель-
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ную область (ячейку периодичности) окружающего ма-
териала. Это первая отличительная черта, которую необ-
ходимо учитывать при определении эффективных 
свойств слоя. Здесь следует подчеркнуть, что речь идет 
именно об определении эффективных свойств. Способы 
приближенного вычисления рассматриваются ниже. 

Заметим, что имеется вторая особенность, касаю-
щаяся эффективных свойств слоя. Дело в том, что опре-
деление эффективных свойств, предложенное в [15, 22], 
есть определение именно жесткостей (или модулей) в 
плоскости слоя, но не изгибных жесткостей. В случае 
трехмерной среды этого вполне достаточно, но не в 
случае слоя, который характеризуется как жесткостями 
в плоскости слоя, так и изгибными и крутильной жест-
костью. Однородный слой с правильными двумерными 
модулями в плоскости слоя может обладать изгибными 
жесткостями, не соответствующими изгибным жестко-
стям осредняемого неоднородного слоя. Поэтому не 
случайно, что метод осреднения [27, 31] одновременно 
понижает размерность задачи, сводя трехмерный слой к 
модели пластины, а также позволяет определять как 
жесткости в плане, так и изгибные и крутильную жест-
кости. В соответствие со сказанным, изгибные жестко-
сти, вообще говоря, не могут быть получены из осред-
ненных двумерных жесткостей в плане слоя. 

Для исправления ситуации возможны по крайней 
мере два подхода. Первый вариант более «научный». 
Рассмотрим лишь его схему. Известно, что при приме-
нении второго приближения [31] для неоднородного 
линейного упругого слоя результатом является теория 
пластин, эквивалентная теории Миндлина – Рейснера.  
С другой стороны, согласно работе [33], применение 
первого приближения для однородного слоя, подчи-
няющегося линейной моментной теории упругости, 
приводит также к теории типа Миндлина – Рейснера. 
Таким образом, с помощью асимптотических разложе-
ний наблюдается эквивалентность между неоднород-
ным слоем с линейно упругим материалом и однород-
ным слоем с линейно моментным упругим материалом. 
Следовательно, неоднородный слой следует описывать 
однородным моментным материалом, чтобы адекватно 
описать свойства на растяжение/сдвиг и свойства на 
изгиб/кручение. 

Однако существует более простой «инженерный» 
способ моделирования неоднородного слоя эквивалент-
ным однородным в рамках обычной линейной теории 
упругости. А именно, можно применить так называемое 
«обрезание» резинокордного слоя. Это означает, что 
слой в конечно-элементной модели искусственно дела-
ется более тонким, чем реальный резинокордный слой. 
При этом его толщина подбирается так, что жесткость 
на растяжение в направлении волокон и изгиб относи-
тельно поперечной оси были такими же, как соответст-
вующие жесткости исходного неоднородного слоя. По-
скольку отмеченные жесткости существенно больше 
остальных соответствующих жесткостей, то такой под-
ход вполне уместен. 

3. Задачи на ячейке 
 
Как уже отмечалось, для резинокордного слоя стан-

дартное определение осредненных упругих свойств [21], 
строго говоря, не подходит [15, 22]. Это определение 
предполагает наличие представительной области, чтобы 
краевой эффект не влиял на расчет эффективных свойств. 
Однако в случае резинокордного слоя краевой эффект 
пронизывает всю ячейку периодичности, показанную на 
рис. 2, а. Это приводит, в частности, к тому, что вычис-
ленные согласно классическому определению эффектив-
ные модули линейной упругости не являются обратными 
к эффективным податливостям. Поэтому определение 
осредненных упругих свойств нуждается в изменении. 

 
                       а                                            б 

Рис. 2. Модельная ячейка периодичности резинокордного  
слоя (RVE) (а); расширенная ячейка (RVE+) (б) 

Fig. 2. Model cell of the rubber-cord ply periodicity cell (RVE) (а); 
modified model cell of the rubber-cord ply periodicity cell (RVE +) (б) 

Чтобы это сделать, ячейка сверху и снизу дополня-
ется слоями однородного материала, который окружает 
неоднородный слой в конструкции. Эта схема показана 
на рис. 2, б. Так, получается ячейка RVE+, которая со-
стоит из материала корда 1, материала матрицы 2 и ма-
териала 3, окружающего резинокордный слой. Идея 
модифицированного определения [15, 22] эффективных 
упругих свойств состоит в том, что аффинное преобра-
зование начальных координат в текущие задается на 
границе области RVE +, а средние напряжения и дефор-
мации вычисляются по области RVE 

    1 1, .
RVE RVERVE RVEV V

dV dV
V V

  S S C C  

На боковой поверхности ячейки периодичности 
задаются условия, учитывающие периодичность НДС, 
описанные подробно в [22]. 

Предполагается существование эффективных по-
тенциалов, таких, что 

   
   , .

eff effW w 
 

 

C S
S C

C S
 

В [22] описаны схемы проведения вычислительных 
экспериментов, которые позволяют вычислить все мате-
риальных параметры упругих потенциалов в случаях 
трансверсальной изотропии и ортотропии. Проведенные 
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вычисления показали, что необрезанный слой, для кото-

рого η 1,h
l

   может моделироваться как трансвер-

сально-изотропный. Обрезанный слой ( η 0,5 ) следует 
рассматривать как ортотропный, причем отличие от 
трансверсальной изотропии проявляется относительно 
сдвигов. Также выявлено, что разница в использовании 
предложенного и традиционного определения эффек-
тивных свойств проявляется прежде всего при опреде-
лении сдвиговых параметров потенциала. Выявлено, 
что в диапазоне деформаций до 20 % ортотропные по-
тенциалы, построенные на основе потенциалов Трелоа-
ра и Муни, приводят к близким результатам. 

Определяющее соотношение эффективного гипе-
рупругого материала может быть представлено в диф-
ференциальном виде 

 2

2 .
effW

d d





C
S E

E
 

Это соотношение гиперупругого материала. В слу-
чае процесса нагрузки оно фактически используется в 
виде соотношения гипоупругого материала 

   : .Ed dS C E E   (3) 

Это соотношение предназначено для использования 
при формулировке задачи в начальной области. Для рези-

ны 
2

2

R
E W




C
E

, для резинокорда 
2

2 .
eff

E W




C
E

 В пред-

положении физической линейности резинокордного мате-
риала (0) constE E C C . Соотношение (3) удобно ис-
пользовать в конечно-элементной модели, поскольку оно 
является более общим по сравнению с соотношением ги-
перупругого материала (1). 

При решении задачи в текущей области последнее со-
отношение эквивалентно определяющему соотношению 

  1 : ,   .TR d E
i

d
jkl ip jq kr ls pqrsC J F F F F C ECT d  

Здесь TRT  – производная Трусделла [16] тензора 
напряжений Коши T , d  – тензор скоростей деформа-

ции    0,5 T     
d ww w . 

 
4. Экспериментальное определение свойств 
вязкоупругости 

 
Модели вязкоупругости [34] при больших деформа-

циях встречаются в большом количестве работ. Это каса-
ется также обобщенной модели Максвелла в применении 
к резине и резинокорду (см., например, [7, 35–37]). В ра-
ботах [36, 37] построены модели резинокорда. Отметим, 
что использование в анизотропном потенциале «изо-
тропной» части также применялось в работах [34–36]. 
Впрочем, и других. 

В данной работе рассматривается квазистатическое 
нагружение. В исследовании [38] взаимодействие меж-

ду резиновой матрицей и кордом учитывалось при по-
строении упругой потенциальной энергии. Тем не менее 
возникает вопрос, насколько сильно проявляется зави-
симость от скорости деформирования в случае нагру-
жения, которое принято считать статическим. Для вы-
яснения этого вопроса были проведены опыты по одно-
осному растяжению брекерной резины до деформаций 
10 %. Опыты проведены в НИИ Механики МГУ на ма-
шине ZWICK. 

Обнаружено, что резиновая смесь обладает суще-
ственными вязкоупругими свойствами. На рис. 3 пока-
заны результаты одноосных опытов на растяжение – 
сжатие образца резины, применяемой в брекерном 
слое. Цифрой 1 обозначена диаграмма напряжение – 
деформация для скорости деформации примерно 

5 110 c  , цифрой 2 – диаграмма для скорости 4 110 c  , 
а цифрой 3 – для скорости 2 110 c  . 

 
Рис. 3. График зависимости одноосного напряжения  

от инженерной деформации при растяжении слоя  
из брекерной резины при постоянной скорости нагружения 

Fig. 3. Plot of uniaxial stress versus engineering strain under  
tension of a rubber ply at a constant loading rate 

Опыты проводились с постоянной по величине скоро-
стью деформации, изменяющейся скачком в начале опыта 
и при переходе от нагрузки к разгрузке и наоборот. Хоро-
шо заметно проявление эффекта Малинза и наличие петли 
гистерезиса даже при скорости деформации 5 110 c .   

Проявление вязкоупругости также отчетливо видно 
при смене нагрузки и разгрузки. Следовательно, при мед-
ленном квазистатическом нагружении 5 4 110 10 c    тан-
генциальный модуль зависит от скорости деформации. На 
начальном участке деформирования он меняется после 
скачкообразного изменения скорости деформации. 

Наличие петли гистерезиса даже для малых скоро-
стей деформации говорит о том, что стандартное при-
менение удобной модели вязкоупругости Максвелла 
следует понимать следующим образом. Обобщенная 
модель Максвелла, записанная относительно девиато-
ров ,s e  напряжений и деформаций 

10

( ) ( τ): (τ), 


 
     

 
 sh sh

t N

n
n n

tt R t d R c c exp
t

s e , 
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подразумевает знание длительного модуля c . Вместо 
его измерения определяющее соотношение можно пере-
писать в виде 

0

( ) ( ) ( τ)( ) τ     
t

ref reft ds e s e R e e , 

где ( )refs e  есть определяющее соотношение напряжение – 
деформация при выбранной референсной скорости де-
формации. Предполагается, что эта зависимость определя-
ется анизотропным упругим потенциалом, для построения 
которого разработана отмеченная выше методика. Таким 
образом, зная рефренную зависимость напряжения от де-
формации, можно вычислить аналогичную зависимость 
для актуальной скорости деформирования. 

Проверка данного предположения проводилась в 
одноосном опыте до деформаций 10 %. Использова-
лись опыты с тремя скоростями деформаций 

5
1 10V , 4

2 10V  и 2
3 10V . Предыдущая формула 

приобретает вид 

α 1 α 1σ (ε) σ (ε) ( ) (1 ), α 2,3.


     n

t
t

n n
n

V V C t e  

Параметры модели Максвелла при n = 2 выбира-
лись методом наименьших квадратов из сравнения 
кривых ασ (ε)  для α 1,3 . Аппроксимация для 2σ (ε)  
показана на рис. 4. 

 
Рис. 4. График зависимости одноосного напряжения  

от инженерной деформации при растяжении резинового  
слоя при постоянной скорости деформация 

Fig. 4. Plot of uniaxial stress versus engineering strain under  
tension of a rubber ply at a constant loading rate 

Из рис. 4 видно, что кривая второго теста, рассчитан-
ная по модели Максвелла, совпадают с данными экспери-
мента. Таким образом, проверено, что диаграммы    
квазистатического нагружения до 10 % деформации могут 
быть получены из выбранной референсной кривой нагру-
жения, используя линейную модель Максвелла. 

 
5. Постановка квазистатической задачи 

 
Вариационное уравнение квазистатической геомет-

рически нелинейной задачи может быть сформулирова-
но [39] как в начальной 
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так и текущей конфигурации 

   ( ) : ( ) :[ ] ( ) ,     d T e

V V

d dV d dV dAd w C d u T w u w  

где 
2Σ

 Σ    e

V

dA d dV d df w s w  есть работа внешних 

сил на приращениях внешних сил df  и ds . В первом 
случае подход называется полностью Лагранжевым 
(TL), перемещение u  зависит от координат в начальной 
области и времени (или параметра прослеживания про-
цесса t). Во втором случае – это Лагранжев подход с 
адаптацией (UL) [3]. Нелинейный функционал ( )edA w  
сформулирован в текущей области, поскольку внутрен-
нее давление является следящей нагрузкой и естествен-
ным образом формулируется в текущей области (теку-
щей конфигурации). Объемная сила может представ-
лять собой центробежную силу, или Кориолисову силу, 
если рассматривается вращение, а поверхностные си-
лы – это внутреннее давление ( )  p ts n  или силы в 
зоне контакта с дорогой. 

Отметим, что разница между обеими формулиров-
ками отсутствует, если используются изопараметриче-
ские элементы и не применяется перестроение сетки. 
Более того, оказывается, что при применении МКЭ 
некоторые интегралы удобно вычислять по исходной 
области, например, в случае гиперупругого материа-
ла, а другие в текущей области. Например, работу дав-
ления. 

Линеаризованное вариационное уравнение было 
дискретизировано с помощью элементов первого по-
рядка. Для интегрирования по времени используется 
неявный метод Эйлера с внутренними итерациями на 
каждом шаге. Число этих итераций невелико. Весь ал-
горитм реализован в виде программы на Фортране. Реа-
лизовано вычисление напряжений в корде, представ-
ляющих интерес в смысле прочности шины. 

 
6. Численные примеры 

 
Осуществлена детальная проверка разработанной про-

граммы. Ниже приводятся некоторые сравнения. Рассмот-
рим тест на одноосное растяжение пластины из линейно 
упругого материала, имеющего определяющее соотноше-
ние S C E: .=  Решение в этой задаче дается формулой 

(1 ε / 2)(1 ε)σ ε , ε .
(1 2νε(1 ε / 2))

  
 

 
l LE

L
 

Сравнение напряжений, полученных в собственной 
конечно-элементной программе, с этой формулой при-
ведено ниже в табл. 1. 
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Таблица 1 

Напряжение в задаче одноосного растяжения (МПа) 

Table 1 

Stress in the problem of uniaxial tension (MPa) 
ε  Формула Расчет Error (%)  

0,1 19 484 19 900 2,13 
0,2 48 489 49 0000 1,05 
0,3 91 175 88 500 2,9 

Таблица 2 

Сравнение прогибов 

Table 2 

Comparison of deflections 

h/L Мат Гр.  
усл. 

Давление 
(МПа)  ANSYS ABAQUS J diff 

ANS
AB vs 
ANS 

0,1 R 3 2,00E-05 0,849 0,884 0,838 1,30 % 3,96 % 
1 R 2 1,00E-03 2,48 2,59 2,41 2,82 % 4,25 % 

0,1 M 2 1,00E-01 0,302 0,302 0,299 0,99 % 0,00 % 
2 R 3 8,00E-03 2,022 2,33 1,966 2,77 % 13,22 % 

0,1 M 3 1,60E+00 0,678 0,68 0,673 0,74 % 0,29 % 
1 R 1 2,00E-03 6,21 6,39 5,98 3,70 % 2,82 % 
2 M 3 5,00E+02 1,42 1,43 1,41 0,70 % 0,70 % 

 
Следующий тест – решение той же задачи, но для 

материала с определяющим соотношением 

 σ : , C dJ   (4) 

где σ J – производная Яуманна. Решение дается форму-
лой σ ln(1 ε) E . Численное решение почти точно 
совпало как с формулой, так и численными решениями, 
полученными в ANSYS и ABAQUS. 

Следующие тесты – это цилиндрический изгиб пла-
стинок из материала резины или металла. Расчеты прове-
дены для параметров материала: для металла 51,6 10 E  
МПа, 0,33  , для резины 1,04E  МПа, 0,49.   
Сравнение прогибов в центральном сечении приведено в 
табл. 2. Первый столбец таблицы показывает толщину 
пластины в мм, второй столбец указывает материал: 
«R» – резина, «М» – металл. В третьем столбце указаны 
граничные условия. Цифра 1 означает шарнирные опоры 
со свободным перемещением вдоль оси, 2 – такие же 
опоры, но с запретом продольного перемещения, цифра 3 
означает заделку с обеих сторон. Четвертый столбец со-
держит величину давления в МПа. Далее три столбца со-
держат прогибы в среднем сечении полученные, соответст-
венно, в Ансисе, Абакусе и собственной программе. Везде 
использовано определяющее соотношение (4) и одинаковые 
элементы типа Brick. Последние два столбца означают от-
носительную разницу прогибов, полученных, в собственной 
программе и Ансис и разницу между Ансис и Абакус. При-
веденные данные показывают лишь небольшую часть ре-
зультатов тестирования собственной программы. 

Основной вывод, который следует из результатов 
тестирования, состоит в том, что собственная программа 
обеспечивает точность такую же, как упомянутые выше 

программные комплексы. При этом разница в решениях 
между Ансис и Абакус такая же, как между ними и ре-
шением в собственной программе. 

Геометрическая модель шины выбрана достаточно 
детальной, отражающей все основные элементы конст-
рукции. На рис. 5 показана форма деформированной 
шины в конце процесса внедрения индентера. 

 
Рис. 5. Форма деформированной шины в конце процесса  

внедрения индентера 

Fig. 5. The shape of the deformed tire at the end  
of the indentation process 

Можно заметить явное сходство формы деформиро-
вания в модели с формой, показанной на рис. 1. Следует 
отметить, что шина чувствительна к деталям механиче-
ской модели. Неточности в последней приводят к сущест-
венному изменению приведенной формы. На приведенном 
рисунке можно заметить отсутствие симметрии относи-
тельно центрального меридионального сечения под ин-
дентером. Это вызвано тем, что два слоя брекера отстоят 
друг от друга на небольшое расстояние около 1 мм. 

 
Заключение 

 
Разработаны модели резинокордного слоя трансвер-

сально-изотропного или ортотропного гиперупругого 
материалов. На основе модифицированного определе-
ния эффективных свойств выявлены параметры потен-
циалов как для слоев брекера, так и слоя каркаса. 
Сформулирована вариационная постановка квазистати-
ческой задачи медленного нагружения шины и осуще-
ствлена ее конечно-элементная дискретизация. Послед-
няя в свою очередь реализована в виде собственной 
программы на Фортране. Проведены проверочные тес-
ты путем сравнения с аналитическими решениями и 
известными конечно-элементными программами. Реа-
лизовано моделирование теста на разрыв, являющегося 
в ряде стран обязательным. 

Таким образом, разработанное моделирование НДС 
шины детально проверено как с точки зрения механической 
модели, так и вычислительной процедуры. Оно позволяет 
виртуально создавать прототипы новых конструкций шин и 
может быть полезно в шинной промышленности. 
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