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 Моделирование процессов, происходящих в металлах при обработке их крат-
ковременными импульсами электрического тока высокой плотности, представляет
интерес прежде всего в связи с изучением явления электропластичности, физиче-
ский механизм которого до сих пор остается непонятным для исследователей.
Одно из объяснений этого явления заключается в эффекте залечивания микроде-
фектов в металле. 

В настоящей работе исследуются процессы трансформации и взаимодействия
дефектов типа плоских микротрещин с линейными размерами порядка 10 мкм,
протекающие в металле при обработке его импульсами тока. Исследование осу-
ществляется численно на основе связанной модели воздействия интенсивным
электромагнитным полем на предварительно поврежденный термоупругопласти-
ческий материал с дефектами, которая учитывает плавление и испарение метал-
ла, а также зависимость всех его физико-механических свойств от температуры. 
Решение получающейся системы уравнений ищется методом конечных элементов
на подвижных сетках с использованием смешанного эйлеро-лагранжева метода. 

Расчеты показали, что под действием импульсов тока происходит сварка тре-
щины и залечивание микродефекта. Залечивание происходит путем одновремен-
ного уменьшения длины, выброса расплавленного металла внутрь трещины и
смыкания берегов, что приводит к тому, что берега трещины начинают контактиро-
вать со струей расплавленного материала и в конце этих процессов струя оказы-
вается полностью зажатой берегами трещины. 

В статье исследуется влияние расстояния между трещинами и их взаимного
расположения относительно друг друга на процессы деформирования и залечива-
ния микродефектов, а также обсуждается выбор области интегрирования и усло-
вий на ее границах. 

Численное моделирование показало, что при изучении процесса залечивания
микротрещин можно без потери точности ограничиться рассмотрением в качестве
области интегрирования одного  представительного элемента (или одной четверти 
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  осесимметричного представительного элемента), задавая на ее границах, не яв-
ляющихся осями симметрии, разность потенциалов, определенную для элемента
без дефекта (в состоянии, «не возмущенном» наличием микротрещины). При рас-
стояниях между трещинами, превышающих 5–6 их длин, процессы залечивания 
будут протекать одинаково, независимо от того, моделируем мы их в области ин-
тегрирования, состоящей из одного или нескольких представительных элементов. 

С увеличением расстояния между трещинами наблюдается уменьшение 
влияния взаимного расположения микротрещин на процессы их залечивания, так
что при расстояниях между микротрещинами, превышающих шесть их длин, время
залечивания микротрещин оказывается фактически одинаковым при любом распо-
ложении трещин относительно друг друга. 

Взаимодействие между микротрещинами начинает заметно сказываться на
процессе их залечивания, когда расстояния между ними сокращается до 5–6 длин 
микротрещин. Если же расстояние между трещинами превышает шесть и более их 
длин, то процессы залечивания микротрещин, становятся практически независя-
щими как от расстояния между дефектами, так и от расположения дефектов отно-
сительно друг друга. 

Уменьшение расстояния между трещинами вплоть до 1–2 их линейных разме-
ров (с учетом изменения их взаимного расположения) качественно не меняет опи-
санный процесс залечивания, однако приводит к его существенному замедлению:
выброс расплавленного материала в трещину сохраняется, но уменьшение трещи-
ны особенно в поперечном направлении значительно сокращается. 
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 Simulation of processes occurring in metals when they are treated with short
pulses of high density electric current is of interest primarily due to studying the phe-
nomenon of electroplasticity; the physical mechanism of which is still unknown to re-
searchers. The effect of healing micro-defects in metals is one of existing explanations 
for this phenomenon. 

The present paper considers the processes of transformation and interaction re-
lated to flat microcracks with linear sizes of about 10 microns when processing metal 
samples with short pulses of high-density currents. The investigation is carried out 
numerically on basis of coupled quasi-stationary model of impact using high-energy 
electromagnetic field on the pre-damaged thermal elastoplastic material with defects. 
The model accounts for melting and evaporation of the metal and the dependence of
its physical and mechanical properties on the temperature [1]. The system of equations 
is solved numerically by finite elements method with adaptive mesh using alternative 
Euler-Lagrange’s method. 

The calculations show that the crack welding and micro-defects healing occur un-
der the short pulse of current. The healing occurs due to a simultaneous reduction in
length, the ejection of the molten metal into the cracks and closing of micro-crack 
shores which leads to the fact that the shores of the crack come into contact with the
jet stream; and in the end of these processes the jet’s material is completely jammed
by the cracks shores [1]. 

This paper studies the influence of distance between the cracks and their relative
position with respect to each other on deformation and healing of micro-defects; also the 
choice of the integration regions and conditions at its boundaries. 

Numerical modeling shows that it is enough to study microcracks healing by consid-
ering one representative element (or one-quarter of the axisymmetric representative 
element) as a region of integration by setting the electrical potential which is certain
for the element without defects (when it is "unperturbed" by the presence of microcracks)
on  its borders  that are the axes  of symmetry.  When the  distances  between the cracks
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  exceed their lengths by 5–6 times, the healing processes will occur in the same manner 
regardless of the fact that we model them in the region of integration consisting of one or 
several representative elements. 

When the distance between the cracks increases, the influence of mutual arrange-
ment of micro-cracks on the healing process is decreased. Thus, if the distances be-
tween the microcracks exceed their lengths by six times, in fact, the healing of
microcracks is the same for any position of cracks compared to each other. 

Interaction between microcracks begins to significantly affect their healing processes
when the distance between them is reduced to 5-6 lengths of microcracks. If the distance 
between the cracks exceeds their six lengths, the processes of microcracks healing be-
come practically independent of the distance between the defects or the position of de-
fects with regard to each other. 

Decreasing the distance between the cracks up to 1–2 of their linear sizes (taking in-
to account their relative position changes) does not qualitatively change the described
healing process of microcracks, however it results in a considerable slowing down: the 
ejection of a molten material in a crack is retained, but the crack reduction is significantly
reduced especially in the transverse direction. 
 

© PNRPU

 
Введение 

 
Исследование процессов, происходящих в проводящих материалах при обработке 

образцов кратковременными импульсами электрического тока высокой плотности, пред-
ставляет значительный интерес как в связи с изучением явления электропластического 
деформирования, физический механизм которого остается непонятным для исследовате-
лей, так и в связи с исследованием явления залечивания дефектов (от микро- до макро-
размеров, например, усталостного происхождения, которое также до последнего времени 
не находило своего объяснения). 

В настоящей работе рассматриваются микродефекты с линейными размерами поряд-
ка 10 мкм, образуемые поверхностями соседних монокристаллов (зерен), наиболее часто 
встречаются в поликристаллическом металле (межзеренные дефекты). Они всегда в ка-
ком-то количестве образуются после отливки, а также могут возникать и развиваться 
в металле в процессах технологической обработки (например, при электропластическом 
деформировании) или эксплуатации (например, при многоцикловом нагружении) изго-
товленных из него изделий [1]. При нагрузке дефекты накапливаются в материале, что 
приводит при определенной поврежденности к макроразрушению изделия. Наиболее 
опасными из микродефектов с точки зрения последующего макроразрушения являются 
дефекты типа плоских микротрещин. 

Предположения о том, что в проводящем материале может происходить залечивание 
(изменение) дефектов под действием кратковременных импульсов тока высокой плотно-
сти, высказывались в работах [2–5], в контексте изучения явления электропластичности. 

Между тем экспериментальные доказательства факта, что залечивание дефектов 
в той или иной форме происходит в проводящих материалах, появились безотносительно 
изучения электропластичности. 

Впервые возможность торможения трещин в пластинах при воздействии на них ко-
роткими импульсами тока высокой плотности экспериментально установлена в работах 
[6–8]. При этом получено, что в вершинах трещин в различных материалах (кремнистой 
стали, а также меди и других цветных металлах) происходит плавление, микровзрыв 
и образование кратера, что приводит к торможению в распространении трещины. 

В работах [9–10] путем измерения скорости распространения ультразвуковых волн 
в образцах из рельсовой стали, подвергнутых циклической нагрузке, установлено, что ус-
талостные микротрещины залечиваются после воздействия на образец, содержащий такие 



Kukudzhanov K.V., Levitin A.L. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2016) 89-110 

 92

трещины, импульсами тока, что значительно увеличивает время жизни образца до его ус-
талостного разрушения при циклическом нагружении. 

В работе [11] путем определения плотности методом гидростатического взвешивания 
для образцов из аустенитных сталей с различным содержанием углерода, подвергнутых 
циклической нагрузке до и после воздействия электротоком установлено, что микротре-
щины после воздействия на образец импульсами тока залечиваются, о чем свидетельству-
ет увеличение плотности материала после воздействия на него током. 

В работе [12] при исследовании явления электропластичности в тестах на растяжение 
титановых образцов с помощью оптической микроскопии установлено, что микродефек-
ты, возникшие при пластической деформации, после воздействия на образец импульсами 
тока залечиваются, о чем свидетельствуют приведенные в работе фотографии микро-
структуры материала. 

В работе [13] при исследовании с помощью оптической микроскопии (SEM) образцов 
из нержавеющей стали в тестах на многоцикловое растяжение до и после воздействия элек-
тротоком установлено, что усталостная мезотрещина в образце залечиваются после воздей-
ствия на нее импульсами тока. При этом происходит процесс сварки берегов трещины. 

Таким образом, стало возможным утверждать, что теоретические предположения 
о возможности залечивания дефектов под действием коротких импульсов тока высокой 
плотности, сделанные в работах [2–5], в настоящее время перешли из разряда гипотезы 
в разряд экспериментально наблюдаемых фактов [6–13]. 

Для исследования физических процессов, происходящих в окрестности трещин, под 
действием интенсивным импульсов тока и объяснения эффекта залечивания исследовате-
лями предложен ряд математических моделей [14–25]. Из данных моделей получалось, 
что в вершинах трещин возможно возникновение сжимающих нормальных напряжений 
в направлении, перпендикулярном поверхности трещины, а также что имеет место сбли-
жение берегов трещин, сопровождаемое при определенных условиях выплавлением кра-
теров (пор) в их вершинах. Это, по мнению авторов, создавало препятствия для дальней-
шего развития трещин в материале и означало залечивание дефектов. 

Однако вышеперечисленные эксперименты [6–13] свидетельствовали о том, что в ок-
рестности микротрещин происходило не просто возникновение сжимающих напряжений 
с выплавлением кратеров (пор) в вершинах, а изменение самой формы дефекта, вплоть до 
его полного исчезновения. Таким образом, математические модели [3–4, 14–25] не позво-
ляли объяснить наблюдаемые факты, о чем достаточно подробно говорилось в [1]. 

Для решения поставленной задачи в работах [1, 26–27] предложены модели воздей-
ствия электромагнитного поля на предварительно поврежденный материал с дефектами, 
с помощью которых удалось математически описать экспериментально наблюдаемый 
процесс трансформации микродефектов в проводящем материале. В частности, в [1, 27] 
показано, что при определенных условиях микротрещины могут полностью залечиваться. 
Этот процесс происходит путем одновременного уменьшения длины микротрещины, вы-
броса струи расплавленного металла из вершины внутрь трещины и смыкания ее берегов. 
В результате берега трещины оказываются «сваренными» расплавленным металлом. В [1] 
показано, что модель правильно воспроизводит основные особенности электротермоме-
ханических процессов в окрестности дефектов, наблюдаемые экспериментально. 

Между тем моделирование (решение начально-краевой задачи) проводилось для оп-
ределенного представительного элемента (ячейки периодичности) материала при вы-
бранных граничных условиях на его поверхности [1, 27]. В связи с этим представляется 
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важным выяснить, в какой мере на выявленный процесс залечивания микротрещин (и на-
пряженно-деформированное состояние в их окрестности) влияет расстояние между со-
седними микротрещинами и их взаимное расположение относительно друг друга. 

Для выяснения этого вопроса, в свою очередь, следует, во-первых, оценить ошибку, 
которую мы допускаем, решая задачу для одного представительного элемента, вместо то-
го чтобы решать ее для всего образца с совокупностью дефектов, и во-вторых, разобрать-
ся, как рассматриваемые процессы зависят от граничных условий, которые могут исполь-
зоваться в модели. 

 
1. Постановка задачи, основные уравнения и граничные условия 

 
Рассматривается токопроводящий материал, содержащий одинаковые дефекты типа 

плоских микротрещин с закругленными вершинами. При этом считается, что дефекты 
в материале могут располагаться или упорядоченно или хаотически, как показано на рис. 1. 
В первом случае (рис. 1, а и рис. 1, б) выделение представительного элемента объема 
(ячейки периодичности) не представляет труда. Во втором случае будем считать, что де-
фекты распределены по объему в общем равномерно, так что разброс расстояний между 
центрами микродефектов невелик. В этом случае примем за представительный элемент 
шар (в плоском случае круг) радиусом rср, равным среднему расстоянию между дефекта-
ми в материале, как показано на рис. 1, в. 

 
Рис. 1. Расположение дефектов в материале (вверху) и соответствующие  

представительные элементы (внизу) для микродефектов: а – в узлах прямоугольной решетки;  
б – в узлах гексагональной решетки; в – при хаотическом расположении 

Материал подвергается воздействию короткоимпульсного высокоэнергетического 
электромагнитного поля определенной интенсивности посредством приложения к наруж-
ным границам образца разности потенциалов, вызывающей на этих границах ток с векто-
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ром плотности, перпендикулярным плоскости микротрещин, как показано на рис. 1. Бу-
дем рассматривать электромагнитные поля, вызывающие в образце ток с плотность от 108 
до 1010 А/м2 в течение промежутка времени 10–5–10–4 с. 

Решение ищется в областях интегрирования, содержащих от одной до шести микро-
трещин или от одной до шести частей представительных элементов, как показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Рассматриваемые области интегрирования для прямоугольных (а–г),  
гексагональных (д–з) и круговых (и–й) представительных элементов 

При этом ставится задача исследовать процессы изменения электрического и темпе-
ратурного полей в материале и их влияние на фазовые трансформации, напряженно-
деформированное состояние, а также процесс залечивания микродефектов. Для решения 
поставленной задачи используется модель воздействия электромагнитного поля на пред-
варительно поврежденный материал с дефектами [1]. Решение получающейся системы 
уравнений ищется методом конечных элементов. 

В процессе рассматриваемого воздействия в материале протекают следующие физиче-
ские процессы: электромагнитный, механический и тепловой. Характерное время каждого 
из этих процессов приблизительно обратно пропорционально скорости распространения 
соответствующих возмущений. Следовательно, время, требуемое для установления элек-
тромагнитных и механических процессов, рассматриваемых в настоящей работе, составля-
ет соответственно 10–13–10–12 с и 10–8–10–7 с, что существенно меньше времени внешнего 
воздействия источника тока (10–5–10–4 с). Поэтому для получения электрического потен-
циала в проводящем материале используется закон сохранения заряда (в предположении, 
что ток в образце является установившимся), выписанный в вариационной постановке [1]. 
При этом для проводника считается справедливым закон Ома. Поле перемещений опреде-
ляется из уравнений равновесия, записанных в форме принципа виртуальной работы [28]. 
Перемещения предполагаются конечными. Принимается аддитивность скоростей упругих, 
пластических и температурных деформаций. Для скоростей упругих и пластических де-
формаций полагается справедливым соответственно закон Гука для изотропного тела и ас-
социированный закон течения с условием пластичности Мизеса. 

Поле температуры определяется из закона сохранения энергии. Поскольку время 
электромагнитного воздействия на материал мало (10–5–10–4 с), а градиенты температуры 
в окрестности вершин трещин очень велики (107 ºС/м) [6–7], то теплопроводностью сле-
дует пренебречь и считать процесс адиабатическим. В получающемся эволюционном 
уравнении для температуры учитывается тепло, выделяемое в единице объема в текущей 
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конфигурации тела за единицу времени за счёт протекания электрического тока в соот-
ветствие с законом Джоуля–Ленца, тепло, выделяемое при пластическом деформирова-
нии, а также скрытое тепло, поглощаемое в процессе плавления и испарения. 

Температура в рассматриваемых процессах изменяется в диапазоне от комнатной до 
температуры испарения металла [6–8]. Поэтому в предлагаемой модели все физико-
механические характеристики материала (плотность, удельная теплоемкость, электропро-
водность, коэффициент температурного расширения, упругие модули, предел текучести 
и т.д.), входящие в вышеприведенные уравнения, зависели от температуры. В точках, где 
материал расплавился, происходило резкое изменение всех физических свойств материа-
ла, а где материал полностью испарился, полагались нулевыми вектор плотности тока 
и тензор напряжений, а температура – равной температуре испарения. 

Таким образом, полная система уравнений для вектора перемещений u, электриче-
ского потенциала  и температуры T рассматриваемой электротермомеханической моде-
ли имеет вид [1] 

 ( ) ,     E

V S
T dV j dS  ( ) ( ) ,


   


E ET Tj E

x
 (1) 
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: ,      
S V

dV dS dVσ ε t u f u  el pl th ,     ε ε ε ε  (2) 
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   


 ε s
σ

 ( ),  Y T  3
2 ,  s : s  th ( ) , d T dTε I  (3) 
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 melt l, ,  sT T t t t   
l

s

pl
melt ,  

t
E

t

r r dt  (5) 

 evap el ev, ,  T T t t t   
ev

el
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evap ,  

t
E

t

r r dt  (6) 

где V – произвольный объем, ограниченный кусочно-гладкой поверхностью S; n – внешняя 
нормаль к S; T – температура; E – вектор интенсивности электрического поля, определенной 

как отрицательный градиент электрического потенциала ;  E x   E T  – электропро-

водность; nj j  – плотность тока по нормали к поверхности S;  – вариации электриче-

ского потенциала, удовлетворяющие граничным условиям задачи; u – вектор перемещений; 
 – тензор напряжений;  – тензор полных деформаций; f – вектор объёмных сил; t – вектор 
поверхностных сил; u и  – вариация перемещений и соответствующих им полных дефор-

маций; elε , plε , thε  – соответственно тензоры скоростей упругих пластических и темпера-
турных деформаций; (T), (T) – упругие модули Ламе; Y(T) – предел текучести; s – девиа-
тор тензора напряжений; I – единичный тензор; (T) – коэффициент термического расшире-

ния; (T) – плотность; с(T) – удельная теплоемкость; T – материальная производная 
температуры; rk – тепло, выделяемое в единице объема в текущей конфигурации тела за еди-
ницу времени (k = Е, pl, melt, evap); rE – тепло, выделяемое за счёт протекания электрическо-
го тока; rpl – тепло, выделяемое при пластическом деформировании; rmelt – тепло, поглощае-
мое в процессе плавления; revap – тепло, поглощаемое в процессе испарения; E – эмпириче-
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ский коэффициент, который определяется как доля мощности электрического тока в единице 
объема, рассеявшейся в тепло; pl – эмпирический коэффициент, который определяется как 
доля пластической мощности в единице объема, рассеявшийся в тепло; Tmelt – температура 
плавления материала; ts – момент времени, при котором материал начинает плавиться; tl – 
момент времени, в который материал полностью расплавится; melt – скрытая теплота плав-
ления; evapT  – температура испарения материала; tel – момент времени, при котором материал 

начинает испаряться; tev – момент времени, в который материал полностью испарился; evap – 
скрытая теплота испарения. 

Рассмотрим подробно электрические (на потенциал ) и механические (на u и  ) 
граничные условия для случая плоской деформации, которые было бы логично использо-
вать в данной задаче, а также начальные условия. 

В силу симметрии представительных элементов (см. рис. 1) используемые облас-
ти интегрирования состояли из половин или четвертей представительных элементов 
(см. рис. 2). 

Граничные условия для  ставились исходя из предположения, что электрическое 
поле на границе области интегрирования можно рассматривать как не возмущенное на-
личием дефектов (т.е. как если бы дефекты в материале отсутствовали). В образце без де-
фектов, к наружной границе которого приложена разность потенциалов (см. рис. 1 (в цен-
тре)), невозмущенный потенциал * известен и является линейной функцией от одной ко-

ординаты у:    LyUy /***  , где *U  – значение разности потенциалов, 

приложенной к наружным границам образца; L – длина образца; y' – координата 
в системе координат, связанной с образцом (см. рис. 1). 

Исходя из этого на границах областей интегрирования (см. рис. 2), которые не проходят 
по поверхностям трещин и осям симметрии представительных элементов, можно задать или 
«невозмущенный» потенциал или соответствующую «невозмущенную» плотность тока, 
связь между которыми определяется законом Ома (второе уравнение (1)). Однако дефекты 
в модельном материале имеются, и понятно, что такие условия на границах областей интег-
рирования должны выполняться приближенно, причем точность их выполнения повышается 
с увеличением расстояния от дефекта до границы области (см. рис. 2). Между тем следует 
разобраться, какое из этих условий лучше отражает состояние на границе и, следовательно, 
какое из них следует предпочесть применительно к рассматриваемой задаче. 

Если граница области интегрирования проходила по вертикальной оси симметрии 
представительного элемента, то на ней ставилось условие равенства нулю производной 
по нормали к оси, что соответствовало отсутствию нормальной к границе компоненты 
вектора плотности тока. Если же граница области интегрирования проходила по горизон-
тальной оси симметрии представительного элемента, то на ней ставилось условие посто-
янства потенциала на данной границе, что соответствовало отсутствию касательной 
к границе компоненты вектора плотности тока. 

Поскольку трещина ток не проводила, то там, где граница области интегрирования 
проходила по поверхности трещины, ставилось условие равенства нулю производной по-
тенциала  по нормали к границе, что соответствовало отсутствию нормальной к границе 
компоненты вектора плотности тока. 

Кроме того, принималось, что форма электромагнитного импульса такова, что элек-
трические граничные условия не зависят от времени, т.е. заданные на границе разность 
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потенциалов или плотность тока считались постоянными в течение всего времени дейст-

вия электромагнитного импульса 0 . 

В результате рассматриваемого воздействия электрическим полем напряженно-
деформированное состояние в представительном элементе с рассматриваемым дефектом, 
находящимся в окружении других таких же дефектов, оказывалось или таким же (в случаях, 
изображенных на рис. 1, а и 1, б), или примерно таким же (в случае, изображенном на рис. 1, 
в), как НДС окружающих дефектов. Поэтому на границе области интегрирования, которая не 
проходила по поверхности трещины и осям симметрии представительного элемента, можно 
положить равными нулю нормальную к данной границе компоненту вектора перемещений 
и касательную компоненту тензора напряжений. Если граница области интегрирования про-
ходила по вертикальной и горизонтальной оси симметрии представительного элемента, то на 
ней также ставилось условие равенства нулю нормальной к данной границе компоненты век-
тора перемещений и касательной компоненты тензора напряжений. 

Поверхность трещины принималась свободной от напряжений. 
Конкретизируя изложенное, выпишем электрические и механические граничные ус-

ловия для областей интегрирования, показанных на рис. 2, а–б, д–е, и–й и содержащих 
одну трещину. Граничные условия для областей интегрирования (см. рис. 2), содержащих 
более одной трещины, задавались аналогично. 

Для областей интегрирования, состоящих из прямоугольных элементов (см. рис. 1, а, 
рис. 2, а, б), на горизонтальных участках границы области (за исключением поверхности 
трещины) задавались два различных условия: или постоянная по пространству разность 
потенциалов, или постоянный по пространству вектор плотности электрического тока, 
нормальный к границе (при этом значения разности потенциалов и плотности тока связа-
ны друг с другом, как указано ниже). На вертикальных границах области интегрирования 
ставилось условие отсутствия нормальной к границе производной потенциала. 

Для области интегрирования, равной половине представительного элемента (см. 
рис. 2, б), электрические граничные условия соответственно имели вид 

    *, , ,  x b t b  (7a) 

    *, ,   x b t b  (7b) 

 *( , , ) , ( , , ) 0 y xj x b t j j x b t , (8a) 

 *( , , ) , ( , , ) 0   y xj x b t j j x b t , (8b) 

 
0

/ 0,
x

x


    (9а) 

 / 0.
x a

x


    (9b) 

При этом считалось что значения 0  и j0 в (7)–(8) связаны соотношением 

    0 * 0 * / ,    Ej j T b b  (10) 

означающим, что электрическое поле на границе рассматривается как невозмущенное. 
Граничные условия (9b) являются результатом наличия в рассматриваемом случае еще 
одной оси симметрии задачи и не противоречит вышеизложенному условию невозму-
щенности поля на границе. 
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Механические граничные условия имели вид 

 0 : 0, 0,   x xyx u  (11а) 

 : 0, 0,   x xyx a u  (11b) 

 : 0, 0,y xyy b u     (11c) 

 : 0, 0.y xyy b u      (11d) 

Для области интегрирования, равной четверти представительного элемента (рис. 2, а), 
электрические граничные условия принимались в виде (7a) или (8а), (9а), (9b), а вместо 
условия (7b) использовалось условие 

    *,0, 0 0   x t  (7с) 

или вместо условия (8b) – граничное условие 

 ( ,0, ) 0.xj x t   (8с) 

Механические граничные условия имели вид (11а)–(11с), а вместо условия (11d) ис-
пользовалось условие 

 0 : 0, 0   y xyy u  (11e) 

Для областей интегрирования, состоящих из шестиугольных и круговых элементов 
(рис. 1, б, в), выбирались следующие граничные условия. 

На участке границы Γ1: у = Φ(х), которая не проходит по поверхности трещины 
и осям симметрии представительного элемента (см. рис. 2, д, е, и, й), задавались невоз-
мущенный потенциал, отсутствие нормальной к границе компоненты вектора перемеще-
ний и отсутствие касательной компоненты тензора напряжений: 

    
1

*, , ,


  x y t y  (7d) 

 
1 1

τ0, 0,
 
 nu σ  (11f) 

где un – нормальная компонента вектора перемещений на границе Γ1; στ – касательные 
компоненты тензора напряжений на границе Γ1. 

На участке границы области интегрирования Γ2, который проходил по горизонтальной 
оси симметрии представительного элемента (см. рис. 2, д, е, и, й), задавались условие посто-
янства потенциала на данной границе (7с) и отсутствие нормальной к границе компоненты 
вектора перемещений и касательной компоненты тензора напряжений в виде условия (11c). 

На участке границы области интегрирования Γ3, который проходил по вертикальной 
оси симметрии представительного элемента (рис. 2, д, е, и, й), задавались отсутствие нор-
мальной к границе компоненты вектора плотности тока (9а) и отсутствие нормальной 
к границе компоненты вектора перемещений, а также отсутствие касательной компонен-
ты тензора напряжений в виде условия (11а). 

На участке границы области интегрирования Γ4, где граница области интегрирования 
проходила по поверхности трещины, ставилось условие равенства нулю производной по-
тенциала  по нормали поверхности, а поверхность считалась свободной от напряжений. 

Начальные поля температуры, перемещений и электрического потенциала полага-
лись однородными (T0 = 20C, u0 = 0, 0 = 0). 
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2. Результаты численного моделирования 
 
Все уравнения системы (1)–(6) связаны, совместно с граничными условиями (7)–(11) 

и начальными условиями они решаются численно. Расчеты проводились для плоской де-
формации с использованием линейных четырехузловых изопараметрических и трехузло-
вых конечных элементов. Перестройка сетки осуществлялась на основе смешанного эй-
леро-лагранжева метода. Эволюционное уравнение для температуры решалось непосред-
ственно в каждой точке интегрирования с использованием аппроксимации производной 
температуры обратной разностью по времени. Для вычислений использовался пакет про-
грамм АСТРА, разработанный под руководством проф. Н.Г. Бураго в лаборатории моде-
лирования в МДТТ ИПМех РАН. 

Моделирование проводилось для образцов из цинка [1, 27]. Начальная длина всех 
микротрещин l0 принималась равной 10 мкм. Начальное расстояние между берегами при-
нималось h0 = 1 мкм, а радиус кривизны в вершине микротрещины r0 = 0,5 мкм. 

Размеры представительного элемента изменялись в диапазоне 20–240 мкм, что соот-
ветствовало расстояниям между вершинами трещин 10–230 мкм (см. рис. 1). Остановимся 
подробнее на причинах выбора именно такого интервала расстояний между дефектами. 
Действительно, средние размеры зерен подавляющего большинства металлов и сплавов, 
включая цинк, составляют десятки микрон, поэтому рассматривать при таких размерах 
зерен расстояния между вершинами межзеренных трещин менее 10 мкм, нецелесообраз-
но. Кроме того, представляется, что при меньшем расстоянии между микротрещинами 
материал уже нельзя считать неразрушенным в смысле макро- (мезо-) разрушения. С дру-
гой стороны, рассматривать расстояния, большие 230 мкм, также не имеет смысла, по-
скольку, как будет видно из приведенных ниже результатов моделирования, дальнейшее 
увеличение этого расстояния никак не влияет на изучаемые процессы. Таким образом, 
рассматриваемый интервал в принципе охватывал весь диапазон возможных расстояний 
между микродефектами, которые могли возникнуть в материале в процессах его электро-
пластического деформирования или эксплуатации, предшествующих макроразрушению. 

Разность потенциалов (на единицу длины), используемая в расчетах, составляла 
534,3 мВ/мм, которой соответствовал ток в материале без дефектов плотностью 8,95 кА/мм2. 

Расчеты показывают, что при пропускании электрического тока через образец с мик-
ротрещинами в их окрестности возникают большие градиенты электрического поля, при-
водящие к значительному увеличению плотности тока в окрестности вершин трещин по 
сравнению с плотностью тока, приложенного к образцу. Это вызывает быстрый неодно-
родный локальный нагрев в окрестности вершины микротрещины и плавление материала, 
сопровождаемые его тепловым расширением (в то же время нагрев не происходит в об-
ласти центра трещины на ее берегах). Это приводит к большим сжимающим напряжени-
ям (давление может составлять свыше 100 МПа) в окрестности микротрещины и как 
следствие одновременному смыканию берегов (уменьшению ширины), уменьшению дли-
ны трещины и выбросу расплавленного материала в трещину (рис. 3). 

На рис. 3, а и 3, б показаны границы залечивающейся микротрещины и поле темпе-
ратуры в ее окрестности при приложении к границе области интегрирования разности по-
тенциалов для различных расстояний между дефектами (но при одинаковой длине зале-
ченной трещины). Штриховой линией на рисунках показана первоначальная граница 
трещины (при t = 0). Расстояние между центрами соседних микротрещин 60 и 20 мкм со-
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ответственно. Приводятся результаты моделирования для микротрещины с центром 
в точке х = 0, у = 0 в области интегрирования (см. рис. 2, ж (3 микротрещины 
с гексагональным расположением (см. рис. 1, б)). 

 

Рис. 3. Залечивание микротрещины (штриховой линией показана первоначальная граница трещи-
ны) и изолинии температуры C (1 – 25, 2 – 50, 3 – 100, 4 – 200, 5 – 300, 6 – 400, тёмно-серым цве-
том показана область плавления (T ≥ 419 C), черным – область испарения T = 906 C); а – в мо-
мент времени t = 19,2 мкс при расстоянии между микротрещинами 60 мкм; б – в момент времени  
                                   t = 71,0 мкс при расстоянии между микротрещинами 20 мкм 

Данный процесс происходит до тех пор, пока струя расплавленного металла не ока-
зывается полностью зажатой берегами трещины (рис. 4). Таким образом, берега трещины 
оказываются «сваренными» расплавленным металлом. Далее весь описанный процесс по-
вторяется снова уже для микротрещины новых меньших размеров, что приводит к пол-
ному залечиванию микротрещины. 

 

Рис. 4. Границы микротрещины и изолинии интенсивности пластических деформаций (1 – 0,010; 
2 – 0,0375; 3 – 0,0650; 4 – 0,0925; 5 – 0,120; 6 – 1,00) при воздействии импульсом тока величиной 
8,95 кA/мм2 и расстояние между центрами соседних микротрещин 180 мкм (штриховой линией  
                                               показана первоначальная граница трещины) 

На примере областей интегрирования, состоящих их квадратных (a = b) представи-
тельных элементов (см. рис. 1, а), рассмотрим, как процессы залечивания зависят от гра-
ничных условий (7)–(8), и оценим точность соблюдения граничных условий (7), (8) и (11) 
на границе одного представительного элемента. Для этого решим задачи о воздействии 
электромагнитным полем на 4 и 6 микротрещин соответственно в областях интегрирова-
ния (см. рис. 2, в, г). На границах данных областей задавалась или разность потенциалов 
(7), или соответствующая ей плотность тока (8). Рассматривался представительный эле-
мент с центром в точке х = 0, у = 0, который находился внутри областей интегрирования 
(см. рис. 2, в, г) (далее – «внутренний представительный элемент»). Изучались значения 
электрического потенциала, плотности тока, нормальных перемещений и касательных 
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напряжений на вертикальных и горизонтальных прямых, образующих границы внутрен-
него представительного элемента, а также на вертикальной и горизонтальной осях сим-
метрии элемента и отклонения этих получаемых в расчетах значений от значений, опре-
деляемых из условий (7)–(11). Величина отклонения определяла точность соблюдения 
условий (7)–(11) на границах и осях симметрии внутреннего представительного элемента. 
Одновременно исследовалось влияние граничных условий (7)–(8) на процессы залечива-
ния микротрещины и НДС во внутреннем представительном элементе. Данные расчеты 
проводились во всем рассматриваемом диапазоне расстояний между микротрещинами (от 
10 до 230 мкм) и сравнивались с расчетами для областей интегрирования, содержащих 
один представительный элемент (см. рис. 2, а и 2, б), при задании на его границах усло-
вий (7)–(11). 

Моделирование показало, что при расстояниях между трещинами от 60 мкм 
до 230 мкм для рассматриваемых областей интегрирования на границах внутреннего 
представительного элемента и его горизонтальной оси с высокой точностью выполняются 
все «граничные» условия (7)–(8), (9) и (11). Причем с увеличением этого расстояния от 60 
до 160 мкм различия между решениями постепенно уменьшались, а при расстояниях ме-
жду трещинами, больших 160 мкм на границах и внутри внутреннего представительного 
элемента, решения совпадали между собой при задании любого из условий (7) или (8) на 
внешних границах области интегрирования. 

Расчеты для расстояний между трещинами в диапазоне от 60 до 20 мкм показали хо-
рошее выполнение только условий (7), (9) и механических граничных условий (11). Оче-
видно, что максимальное отклонение в соблюдении данных условий на границе внутренне-
го представительного элемента будет наблюдаться при минимальном из рассматриваемых 
расстояний между трещинами. Определим точность соблюдения условий (7), (8), (11) как 
максимум модуля отклонения значения, рассчитанного на границах внутреннего предста-
вительного элемента, от значения, определенного данным условием, отнесенного к макси-
мальному значению измеряемой величины в процентах. Моделирование для расстояний 
между трещинами 20 мкм показало, что точность соблюдения условий составила для усло-
вия (7а) и (7b) – 0,017 %, (7d) – 0,017 %, первого условия (11b) – 0,010 %, первого условия 
(11c) – 0,011 %, для второго условия (11b) – 0,019 %, второго условия (11c) – 0,057 %, а для 
условий (7с) – 0,004 %, первого и второго условий (11e) – 0,005 % и 0,008 % соответствен-
но. С увеличением расстояния между вершинами трещин до 60 мкм эта точность дополни-
тельно возрастала. 

Между тем условия (8а)–(8b) на горизонтальной границе внутреннего представи-
тельного элемента выполнялись с недостаточной точностью. Для расстояний между тре-
щинами 20 мкм точность выполнения условий (8а)–(8b) оказалась 15,6 %, т.е. существен-
но ниже точности условий (7а)–(7b). Поэтому задавать на границе представительного 
элемента для областей интегрирования (см. рис. 2) невозмущенную плотность электриче-
ского тока в рассматриваемой модели неоправданно. 

Вышеизложенное проиллюстрировано рис. 5–6. На рис. 5, а представлены зависимости 
длины трещины (расстояния l между ее вершинами (см. рис. 1, а)) от времени для различных 
областей интегрирования (см. рис. 2, а–г) при различающихся граничных условиях на их го-
ризонтальных поверхностях: когда задана разность потенциалов (условие (7)) или соответст-
вующая ей плотность тока (условия (8)). В то время как на рис. 5, б представлены аналогич-
ные зависимости для ширины микротрещины (максимального расстояния h между берегами 
трещины, которое наблюдается в ее центре в точке х = 0, у = 0 (см. рис. 1)) от времени. 
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Рис. 5. Зависимости длины трещины l (мкм) от времени t (мкс) для областей интегрирования раз-
личных размеров, содержащих 4 микротрещины (рис. 2, в), при задании на их горизонтальных 
поверхностях разности потенциалов ( = const) или соответствующей ей плотности тока  
        (j = const) (а); аналогичные зависимости ширины трещины h (мкм) от времени t (мкс) (б) 

Из рис. 5 видно, что выбор граничных условий (7) или (8) начинает заметно влиять 
на процесс залечивания и при расстояниях между вершинами микротрещин становится 
менее 5–6 длин этих трещин. Для больших расстояний не играет особой роли, какое 
именно из условий выбрать – оба решения (с граничными условием (7) или (8)) стремятся 
друг к другу с увеличением расстояния между дефектами. Однако различия между этими 
решениями увеличиваются по мере уменьшения расстояния между трещинами, что видно 
в том числе из представленных кривых (см. рис. 5). Процесс залечивания протекает быст-
рее при граничных условиях с заданной плотностью тока по сравнению с граничным ус-
ловием с заданной соответствующей ей разностью потенциалов. Это объясняется тем, что 
при постановке граничного условия (7) происходит падение плотности тока на границе по 
сравнению с его «невозмущенным» значением (10). 

Таким образом, в дальнейшем используется условие (7) как более точное и имеющее 
ясный физический смысл. Причем значение разности потенциалов на границе представи-
тельного элемента определяется исходя из условия «невозмущенности» электрического 
потенциала в материале. Однако при этом следует иметь в виду, что оба решения стре-
мятся друг к другу с увеличением расстояния между трещинами, а процесс залечивания 
проходит при условии (8) несколько быстрее. 

Для оценки возможности решения задачи и моделирования процессов залечивания 
в области, состоящей из одного представительного элемента с выбранными граничными 
условиями, вместо ее решения для всего образца рассмотрим отличия получающихся ре-
шений для областей интегрирования, состоящих их нескольких прямоугольных (a = b) 
и шестиугольных представительных элементов (рис. 2, а–г и рис. 2, д–з). 

Расчеты для областей интегрирования, содержащих 1, 4 и 6 микротрещин (квадрат-
ных представительных элементов), приведенных на рис. 2, а–г, показали, что имеет место 
очень хорошее совпадение результатов, полученных при моделировании процесса зале-
чивания микротрещины (центр которой находится в точке х = 0, у = 0). Зависимости дли-
ны и ширины микротрещины от времени практически совпадали между собой в большей 
части исследуемого диапазона размеров представительных элементов (рис. 6). Даже мо-
делирование для элемента размером 20 мкм (когда имеет место наиболее сильное взаи-
модействие микродефектов) показало хорошее согласование этих кривых (см. рис. 6). 
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Рис. 6. Зависимости длины трещины l (мкм) от времени t (мкс) для областей интегрирования раз-
личных размеров, содержащих 1, 4 и 6 микротрещин (см. рис. 2, а–г) в квадратных представи-
тельных элементах, при задании на их горизонтальных поверхностях разности потенциалов  
       ( = const) (а); аналогичные зависимости ширины трещины h (мкм) от времени t (мкс) (б) 

Аналогичные расчеты, выполненные для областей интегрирования, содержащих 1, 3 
и 5 микротрещин (шестиугольных представительных элементов), приведенных на рис. 2, д–
з, также показали, что имеет место хорошее совпадение результатов, полученных при мо-
делировании процесса залечивания микротрещины (центр которой находится в точке  
х = 0, у = 0). И в этом случае зависимости длины и ширины микротрещины от времени 
практически совпадали между собой в достаточно большой части исследуемого диапазона 
размеров представительных элементов. Для элемента размером 20 мкм также имеется дос-
таточно неплохое согласование этих кривых (рис. 7). В этом случае моделирование показа-
ло, что точность соблюдения условий (7), (11) ниже, чем для квадратных представительных 
элементов. При расстоянии между центрами трещин 20 мкм она составила для условия (7d) 
– 1,37 %, для первого условия (11f) – 3,77 %, для второго условия (11f) – 10,75 %, а для ус-
ловий (7с) – 0,008 %, первого и второго условий (11e) – 0,008 и 0,009 % соответственно. 
С увеличением расстояния между микротрещинами до 60 мкм эта точность существенно 
возрастала (для условия (7d) – 0,12 %, для первого условия (11f) – 0,76 %, для второго ус-
ловия (11f) – 2,69 %), что нашло свое отражение в практически полном совпадении кривых 
на рис. 7 для областей интегрирования, содержащих 1 и 3 микротрещины. 

Как сообщалось выше, точность соблюдения условий на горизонтальной оси сим-
метрии представительного элемента (7с) и (11e) очень высока. Об этом свидетельствуют 
полное совпадение результатов расчетов (см. рис. 6 и 7) для областей интегрирования, 
содержащих 4 и 6 микротрещин (см. рис. 2, в, г) и 3 и 5 микротрещин (см. рис. 2, ж, з), 
а также 1 и 1/2 микротрещины (половину и четверть представительного элемента), пока-
занных на рис. 2, а, б. 

На основании вышеизложенного при моделировании процесса залечивания микро-
трещин в материале с упорядоченной структурой дефектов (см. рис. 1, а, б) можно без 
существенной потери точности ограничиться рассмотрением в качестве области интегри-
рования одной четверти представительного элемента (см. рис. 2, а, д), задавая на соответ-
ствующей границе разность потенциалов, определенную исходя их условия невозмущен-
ности электрического поля (7d), и механические граничные условия (11f). Точность со-
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блюдения этих условий возрастает по мере увеличения расстояния между соседними 
трещинами, так что при расстояниях между трещинами, составляющих 5–6 их длин, про-
цесс залечивания будет протекать одинаково, независимо от того, моделируем мы его 
в области, состоящей из одного или нескольких представительных элементов. 

 
Рис. 7. Зависимости длины трещины l (мкм) от времени t (мкс) для областей интегрирования раз-
личных размеров, содержащих 1, 3 и 5 микротрещин (рис. 2, e–h) в шестиугольных представи-
тельных элементах, при задании на их границе разности потенциалов ( = const) (а); аналогичные  
                                зависимости ширины трещины h (мкм) от времени t (мкс) (б) 

По аналогии представляется, что для материала с хаотической структурой дефектов 
(см. рис. 1, в) также можно ограничиться рассмотрением в качестве области интегрирова-
ния одной четверти представительного элемента (см. рис. 2, в), задавая на его границах 
условия (7d), (11f), которые будут приближенно отражать состояние в таком материале. 

На осях симметрии любого из рассматриваемых представительных элементов при-
нимаются условия (7с), (11e) и (9а), (11а). 

Таким образом, выбранные граничные условия позволяют без существенной потери 
точности ограничиться при моделировании процессов залечивания и взаимодействия 
микротрещин рассмотрением в качестве области интегрирования одной четверти симмет-
ричного представительного элемента (вместо рассмотрения областей интегрирования, со-
держащих несколько представительных элементов). 

Рассмотрим теперь, как на выявленный процесс залечивания микротрещин (и напря-
женно-деформированное состояние в их окрестности) влияет расстояние между соседни-
ми микротрещинами и их взаимное расположение относительно друг друга. 

На рис. 8 представлены зависимости длины l(t) и ширины h(t) микротрещины от вре-
мени для различных областей интегрирования, представляющих одну четверть квадрат-
ного, шестиугольного и кругового представительных элементов (см. рис. 2, а, д, и) с гра-
ничными условиями (7d), (11f). Размеры представительных элементов подбирались так, 
чтобы расстояния между центрами соседних микротрещин были одинаковыми. Таким 
образом, исследуются состояния, когда трещины находятся на одинаковом расстоянии 
друг от друга, но их взаимные расположения различаются. 

Из сравнения данных кривых видно, что все решения достаточно близки даже при 
расстоянии между трещинами 20 мкм (т.е. при расстоянии между вершинами трещин, 
равном их длине). С увеличением расстояния между микротрещинами все три решения 
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стремятся друг к другу. Таким образом, имеет место уменьшение влияния взаимного рас-
положения трещин на процессы их залечивания при увеличении расстояния между тре-
щинами. Начиная с расстояний, превышающих 60 мкм, процессы залечивания происхо-
дят практически одинаково при любом расположении трещин относительно друг друга. 

 

Рис. 8. Зависимости длины трещины l (мкм) от времени t (мкс) для областей интегрирования раз-
личных размеров, представляющих одну четверть квадратного, шестиугольного и кругового 
представительных элементов, при задании на их границе разности потенциалов ( = const) (а);  
                    аналогичные зависимости ширины трещины h (мкм) от времени t (мкс) (б) 

Из анализа рис. 5–8 видно, что взаимодействие между микротрещинами начинает за-
метно сказываться на процессе их залечивания, когда расстояние между ними сокращает-
ся примерно до 5–6 длин микротрещин. Если же расстояние между трещинами превыша-
ет 6 и более их длин, то время, требуемое для залечивания микротрещин, становится сла-
бозависящим как от расстояния между дефектами, так и от взаимного расположение этих 
дефектов относительно друг друга. 

Моделирование показало, что взаимодействие микротрещин, вызванное уменьше-
нием расстояния между ними вплоть до 10–20 мкм, качественно не меняет вышеопи-
санный процесс залечивания, однако приводит к его существенному замедлению 
(что вполне объяснимо из энергетических соображений). Выброс расплавленного мате-
риала в трещину по-прежнему имеет место. Однако процессы уменьшения длины мик-
ротрещины и сближение берегов микротрещины замедляются во времени (см. рис. 3, 
рис. 5–8). Причем из сравнения кривых на рис. 5–8 видно, что с уменьшением расстоя-
ния между дефектами процесс сближения берегов замедляется сильнее, нежели процесс 
уменьшения длины трещины. 

На рис. 9 и рис. 10 соответственно представлены в сравнении поля температуры T 
и нормальных напряжений xx  в окрестности микротрещины при расстоянии между вер-

шинами микротрещин соответственно 10 и 50 мкм в момент времени 13,9 мкс. 
Из сравнения данных полей видно, что взаимодействие микротрещин приводит 

к уменьшению сжимающих напряжений в окрестности дефекта, притом, что картины 
оказываются качественно схожи. Аналогичная картина наблюдается и для . yy  Замедле-

ние процесса залечивания приводит к тому, что часть расплавленного материала в вер-
шине струи успевает не только расплавиться, но и испариться (см. рис. 3, б). 
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Рис. 9. Изолинии температуры C (1 – 25; 2 – 50; 3 – 100; 4 – 200;  
5 – 300; 6 – 400; 7 – 419) в момент времени t = 13,9 мкс при расстоянии  

между центрами микротрещин 60 мкм (а); 20 мкм (б) 

 

Рис. 10. Изолинии напряжений xx  МПа (1 – 10; 2 – 30;  
3 – 50; 4 – 70) в момент времени t = 13,9 мкс при расстоянии  

между центрами микротрещин 60 мкм (а); 20 мкм (б) 

Заключение 
 
При моделировании процесса залечивания микротрещин можно без потери точности 

ограничиться рассмотрением в качестве области интегрирования одной четверти пред-
ставительного элемента (см. рис. 2, а), задавая на ее границах разность потенциалов (7), 
определенную исходя из условия невозмущенности электрического поля (10) и механиче-
ские условия (11). При этом точность соблюдения данных условий на границе внутренне-
го представительного элемента возрастает по мере увеличения расстояний между сосед-
ними трещинами, так что при расстояниях между трещинами, превышающих 5–6 их 
длин, процессы залечивания будут протекать одинаково, независимо от того, моделируем 
мы их в области интегрирования, состоящей из одного или нескольких представительных 
элементов. 

Имеет место уменьшение влияние взаимного расположения дефектов на процессы их 
залечивания при увеличении расстояния между микротрещинами. Начиная с расстояний, 
превышающих 6 длин трещин, время залечивания микротрещины оказывается примерно 
одинаковым при любом расположении трещин относительно друг друга. 

Моделирование показало, что взаимодействие между микротрещинами начинает за-
метно сказываться на процессе их залечивания, когда расстояние между ними сокращает-
ся до 5–6 длин микротрещин. Если же расстояние между трещинами превышает шесть 
и более их длин, то процессы залечивания микротрещин становятся практически не зави-
сящими как от расстояния между дефектами, так и от расположения дефектов относи-
тельно друг друга. 

Уменьшение расстояния между трещинами вплоть до 1–2 их линейных размеров 
(с учетом изменения их взаимного расположения) качественно не меняет описанный про-
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цесс залечивания, однако приводит к его существенному замедлению: выброс расплав-
ленного материала в трещину сохраняется, но уменьшение трещины особенно в попереч-
ном направлении значительно сокращается. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 15-08-08693). 
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