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Как известно, расчет на статическую прочность упругих композитных тел (КТ) сводит-
ся к нахождению максимальных эквивалентных напряжений для этих тел. Для анализа 
напряженного состояния КТ широко используется метод конечных элементов (МКЭ). Базо-
вые дискретные модели (БМ), которые учитывают в рамках микроподхода неоднородную 
структуру тел, имеют высокую размерность. Для понижения размерности дискретных мо-
делей эффективно применяются многосеточные конечные элементы (МнКЭ). Однако су-
ществуют БМ КТ (например, БМ тел с микронеоднородной структурой), которые имеют 
такую высокую размерность, что реализация МКЭ для таких БМ с применением МнКЭ, в 
силу ограниченности ресурсов ЭВМ, затруднительна. Для решения данной проблемы 
здесь предлагается использовать фиктивные дискретные модели, размерности которых 
меньше размерности БМ КТ. 

В данной работе предлагается метод фиктивных дискретных моделей (МФДМ) для рас-
чета на прочность упругих тел с неоднородной, микронеоднородной регулярной структурой. 
Предлагаемый метод реализуется с помощью МКЭ с применением МнКЭ и скорректирован-
ных условий прочности, которые учитывают погрешность приближенных решений. В основе 
метода лежит положение, что решения, отвечающие БМ КТ, мало отличаются от точных. 

Расчет КТ по МФДМ сводится к построению и расчету на прочность фиктивных дискрет-
ных моделей (ФМ), которые обладают следующими свойствами. ФМ отражают: форму, ха-
рактерные размеры, крепление, нагружение и вид неоднородной структуры КТ, и распреде-
ление модулей упругости, отвечающее БМ КТ. Размерности ФМ меньше размерности БМ КТ. 
Последовательность, состоящая из ФМ, сходится к БМ, т.е. предельная ФМ совпадает с БМ. 
Сходимость такой последовательности обеспечивает равномерную сходимость максималь-
ных эквивалентных напряжений ФМ к максимальному эквивалентному напряжению БМ. 

Рассматриваются два типа ФМ, первый тип – масштабированные ФМ, второй – ФМ с 
переменными характерными размерами. Расчеты показывают, что реализация МКЭ для ФМ 
с применением МнКЭ приводит к большой экономии ресурсов ЭВМ, что позволяет использо-
вать МФДМ для тел с микронеоднородной регулярной структурой. Расчет на прочность КТ по 
МФДМ требует в 3 610 10÷  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем аналогичный расчет с ис-
пользованием БМ КТ, и не содержит процедуру измельчения БМ. Применение скорректиро-
ванных условий прочности позволяет использовать в расчетах КТ на прочность приближен-
ные решения с большой погрешностью, что приводит к повышению эффективности МФДМ. 
Приведенный пример расчета на прочность балки с неоднородной регулярной волокнистой 
структурой по МФДМ показывает его высокую эффективность. 
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As is known, the calculation of the static strength of elastic composite bodies (CB) is reduced to 
finding the maximum equivalent stresses for these bodies. The finite element method (FEM) is 
widely used for the analysis of the stress state of CB. The basic discrete models (BM), which take 
into account the inhomogeneous structure of bodies in the framework of a micro-approach, have a 
high dimension. To reduce the dimension of discrete models, multigrid finite elements (MgFE) are 
effectively used. However, there are BM CB (for example, BM bodies with a micro-homogeneous 
structure), which have such a high dimension that the implementation of FEM for such BM using 
MgFE, due to limited computer resources, is difficult. To solve this problem, it is proposed to use 
fictitious discrete models whose dimensions are less than the dimension of the BM CB. 

In this paper, we propose a method of fictitious discrete models (MFDM) for calculating the 
strength of elastic bodies with an inhomogeneous, micro-homogeneous regular structure. The 
proposed method is implemented using FEM with the use of MgFE and adjusted strength condi-
tions that take into account the error of approximate solutions. The method is based on the posi-
tion that the solutions that meet the BM CB differ little from the exact ones. 

The calculation of CB according to MFDM is reduced to the construction and calculation of the 
strength of fictitious discrete models (FM), which have the following properties. The FM reflects: the 
shape, characteristic dimensions, attachment, loading and type of the inhomogeneous structure of 
the CB, and the distribution of elastic modulus corresponding to the BM CB. The FM dimension is 
less than the BM dimension of the CB. The sequence consisting of FM converges to BM, i.e. the 
limiting FM coincides with BM. The convergence of such a sequence ensures uniform convergence 
of the maximum equivalent voltages of the FM to the maximum equivalent voltage of the BM. 

Two types of FM are considered. The first type of FM consists of scaled discrete models, the 
second type consists of FM with variable characteristic dimensions. Calculations show that the 
implementation of FEM for FM using MgFE leads to a large saving of computer resources, which 
allows the use of MFDM for bodies with a micro-homogeneous regular structure. The calculation 
of the strength of CB according to MFDM requires 3 610 10÷  times less computer memory than a 
similar calculation using BM CB, and does not contain a procedure for grinding BM. The use of 
adjusted strength conditions allows us to use approximate solutions with a large error in the cal-
culations of CB for strength, which leads to an increase in the efficiency of MFDM. The given 
example of calculating the strength of a beam with an inhomogeneous regular fibrous structure 
according to MFDM shows its high efficiency. 

 
© PNRPU

 
Введение 

 
Статический расчет на прочность упругих конст-

рукций (тел), который проводится по запасам прочно-
сти [1–3], сводится к определению максимальных экви-
валентных напряжений конструкций. В этом случае для 
тела 0V  заданные условия прочности имеют вид 

1 0 2n n n≤ ≤ , где 1n , 2n  заданы, 0n – коэффициент запаса 
тела 0V , 0 0/Tn = σ σ , Tσ  – предел текучести (предель-
ное напряжение) [1], 0σ  – максимальное эквивалентное 
напряжение тела, отвечающее точному решению задачи 
упругости (построенному для тела 0V ). Для максималь-
ных эквивалентных напряжений конструкций, которые 
определяются приближенно, используются скорректи-
рованные условия прочности [4], учитывающие по-
грешность напряжений. При анализе напряженного де-
формированного состояния (НДС) упругих композит-
ных тел (КТ) широко используется метод конечных 
элементов (МКЭ) [5–11]. Базовые дискретные модели 

(БМ), которые учитывают неоднородную, микронеод-
нородную структуру тел в рамках микроподхода [12], 
имеют очень высокую размерность. Для решения задач 
теории упругости [13–16] эффективно используется 
метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ) 
[17–23], в котором используются многосеточные конеч-
ные элементы (МнКЭ) [24–29]. Отметим, что ММКЭ 
является обобщением МКЭ, в котором применяются 
односеточные конечные элементы (КЭ), так как если в 
МКЭ применяются МнКЭ, то в этом случае по сути 
реализуется ММКЭ. МнКЭ учитывают неоднородную, 
микронеоднородную структуру тел в рамках микропод-
хода и порождают дискретные модели малой размерно-
сти. Однако существуют такие БМ КТ, например, БМ 
тел с микронеоднородной структурой имеют такую вы-
сокую размерность, что реализация МКЭ для таких БМ 
с применением МнКЭ, в силу ограниченности ресурсов 
ЭВМ, затруднительна. Для решения данной проблемы 
предлагается использовать фиктивные дискретные мо-
дели. Существующие приближенные подходы и методы 
расчета КТ имеют сложные формулировки, в основе 
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которых лежат гипотезы, и к тому же они труднореали-
зуемы [30–38]. 

В данной работе предлагается метод фиктивных 
дискретных моделей (МФДМ) для статического расчета 
на прочность тел с неоднородной регулярной структу-
рой. Предлагаемый метод реализуется с помощью МКЭ 
с применением МнКЭ и скорректированных условий 
прочности [4]. Введем определение фиктивных дис-
кретных моделей, которые используются в МФДМ.  

Определение 1. Дискретные модели КТ V с регуляр-
ной структурой будем называть фиктивными моделями 
(ФМ), если эти ФМ обладают следующими свойствами. 

1. Неоднородные структуры ФМ отличаются (или 
не отличаются) от неоднородной структуры БМ КТ V. 

2. ФМ отражают: форму, характерные размеры, креп-
ление, нагружение и вид неоднородной структуры КТ V, и 
распределение модулей упругости, отвечающее БМ КТ V. 

3. Последовательность, состоящая из ФМ, сходится 
к БМ КТ V, т.е. предельная ФМ последовательности 
совпадает с БМ КТ V. 

4. Размерности ФМ меньше размерности БМ КТ V, 
кроме предельной ФМ, размерность которой равна раз-
мерности БМ КТ V. 

В данной работе предлагается рассматривать ФМ 
двух типов. 

Первый тип – масштабированные ФМ, которые обра-
зованы с помощью масштабированных регулярных ячеек 
КТ, имеют такие же характерные размеры, форму, креп-
ления и нагружения как БМ КТ, но неоднородные струк-
туры ФМ отличаются от неоднородной структуры БМ. 
Масштабированные ФМ отражают вид неоднородной 
структуры БМ и распределение модулей упругости, от-
вечающее БМ. В расчетах используется последователь-
ность ФМ, которая сходится к БМ КТ, т.е. предельная 
ФМ этой последовательности совпадает с БМ. Расчеты 
показывают, что сходимость такой последовательности 
обеспечивает равномерную монотонную сходимость 
максимальных эквивалентных напряжений ФМ к макси-
мальному эквивалентному напряжению БМ. Реализация 
МКЭ для ФМ с применением МнКЭ приводит к большой 
экономии ресурсов ЭВМ, что позволяет использовать 
МФДМ для расчетов на прочность тел с микронеодно-
родной регулярной структурой. В этом случае реализа-
ция МФДМ требует в 3 610 10÷  раз меньше объема памя-
ти ЭВМ, чем аналогичный расчет с использованием БМ 
КТ, и не требует измельчения БМ КТ. Приведенный 
пример расчета композитной балки по МФДМ с приме-
нением масштабированных ФМ показывает его высокую 
эффективность. 

Второй тип – это ФМ с переменными характерными 
размерами, которые имеют такую же неоднородную 
структуру, как БМ КТ, но отличаются от БМ характер-
ными размерами. В отличие от работы [39], здесь сфор-
мулированы условия, которые обеспечивают построе-
ние для КТ ФМ первого типа, и рассмотрены процеду-
ры построения ФМ второго типа для балок и оболочек 

с постоянным поперечным сечением сложной формы, 
армированных непрерывными параллельными (оси бал-
ки, оболочки) волокнами, и для трехмерных тел с неод-
нородной регулярной структурой, которые состоят из 
конечного числа регулярных ячеек. Показано, что при-
менение скорректированных условий прочности позво-
ляет использовать в расчетах приближенные решения с 
большой погрешностью, что приводит к повышению 
эффективности МФДМ. 

 
1. Основные положения метода фиктивных 
дискретных моделей 

 
В МФДМ применяются КТ, которые удовлетворяют 

следующим положениям. 
Положение 1. КТ состоят из разномодульных изо-

тропных однородных упругих тел, связи между кото-
рыми идеальны, т.е. на общих границах разномодуль-
ных изотропных однородных тел функции перемеще-
ний и напряжений являются непрерывными.  

Положение 2. Перемещения, деформации и напря-
жения разномодульных изотропных однородных тел от-
вечают соотношениям линейной теории упругости [40].  

Положение 3. Приближенные решения (построен-
ные по МКЭ), которые отвечают БМ КТ, мало отлича-
ются от точных решений. Такие приближенные реше-
ния будем считать точными. 

В основе МФДМ лежит теорема, формулирующая 
скорректированные условия прочности, которые учи-
тывают погрешность максимальных эквивалентных 
напряжений. 

Теорема 1. Пусть для коэффициента запаса 0n  упру-
гого тела 0V  заданы условия прочности 

 1 0 2n n n≤ ≤ ,  (1) 

где 1n , 2n  – заданы, 1 1n > , 0 0/Tn = σ σ , Tσ  – предель-
ное напряжение тела 0V , 0σ  – максимальное эквива-
лентное напряжение тела 0V , которое отвечает точному 
решению задачи теории упругости, построенному для 
тела 0V . 

Пусть коэффициент запаса bn  тела 0V , отвечающий 
приближенному решению задачи теории упругости, 
удовлетворяет скорректированным условиям прочности 

 1 2

1 1b
n nn

α α

≤ ≤
− δ + δ

.  (2) 

Тогда коэффициент запаса 0n  тела 0V , отвечающий 
точному решению задачи теории упругости, удовлетво-
ряет заданным условиям прочности (1), где /b T bn = σ σ , 

bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела 0V , 
отвечающее приближенному решению задачи теории 
упругости, построенному для тела 0V , и найденное с 
такой погрешностью bδ , что 
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 2 1

1 2

 | |  b
n nC
n nα α

−δ ≤ δ < =
+

,  (3) 

где αδ  – верхняя оценка относительной погрешности 

bδ , αδ  – задано, погрешность bδ  для напряжения bσ  
определяется по формуле 0 0( ) /b bδ = σ − σ σ . 

Доказательство теоремы 1 изложено в работе [4]. 
В МФДМ при расчете КТ V можно использовать два 
типа ФМ – масштабированные ФМ или ФМ с перемен-
ными характерными размерами. Для практики важно 
построить для КТ V такую последовательность ФМ, 
которая сходится к БМ КТ V и обеспечивает равномер-
ную сходимость максимальных эквивалентных напря-
жений ФМ последовательности к максимальному экви-
валентному напряжению БМ КТ V. Согласно МФДМ 
приближенное решение, отвечающее БМ КТ V, является 
точным. 

 
2. Масштабированные фиктивные  
дискретные модели 

 
Рассмотрим ФМ первого типа, т.е. масштабирован-

ные ФМ. Не теряя общности суждений, для простоты 
изложения рассмотрим применение в МФДМ масшта-
бированных ФМ на примере тела 0V  формы прямо-
угольного параллелепипеда с неоднородной регулярной 
структурой размерами 1 2 3H H H× × , 

где         1 16H hN= , 2 26H hN= , 3 36H hN= ,                 (4) 

где 1N , 2N , 3N  – целые, 1 2 3N N N≤ ≤ , 1 2 3, , 1N N N >> , 
h  – задано и мало. 

Тело 0V  расположено в декартовой прямоугольной 
системе координат Oxyz , рис. 1. 

 
Рис. 1. Тело 0V  

Fig. 1. Body 0V  

При 0y =  тело 0V  жестко закреплено, т.е. при 
0y =  имеем , , 0u v w = . Тело 0V  армировано ортого-

нальными непрерывными волокнами. Пусть для тела 0V  
на поверхности 3z H=  задано статическое нагружение 
вида 1xq q= , 2zq q= , где 1( , )q x y , 2 ( , )q x y  – гладкие 
функции, и заданы условия прочности (1), т.е. в соотно-
шении (1) заданы значения 1n , 2n . Базовая модель 0R  

КТ 0V , которая состоит из КЭ h
jV  1-го порядка формы 

куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное 
НДС), учитывает неоднородную структуру тела 0V  и 
порождает равномерную (базовую) трехмерную сетку 
с  шагом h  размерности 1 2 3(6 1) (6 1) (6 1)N N N+ × + × + . 
Считаем, что так как h  мало и 1 2 3, , 1N N N >> , то поло-
жение 3 МФДМ (см. п. 1) для КТ 0V  выполняется. 

Регулярная ячейка 0G  (рис. 2) тела 0V  имеет форму 
куба со стороной 6h . Таким образом, в силу (4) тело 0V  
состоит из конечного числа ячеек 0G . На рис. 2 показа-
на базовая сетка ячейки 0G , волокна сечением h h×  
расположены по ребрам ячейки 0G , границы волокон 
отмечены жирными линиями, регулярная ячейка 0G  
расположена в локальной декартовой системе коорди-
нат ,Oxyz  , , 1,7i j k = . Модули упругости волокон оди-
наковы. Модули упругости волокон и связующего ма-
териала постоянны во всей области КТ 0V . 

 
Рис. 2. Регулярная ячейка 0G  

Fig. 2. Regular cell 0G  

Введем следующие определения. 
Определение 2. Будем говорить, что трехмерное уп-

ругое тело G  образовано путем масштабирования упру-
гого трехмерного тела 0G  с коэффициентом масштабно-
сти 0p > , если любой точке 0A G∈  отвечает такая 
единственная точка B G∈ , что B Ax px= , B Ay py= , 

B Az pz= , где , ,A A Ax y z  ( , ,B B Bx y z ) – координаты точки 
A  (точки B ), отвечающие декартовой прямоугольной 

системе координат Oxyz . И, наоборот, если любой точке 
B G∈  отвечает такая единственная точка 0A G∈ , что 

/A Bx x p= , /A By y p= , /A Bz z p= . Модули упругости в 
точках 0A G∈ , B G∈  одинаковы. 

Определение 3. Трехмерное упругое тело G , полу-
ченное путем масштабирования заданного (базового) 
упругого трехмерного тела 0G  с заданным коэффици-
ентом масштабности p , будем называть масштабиро-
ванным. Связь между масштабированным телом G  и 
базовым телом 0G  представляется в виде 0G p G= , 

0G p G= где p  – коэффициент масштабности. 
Согласно МФДМ масштабированная композитная 

дискретная модель nR  имеет такие же характерные раз-
меры, форму, крепление и нагружение, как БМ 0R , и 
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состоит из конечного числа регулярных ячеек nG  разме-
рами 6 6 6n n nh h h× × , т.е. модель nR  имеет равномерную 
сетку с шагом nh . Для определения шага nh  используем 
минимальный характерный размер КТ 0V , т.е. 1H . Так 
как модель nR  состоит из конечного числа ячеек nG  
размерами 6 6 6n n nh h h× × , то выполняется равенство 

16 nh n H= , где n  – целое. Учитывая в последнем равен-
стве, что 1 16H hN=  и принимая 1N N= , имеем 

 nh n hN= ,  (5) 

где 1,...,n N= . 
Из (5) следует 

 n nh h= β ,  (6) 

где /n N nβ = , nβ  – коэффициент масштабности, при 
n N→ : nh h→ , Nh h= , при n N< : 1nβ > . 

Регулярная ячейка nG  образуется путем масштаби-
рования регулярной ячейки 0G  КТ 0V  с коэффициентом 
масштабности nβ  (см. определение 2), т.е. тело nG  явля-
ется масштабированной регулярной ячейкой (см. опреде-
ление 3). Это означает, что тело nG  имеет такое же число 
волокон (сечением n nh h× ) и такое же их взаимное рас-
положение, как регулярная ячейка 0G  (см. рис. 2). На 
рис. 3 тело nG  расположено в локальной декартовой сис-
теме координат Oxyz , показана его равномерная сетка с 
шагом nh , границы волокон отмечены жирными линия-
ми, , , 1,...,7i j k = . Волокна и матрицы КТ nG  и 0G  име-
ют одинаковые модули упругости. 

 
Рис. 3. Регулярная ячейка Gn  

Fig. 3. Regular cell Gn 

Формы и неоднородные структуры тел Gn и G0 гео-
метрически подобны, т.е. отличаются только масштабно-
стью (см. рис. 2, 3). Тогда, учитывая (6) и что волокна и 
связующий материал КТ Gn и G0 имеют одинаковые мо-
дули упругости, связь между телами Gn, G0 представля-
ется в виде (см. определение 3) 

 0n nG G= β ,  (7) 

где /n N nβ = , 1,...,n N= , при n N→  имеем 1nβ → , 
1Nβ = , т. е. 0NG G= . 

Пусть 

 2 1 1N k N= , 3 2 1N k N= ,  (8) 

где 1k , 2k  – целые числа. 

Модель nR  состоит из КЭ n
eV  1-го порядка формы ку-

ба со стороной nh  (в 1 с КЭ n
eV  реализуется трехмерное 

НДС), которые порождают равномерную сетку с шагом 
nh  размерности ( ) ( ) ( )

1 2 3
n n nn n n× × , где ( )

1 1(6 / 1)n
nn hN h= + , 

( )
2 2(6 / 1)n

nn hN h= + , ( )
3 3(6 / 1)n

nn hN h= + . Учитывая (6), 
(8) в последних трех равенствах и что 1N N= , получаем 

( )
1 6 1nn n= + , ( )

2 16 1nn k n= + ,  

 ( )
3 2 6 1nn k n= + , 1,...,n N= .  (9) 

Поскольку в регулярной ячейке 0G  учитывается не-
однородная структура, то в силу (7) и в КТ nG  также 
учитывается неоднородная структура с помощью КЭ n

eV  
формы куба со стороной nh . Модель nR , которая в силу 
(6), (7) образуется с помощью масштабированной регу-
лярной ячейки nG , будем называть масштабированной. 
Отметим, что КТ nG  по сути является регулярной ячей-
кой модели nR . Так как в регулярной ячейке nG  учиты-
вается неоднородная структура, то, следовательно, и в 
модели nR  учитывается неоднородная структура. Отме-
тим, что в силу (7) при n N< : 1nβ > , т.е. неоднородные 
структуры модели nR  и БМ 0R  КТ 0V  различны. 

Для модели nR  отметим следующие свойства, кото-
рые показывают достоинства МФДМ. 

1. Размерность сетки модели nR  при n N<  в силу 
(8), (9) и что 1N N=  меньше размерности 

1 2 3(6 1) (6 1) (6 1)N N N+ × + × +  сетки БМ 0R . Поэтому 
реализация МКЭ для модели nR  (при n N< ) требует 
меньше объема памяти ЭВМ, чем для БМ 0R . 

2. При построении масштабированных композитных 
дискретных моделей nR  не используется процедура из-
мельчения БМ КТ. 

Согласно (6), (7) при n N=  ( Nh h= , 1Nβ = , 

0NG G= ) дискретные модели NR  и 0R  совпадают, т. е. 

0NR R= . Так как модель NR , т.е. БМ 0R , порождает ре-
шение, которое мало отличается от точного (см. положе-
ние 3 МФДМ), то считаем, что максимальное эквива-
лентное напряжение Nσ  модели NR  мало отличается от 
точного максимального эквивалентного напряжения 0σ  
КТ 0V . Тогда полагаем 0 Nσ = σ , так как положение 3 
МФДМ для БМ 0R  выполняется. В силу (6), (7) при 
n N→  (при 1nβ → ) имеем 0nG G→ . Отсюда, учитывая, 
что тела nG , 0G  есть регулярные ячейки соответственно 
моделей nR , 0R , и что эти модели имеют одинаковую 
форму и характерные размеры, получаем 
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 0n NR R R→ =  при n N→ .  (10) 

Согласно (10) при n N→  имеем n Nσ → σ  или, учи-
тывая, что 0 Nσ = σ , получаем 

0nσ → σ  при n N→ , 

где nσ  – максимальное эквивалентное напряжение фик-
тивной дискретной модели nR . 

Выше по сути доказано следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть тело 0V  с неоднородной регуляр-

ной структурой имеет форму прямоугольного паралле-
лепипеда размерами ,a b c× ×  где /b a , /c a  – целые. 
Пусть БМ 0R  КТ 0V  состоит из конечного числа регу-
лярных ячеек. Тогда для КТ 0V  можно построить такую 
последовательность масштабированных дискретных 
фиктивных моделей 1{ }N

n nR = , которая порождает после-
довательность напряжений 1{ }N

n n=σ , равномерно сходя-
щуюся к напряжению 0σ , т. е. 0nσ → σ  при n N→ , где 

nσ  ( 0σ ) – максимальное эквивалентное напряжение 
ФМ nR  (БМ 0R , т.е. КТ 0V ). Размерность ФМ nR  (при 
n N< ) меньше размерности БМ 0R . 

Пусть 1 | | /n n nσ −δ = σ − σ σ  малая величина и 
| |  n αδ ≤ δ , где nδ  – относительная погрешность для 
напряжения nσ , т. е. 0 0( ) /n nδ = σ − σ σ , пусть Cα αδ < , 
см. формулу (3), 2,3,...n = . Тогда принимаем b nσ = σ . 
Подставляя αδ , 1n , 2n  в соотношение (2), определяем 
скорректированные условия прочности для КТ 0V . 

Пусть коэффициент запаса bn  (где /b T bn = σ σ , с 
учетом, что b nσ = σ , имеем /b T nn = σ σ ) КТ 0V , отве-
чающий приближенному решению задачи упругости, 
удовлетворяет построенным для тела 0V  скорректиро-
ванным условиям прочности (2). Тогда коэффициент 
запаса 0n  КТ 0V , отвечающий точному решению задачи 
упругости, удовлетворяет заданным условиям прочно-
сти (1), см. теорему 1. Для понижения размерности ФМ 
используются МнКЭ. 

 
3. Фиктивные дискретные модели  
с переменными характерными размерами 

 
Рассмотрим ФМ второго типа, которые имеют та-

кую же неоднородную структуру, как БМ R  КТ V, но 
отличаются от БМ R  характерными размерами. Внача-
ле рассмотрим ФМ с одним переменным характерным 
размером на примере композитных балок и круговых 
цилиндрических оболочек с постоянным поперечным 
сечением сложной формы, армированных непрерывны-
ми волокнами постоянной толщины. Волокна парал-
лельны оси балки (оболочки) и в общем случае имеют 
различные толщины и модули упругости. 

Не теряя общности суждений, суть построения ФМ 
с одним переменным характерным размером для компо-

зитных балок и оболочек кратко рассмотрим на примере 
балки, форма поперечного сечения которой есть сим-
метричный двутавр, состоящий из прямоугольников [1], 
и оболочки постоянной толщины. Рассмотрим ФМ ( )

nR α  
(с одним переменным характерным размером) и БМ 

( )
0R α КТ ( )

0V α , здесь и далее 1,2α = , которые располо-
жены в декартовой прямоугольной системе координат 
Oxyz  и в плоскости Oxz  жестко закреплены, т.е. 
при 0y =  для перемещений БМ ( )

0R α  и ФМ ( )
nR α  имеем 

0u v w= = = . 
Характерные размеры a , b , 0L  БМ (1)

0R  балки (КТ) 
(1)

0V , рис. 4, отличаются от характерных размеров a , b , 

nL  ФМ (1)
nR  КТ (1)

0V  (рис. 5), одним переменным харак-
терным размером nL , где a , b  – характерные размеры 
поперечного сечения БМ (1)

0R  и ФМ (1)
nR , 0L  ( nL ) – 

длина БМ (1)
0R  (ФМ (1)

nR ), 0nL L≤ . Ось Oy  на рис. 4 (и 
на рис. 5) параллельна оси БМ (1)

0R балки (1)
0V  (ФМ (1)

nR  
балки (1)

0V ). Характерные размеры R , bR , 0L  БМ (2)
0R  

цилиндрической оболочки (КТ) (2)
0V  постоянной тол-

щины H  (рис. 6) отличаются от характерных размеров 
R , bR , nL  ФМ (2)

nR  КТ (2)
0V  (рис. 7) одним перемен-

ным характерным размером nL , где R  – внешний и bR  – 
внутренний радиусы ФМ (2)

nR  и БМ (2)
0R , bH R R= − , 

0L  ( nL ) – длина БМ (2)
0R  (ФМ (2)

nR ), 0nL L≤ . На рис. 6 
(и на рис. 7) ось Oy  совпадает с осью БМ (2)

0R  оболоч-
ки (2)

0V  (ФМ (2)
nR  оболочки (2)

0V ). 
Пусть КТ ( )

0V α  армировано непрерывными волокна-
ми сечением h h× , которые параллельны оси Oy  и име-
ют одинаковые модули упругости. Для простоты изло-
жения пусть 

 0 /h L N= ,  (11) 

где 0L , N  – заданы, N – целое, 1N >> , h  – мало, т.е. КТ 
( )

0V α  армировано тонкими волокнами. 

БМ ( )
0R α , состоящая из КЭ eV  1-го порядка формы 

куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное 
НДС [40]), учитывает неоднородную структуру и слож-
ную форму КТ ( )

0V α . Пусть БМ ( )
0R α  (в силу малости h ) 

порождает решение, которое мало отличается от точно-
го. Такое приближенное решение будем считать точным 
(см. положение 3 МФДМ, п. 1). ФМ ( )

nR α  имеет такую 
же неоднородную структуру, как БМ ( )

0R α , т.е. ФМ ( )
nR α  

армирована непрерывными параллельными оси Oy  
волокнами сечением h h×  и имеет такой же вид рас-
пределения волокон в поперечном сечении, как БМ 

( )
0R α . Волокна и связующий материал БМ ( )

0R α  и ФМ 
( )
nR α  имеют одинаковые модули упругости. Модули уп-

ругости волокон и связующего материала постоянны во
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Рис. 4. БМ (1)

0R  балки (КТ) (1)
0V  

Fig. 4 BM (1)
0R  of beam (CB) 

Рис. 5. ФМ (1)
nR  балки (1)

0V  

(1)
0V  Fig. 5. FM (1)

nR  of beam (1)
0V  

  
Рис. 6. БМ (2)

0R  оболочки (КТ) (2)
0V   

Fig. 6. BM (2)
0R  of shell (CB) (2)

0V  

Рис. 7. ФМ (2)
nR оболочки (2)

0V  

Fig. 7. FM (2)
nR  of shell (2)

0V  
 

всей области БМ ( )
0R α  и ФМ ( )

nR α . Неоднородные струк-
туры в ФМ ( )

nR α  и БМ ( )
0R α  учитываются с помощью КЭ 

eV  1-го порядка формы куба со стороной h . ФМ ( )
nR α  

имеет такое же крепление и такой же характер статиче-
ского нагружения, как БМ ( )

0R α . Например, если БМ (2)
0R  

имеет равномерное нагружение zq  на границе z R= , 
0x = , 0 0/ 2L y L≤ ≤ , то ФМ (2)

nR  имеет нагружение zq  
на границе z R= , 0x = , / 2n nL y L≤ ≤  (рис. 6, 7). Ис-
пользуя (11), размер nL  ФМ ( )

nR α  находим по формуле 

 0 /nL L n N hn= = ,  (12) 

где n  – целое, 0 ,...,n n N= , 0n  – задано, имеем 0nL L≤ , 
при n N= : 0nL L= . 

Учитывая, что ФМ ( )
nR α  отличается от БМ ( )

0R α  
только размером nL  и что в силу (12) при n N→ : 

0nL L→ , получаем 

 ( ) ( )
0nR Rα α→  при n N→ , 1,2α = .  (13) 

В силу (12), (13) при n N=  имеем ( ) ( )
0NR Rα α= . Тогда 

из выполнения (13) следует 
( ) ( )

0n
α ασ → σ  при n N→ , 

где ( )
n
ασ  ( ( )

0
ασ ) – максимальное эквивалентное напря-

жение ФМ ( )
nR α  (БМ ( )

0R α ). 

Поскольку ФМ ( )
nR α  и БМ ( )

0R α  состоят из КЭ eV  1-го 
порядка формы куба со стороной h  и поперечные сече-

ния этих моделей одинаковы и имеют одинаковые раз-
биения, то сечения ФМ ( )

nR α  и БМ ( )
0R α  содержат одина-

ковое число узлов, которое обозначим через 0N . Число 
узлов сетки БМ ( )

0R α  в силу (11) вдоль оси Oy  равно 
1N + . Тогда общее число узлов 0M  БМ ( )

0R α  равно 

0 0 ( 1)M N N= + , общее число узлов nM  ФМ ( )
nR α  в силу 

(12) равно 0 ( 1)nM N n= + , отсюда следует, что 0nM M<  
при 0n n N≤ < . Следовательно, при n N< размерность 
ФМ ( )

nR α  меньше размерности БМ ( )
0R α  (с учетом выпол-

нения кинематических граничных условий БМ и ФМ 
тела ( )

0V α ). При n N=  имеем 0NM M= , т.е. размерности 
ФМ ( )

nR α  и БМ ( )
0R α  совпадают. Выше по сути доказано 

следующее утверждение. 
Теорема 3. Пусть КТ ( )

0V α , где 1,2α = , (1)
0V  – балка и 

(2)
0V  – круговая цилиндрическая оболочка с постоянным 

поперечным сечением, имеющие длину 0L , армировано 
непрерывными волокнами (постоянной толщины), па-
раллельными оси КТ ( )

0V α  (оси балки, оболочки). Модули 
упругости волокон и матрицы постоянны во всей области 
КТ ( )

0V α . Тогда для КТ ( )
0V α  можно построить такую по-

следовательность ФМ ( )
1{ }N

n nR α
= , которая порождает по-

следовательность напряжений ( )
1{ }N

n n
α

=σ , сходящуюся к 
напряжению ( )

0
ασ , т.е. ( ) ( )

0n
α ασ → σ  при 0nL L→  или при 

n N→ , где nL  – переменный характерный размер (пе-
ременная длина) ФМ ( )

nR α ; ( )
n
ασ  ( ( )

0
ασ ) – максимальное 

эквивалентное напряжение ФМ ( )
nR α  (БМ ( )

0R α , т.е. КТ 
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( )
0V α ). При n N<  (т.е. при 0nL L< ) размерность ФМ 
( )
nR α  меньше размерности БМ ( )

0R α . 
Итак, показано, что использование ФМ ( )

nR α  с пере-
менным характерным размером Ln при расчете на проч-
ность по МФДМ КТ ( )

0V α  приводит к экономии ресурсов 
ЭВМ. Не теряя общности суждений, суть построения 
ФМ с тремя переменными характерными размерами для 
КТ кратко рассмотрим на примере тела (3)

0V  с неодно-
родной регулярной структурой формы прямоугольного 
параллелепипеда размерами o o oa b c× × , расположенного 
в декартовой системе координат Oxyz , на рис. 8 показа-
ны размеры БМ (3)

0R  КТ (3)
0V . Пусть 

 0 16a hN= , 0 26b hN= , 0 36c hN= ,  (14) 

где 1N , 2N , 3N  – целые, заданы, 1 2 3, , 1N N N >> , h  – 
задано, мало. 
 

Пусть БМ (3)
0R  КТ (3)

0V , состоящее из КЭ размерами 
h h h× × , учитывает неоднородную структуру КТ (3)

0V  и 
порождает решение, которое мало отличается от точного, 
т.е. положение 3 МФДМ для КТ (3)

0V  выполняется. Пусть 
тело (3)

0V  армировано ортогональной решеткой непрерыв-
ных волокон. Регулярная ячейка G0, имеющая размеры 
6 6 6h h h× × , КТ (3)

0V  показана на рис. 2. Тогда в силу (14) 
КТ (3)

0V  состоит из конечного числа регулярных ячеек G0. 
Сетка БМ (3)

0R  КТ (3)
0V  имеет 0N  узлов, где 

 0 1 2 3(6 1) (6 1) (6 1)N N N N= + × + × + .  (15) 

ФМ (3)
nR  КТ (3)

0V  имеет форму прямоугольного па-
раллелепипеда размерами n n na b c× × , где 

 16na hn= , 26nb hn= , 36nc hn= ,  (16) 

где / /n n o oa b a b≈ , / /n n o oa c a c≈ , 1n , 2n , 3n  – целые, на 
рис. 9 даны размеры ФМ (3)

nR . 
Сетка ФМ (3)

nR , которая состоит из конечного числа 
регулярных ячеек 0G  (размерами 6 6 6h h h× × , см. рис. 2), 
имеет N  узлов, где 

 1 2 3(6 1) (6 1) (6 1)N n n n= + × + × + .  (17) 
 

Волокна и связующий материал БМ (3)
0R  и ФМ (3)

nR  
имеют одинаковые модули упругости. Модули упруго-
сти волокон и связующего материала постоянны во всей 
области БМ (3)

0R  и ФМ (3)
nR . Пусть при 0z =  БМ (3)

0R  и 
ФМ (3)

nR  жестко закреплены. В силу (14), (16) при 

1 1n N→ , 2 2n N→ , 3 3n N→  имеем 

n oa a→ , n ob b→ , n oc c→ . 

Откуда следует, что при 1 1n N→ , 2 2n N→ , 3 3n N→  

 (3) (3)
0nR R→ .  (18) 

Из выполнения (18) следует 
(3) (3)

0nσ → σ  при n oa a→ , n ob b→ , n oc c→ , 

где (3)
nσ  ( (3)

0σ ) – максимальное эквивалентное напряже-
ние ФМ (3)

nR  (БМ (3)
0R  КТ (3)

0V ). 
Если 1 1n N< , 2 2n N< , 3 3n N<  (т.е. при n oa a< , 

n ob b< , n oc c< , где / /n n o oa b a b≈ , / /n n o oa c a c≈ ), то в 
силу (15), (17) имеем 0N N< . Это означает, что размер-
ность ФМ (3)

nR  меньше размерности БМ (3)
0R  КТ (3)

0V  
(с учетом выполнения кинематических граничных усло-
вий). При 1 1n N= , 2 2n N= , 3 3n N=  имеем 0N N= . Вы-
ше по сути доказано следующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть КТ (3)
0V  формы прямоугольного 

параллелепипеда размерами o o oa b c× ×  имеет неодно-
родную регулярную структуру. Пусть БМ (3)

0R  КТ (3)
0V  

состоит из конечного числа регулярных ячеек. Тогда для 
КТ (3)

0V  можно построить такую последовательность ФМ 
(3)

1{ }N
n nR = , которая порождает последовательность напря-

жений (3)
1 1{ }N

n n= =σ , сходящуюся к напряжению (3)
0σ , т. е. 

(3) (3)
0nσ → σ  при 0nV V→ , где n n n nV a b c= , 0 0 0 0V a b c= , na , 

nb , nc  – переменные характерные размеры ФМ (3)
nR  

формы прямоугольного параллелепипеда, удовлетво-
ряющие условиям / /n n o oa b a b≈ , / /n n o oa c a c≈ , (3)

nσ  
( (3)

0σ ) – максимальное эквивалентное напряжение ФМ 
(3)
nR  (БМ (3)

0R , т.е. КТ (3)
0V ). При n oa a< , n ob b< , n oc c<  

размерность ФМ (3)
nR  меньше размерности БМ (3)

0R . 

 

  

Рис. 8. БМ (3)
0R  КТ (3)

0V  

Fig. 8. BM (3)
0R  CB (3)

0V  

Рис. 9. ФМ (3)
nR  КТ (3)

0V  

Fig. 9. FM (3)
nR  CB (3)

0V  
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Итак, показано, что использование ФМ (3)
nR  с пере-

менными характерными размерами na , nb , nc  в расче-
тах на прочность по МФДМ КТ (3)

0V  приводит к эконо-
мии ресурсов ЭВМ. 

 
4. Результаты численных экспериментов 

 
Рассмотрим модельную задачу расчета на прочность 

балки V с неоднородной регулярной волокнистой струк-
турой размерами 2 ,H L H× ×  расположенной в декарто-
вой системе координат Oxyz , где 96 ,H h=  1152 ,L h=  
h  – задано. Торцы балки V жестко закреплены. Балка V  
армирована ортогональной решеткой волокон. Регуляр-
ная ячейка 0G  балки V имеет форму куба со стороной 
6h  (см. рис. 2) ячейка 0G  подробно описана в п. 2.  
В расчетах используем половину балки V, т.е. балку 0V  
размерами H L H× ×  ( 96 1152 96h h h× × , рис. 10), так как 
нагружение балки V симметрично относительно плоско-
сти y L= . Для балки 0V  имеем следующие кинематиче-
ские граничные условия: при 0y = : , . 0u v w = , при 
y L= : 0v = . 

 

Рис. 10. Балка (тело) 0V  (модель nT ) 

Fig. 10. Beam (body) 0V  (model nT ) 

БМ 0T  КТ 0V  состоит из односеточных конечных 
элементов (1сКЭ) h

jV  1-го порядка формы куба со сто-
роной h  (в которых реализуется трехмерное НДС [40]), 
которые учитывают неоднородную структуру тела 0V  и 
порождают равномерную сетку с шагом h  размерности 
97 1153 97× × . Общее число неизвестных БМ 0T  равно 

0 32508095N = , ширина ленты системы уравнений (СУ) 
МКЭ равна 0 28524b = . Считаем, что положение 3 
МФДМ для БМ 0T  выполняется. 

Для расчета балки 0V  (см. рис. 10) на прочность 
с  помощью МФДМ используем масштабированные 
дискретные модели nT  размерами H L H× × , т.е. 
96 1152 96h h h× × , 1,2,3,...n = . Масштабированная ком-
позитная регулярная ячейка nG  (см. рис. 3; п. 2) раз-
мерами 6 6 6n n nh h h× ×  порождает масштабированную 
модель nT , т.е. КТ nG  по сути является регулярной 
ячейкой модели nT . Для определения nh  используем 
формулы (5), (6). В данном случае 6 ,nh n H=  где 

96H h= , т. е. 16nh n h= , где 1,...,16n = . Откуда следует 

 n nh h= β ,  (19) 

где 16  /n nβ = , nβ  – коэффициент масштабности, 

1,16n = ,  при 16n < : 1nβ > , nh h> , 16 .h h=  
Отметим, что КТ (регулярная ячейка) nG  (см. рис. 3) 

образуется путем масштабирования регулярной ячейки 
0G  (см. рис. 2) БМ 0T  КТ 0V  с коэффициентом мас-

штабности 16  /n nβ = , 1,16n = , см. определение 2 п. 2. 
Модель nT , состоящая из 1сКЭ n

eV  1-го порядка формы 
куба со стороной nh  (в 1сКЭ n

eV  реализуется трехмерное 
НДС), имеет равномерную сетку с шагом nh  размерно-
сти ( ) ( ) ( )

1 2 3
n n nn n n× × , где ( )

1 (96 / 1)n
nn h h= + , 

( )
2 (1152 / 1)n

nn h h= + , ( )
3 (96 / 1)n

nn h h= + . Учитывая (19) в 
последних трех равенствах, получаем 

( )
1 6 1nn n= + , ( )

2 12 6 1nn n= × + ,  

 ( )
3 6 1nn n= + , 1,...,16n = .  (20) 

В расчетах на прочность КТ 0V  по МФДМ исполь-
зуем последовательность масштабированных дискретных 
моделей, т.е. масштабированных ФМ, 16

1{ }n nT = , которая 
в пределе сходится к БМ 0T , см. п. 2. Для коэффициента 
запаса 0n  балки 0V  заданы условия прочности вида 

 01,8 3,4n≤ ≤ .  (21) 

Для КТ 0V  имеем следующие исходные данные: 

0,2083h = ; 4Tσ = ; 1cE = ,  

 8vE = , 0,3c vν = ν = ,  (22) 

где cE , vE  ( cν , vν ) – модули Юнга (коэффициенты  
Пуассона), соответственно связующего материала и во-
локна, Tσ  – предел текучести волокна, на поверхности 
z H= , 0,5L y L≤ ≤  действуют нагрузки 0,00062zq = , 

0,00037xq =  (см. рис. 10). 
Для БМ 0T  КТ 0V  используем двухсеточный КЭ 

(2сКЭ) (2)
dV  размерами 6 6 6h h h× × . На рис. 11 2сКЭ 

(2)
dV  расположен в локальной декартовой системе коор-

динат Oxyz . 2сКЭ (2)
dV  имеет две вложенные сетки: 

равномерную мелкую сетку dh  с шагом h  размерности 
7 7 7× ×  и крупную – dH  размерности 2 3 2× × . По осям 
Ox , Oz  сетка dH  имеет шаг 6h , по оси Oy  – шаг 3h . 
На рис. 11 узлы крупной сетки dH  отмечены точками, 
12 узлов. Процедура построения матрицы жесткости и 
вектора узловых сил 2сКЭ (2)

dV  подробно изложена в 
работе [39]. На базе модели nT  строим двухсеточную 
модель o

nT , которая состоит из 2сКЭ типа (2)
dV  разме-

рами 6 6 6n n nh h h× × , 5,...,12n = . Для модели o
nT  опреде-

ляем (по 4-й теории прочности [1]) максимальное экви-
валентное напряжение o

nσ , 5,12n = . 
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Рис. 11. Мелкая и крупная сетки 2сКЭ (2)
dV  

Fig. 11. Small and large grids 2gFE (2)
dV  

Результаты расчетов представлены в таблице, где 
o
nσ  – максимальное эквивалентное напряжение модели 
o

nT ; o
nN  и o

nb  – размерность и ширина ленты СУ МКЭ 
модели o

nT , 5,...,12n = , погрешность nδ  (%) определя-
ется по формуле 

 1100 % | | /o o o
n n n n−δ = × σ − σ σ , 6,...,12n = .  (23) 

Анализ результатов показывает равномерную моно-
тонную сходимость напряжений 0

nσ , 5,12n = , и погреш-
ностей (%)nδ , 6,12n = , что подтверждает теорему 2, 
см. п. 2. Отметим, что БМ 0T  порождает максимальное 
эквивалентное напряжение 0σ  КТ 0V , которое мало от-
личается от точного. Напряжение 0σ  считаем точным 
(положение 3 МФДМ, п. 1). 

 

Результаты расчетов для моделей 5
oT  – 12

oT  

Calculation results for models 5
oT  – 12

oT  

n  o
nT  o

nσ  nδ  
(%) 

o
nN  o

nb  n o
nT  o

nσ  nδ  
(%) 

o
nN  o

nb

5 5
oT  1,246 – 12924 240 9 9

oT  1,523 3,95 64700 636

6 6
oT  1,326 6,04 21119 321 10 10

oT  1,579 3,55 86999 765

7 7
oT  1,398 5,12 32192 414 11 11

oT  1,632 3,23 113904 906

8 8
oT  1,462 4,45 46575 519 12 12

oT  1,682 2,96 145847 1059
 
Согласно расчетам, 16 1,798oσ = , где 16

oσ  – макси-
мальное эквивалентное напряжение модели 16

oT . Имеем 

16 0TT = , см. п. 2. Так как размеры 1сКЭ БМ 0T  малы, то 
и размеры 2сКЭ модели 16

oT  также малы, поэтому пусть 

0 16 1,798oσ = σ = , т.е. точное напряжение 0σ  равно 

0 1,798σ = . Расчеты показывают, что если (%) 3 %nδ ≤  
(см. формулу (23)), то погрешность максимального эк-
вивалентного напряжения o

nσ  модели o
nT  не более 10% . 

Так как напряжения 12 1,682oσ =  и 11 1,632oσ =  отличают-
ся на 12 (%) 2,96%δ =  (см. таблицу), то погрешность 
напряжения 12

oσ  не более 10% , т.е. имеем 0,1αδ ≤ . От-
метим, что напряжение 12 1,682oσ =  отличается от точ-

ного напряжения 0 1,798σ =  на 6,43% . Принимаем 
0,1αδ = , 12 1,682o

bσ = σ = . Условие (3) для 0,1αδ =  вы-
полняется, т. е. 0,1 0,31Cα αδ = < = . Подставляя 

0,1αδ = , 1 1,8n = , 2 3,4n =  в (2), получаем скорректиро-
ванные условия прочности для КТ 0V  
 2 3bn≤ ≤ ,  (24) 

где bn  – коэффициент запаса КТ 0V , отвечающий при-
ближенному решению задачи упругости, 
 /b T bn = σ σ .  (25) 

Используя в (25) исходные данные (22), т. е. 4Tσ = , 
и найденное напряжение 1,682bσ = , определяем коэф-

фициент запаса bn  для КТ 0V  

/ 4 /1,682 2,38b T bn = σ σ = = . 

Итак, коэффициент запаса 2,38bn =  КТ 0V  (отве-
чающий приближенному решению задачи упругости) 
удовлетворяет скорректированным условиям прочности 
(24). Тогда коэффициент запаса 0n  КТ 0V  (отвечающий 
точному решению задачи упругости) удовлетворяет 
заданным условиям прочности (21), см. теорему 1, п. 1. 

Проверим выполнение теоремы 1 в данном случае, 
а именно то, что из выполнения скорректированных 
условий прочности (24) следует выполнение заданных 
условий прочности (21). Используя 4Tσ = , 0 1,798σ =  
в формуле 0 0/Tn = σ σ  (где 0n  – коэффициента запаса 
и 0σ  – максимальное эквивалентное напряжение КТ 0V , 
которые отвечают точному решению), получаем 

0 4 /1,798 2,22n = = , т.е. коэффициент запаса 0 2,22n =  
КТ 0V  удовлетворяет заданным условиям прочности 
(21), что подтверждает теорему 1. 

Отметим, что БМ 0T  КТ 0V  имеет свыше 32 млн 
узловых неизвестных МКЭ, что затрудняет реализо-
вать МКЭ с применением 1сКЭ 1-го порядка формы 
куба со стороной h  для построения решения для БМ 

0T , которое считаем точным решением (см. положение 
3, п. 1). В расчете на прочность по МФДМ КТ 0V  ис-
пользуем модель 12

oT , которая имеет 12 145847oN =  уз-
ловых неизвестных, и ширина ленты СУ МКЭ которой 
равна 12 1059ob =  (см. таблицу). Модель 12

oT  требует в 

0 0
1

12 12

32508095 28524k 6003,555
145847 1059o o

N b
N b

⋅ ⋅= = =
⋅ ⋅

 раза меньше 

объема памяти ЭВМ, т.е. почти в 36 10⋅  раз меньше, 
чем БМ 0T , что показывает высокую эффективность 
МФДМ. 

 
5. Применение в МФДМ приближенных решений 
с большой погрешностью 

 
Рассмотрим случай расчета КТ на прочность по 

МФДМ, когда возможно применение упругих прибли-
женных решений с большой погрешностью на примере 
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расчета КТ 0V  (см. п. 4). Расчеты показывают, что если 
(%) 5 %nδ ≤  (см. формулу (23)), то погрешность мак-

симального эквивалентного напряжения o
nσ  модели 

o
nT  не более 25 %. Так как напряжения 8 1,462oσ =  и 

9 1,523oσ =  отличаются на 9 (%) 3,95 %δ =  (см. табли-
цу), то погрешность напряжения 9

oσ  не более 25% , 
т.е. 0,25αδ ≤ . Отметим, что напряжение 9 1,523oσ =  
отличается от точного напряжения 0 1,798σ =  на 
15,27% , см. п. 4. Принимаем 0,25αδ = , 

9 1,523o
bσ = σ = . Условие (3) для оценки 0,25αδ =  вы-

полняется, т.е. имеем 0,25 0,31Cα αδ = < = . Под-
ставляя 0,25αδ = , 1 1,8n = , 2 3,4n =  в (2), получаем 
следующие скорректированные условия прочности 
для КТ 0V  

 2,4 2,7bn≤ ≤ .  (26) 

Используя в (25) 4Tσ = , 1,523bσ = , находим коэф-
фициент запаса bn  для КТ 0V  

/ 4 /1,523 2,63b T bn = σ σ = = . 

Коэффициент запаса 2,63bn =  КТ 0V  (отвечаю-
щий приближенному решению задачи упругости) 
удовлетворяет скорректированным условиям прочно-
сти (26). Тогда коэффициент запаса 0n  КТ 0V  (отве-
чающий точному решению задачи упругости) удовле-
творяет заданным условиям прочности (21), см. теоре-
му 1, п. 1. При расчете на прочность КТ 0V  по МФДМ 
используем модель 9

oT , которая имеет 9 64700oN =  не-
известных МКЭ, и ширина ленты СУ МКЭ которой 
равна 9 636ob =  (см. таблицу). Модель 9

oT  требует в 

0 0
2

9 9

32508095 28524k 22534,12
64700 636o o

N b
N b

× ×= = =
× ×

 раз меньше 

объема памяти ЭВМ, т.е. почти в 322 10⋅  раз меньше, 
чем БМ 0T . 

Итак, показано, что при расчете КТ 0V  возможно 
применение упругих приближенных решений с большой 
погрешностью. Применение в расчетах модели 9

oT , по-

грешность 9 15,27%ε =  напряжения 9
oσ  которой почти в 

2,4 раза больше погрешности 12 6,43 %ε =  напряжения 

12
oσ , отвечающего модели 12

oT , приводит к повышению 
эффективности МФДМ. Коэффициент k2 в 3,67  раза 
больше коэффициента k1, см. п. 4. Это связано с тем, что 
размерность 9

oN  и ширина ленты 9
ob  СУ МКЭ модели 

9
oT  меньше размерности 12

oN  и ширины ленты 12
ob  СУ 

МКЭ модели 12
oT  (см. таблицу). 

На основании полученных результатов можно сде-
лать следующий вывод. Применение в расчетах скор-
ректированных условий прочности позволяет использо-
вать дискретные модели КТ, напряжения которых име-
ют большую погрешность, что приводит к повышению 
эффективности МФДМ. 

 
Заключение 

 
Предложен метод фиктивных дискретных моделей 

(МФДМ) для расчета на статическую прочность упру-
гих тел с неоднородной, микронеоднородной регуляр-
ной структурой, который сводится к построению и рас-
чету на прочность фиктивных дискретных моделей 
(ФМ), размерности которых меньше размерностей базо-
вых дискретных моделей (БМ) композитных тел (КТ). 
Предлагаемый метод реализуется с помощью МКЭ с 
применением многосеточных конечных элементов и 
скорректированных условий прочности, которые учи-
тывают погрешность приближенных решений. Реализа-
ция МФДМ обеспечивает большую экономию ресурсов 
ЭВМ, что позволяет использовать предлагаемый метод 
для расчета тел с микронеоднородной регулярной 
структурой. Рассматриваются два типа ФМ – масшта-
бированные ФМ и ФМ с переменными характерными 
размерами. При построении ФМ не используется про-
цедура измельчения БМ КТ. Применение скорректиро-
ванных условий прочности позволяет использовать в 
расчетах приближенные решения с большой погрешно-
стью, что приводит к повышению эффективности 
МФДМ. Приведенные расчеты на прочность балки с 
неоднородной регулярной волокнистой структурой по 
МФДМ показывают высокую его эффективность. 
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