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 Предложена методика решения плоских нестационарных задач для упругого по-
лупространства при наличии подвижной границы смены заданных на поверхности
граничных условий смешанного типа. Движение полупространства описывают волно-
вые уравнения относительно скалярного и ненулевой компоненты векторного упругих 
потенциалов перемещений. Начальные условия предполагаются нулевыми. 

С использованием интегрального соотношения для нормальных перемещений
границы полупространства в виде двумерной свертки напряжений с функцией влия-
ния, вытекающего из принципа суперпозиции, свойств операции свертки по двум
переменным и аппарата теории обобщенных функций получено явное решение по-
ставленной задачи в интегральной форме. При этом получение указанного решения
основано на методе расщепления функции влияния, согласно которому она пред-
ставляется в виде произведения двух сомножителей, удовлетворяющих установлен-
ным необходимым условиям, поэтому для получения окончательных результатов
необходима факторизация функции влияния, обладающая заданными свойствами. 

Анализ изображения по Фурье и Лапласу функции влияния выявил наличие
шести особых точек: два простых полюса и четыре точки ветвления. 

Получение требуемой факторизации функции влияния основано на представле-
нии ее изображения в виде произведения сомножителей, каждый из которых содержит 
лишь одну особую точку. При этом особые точки, являющиеся простыми полюсами,
отделяются путем обычного разложения на множители, а точки ветвления – с помощью 
интегралов типа Коши. Описанный способ позволяет получить требуемые факториза-
ции функции влияния в любом характерном скоростном диапазоне движения точки
раздела граничных условий: дорелеевском, дозвуковом, трансзвуковом и свехзвуковом.

В результате получены разрешающие задачу явные интегральные формулы, 
позволяющие определить неизвестные перемещения и напряжения в любом ско-
ростном диапазоне движения точки раздела граничных условий. 

Построены асимптотические представления напряжений и перемещений в ок-
рестности точки смены граничных условий. 
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 The paper presents a method of solving plane unsteady problems for an elastic half-
space with a mobile boundary related to changing the boundary conditions of a mixed 
type. The movement of the half-space is described with two wave equations in terms of 
elastic potentials. The initial conditions are assumed to be zero. 

It became possible to obtain an explicit solution of the problem in an integral form by
using integral relations for a normal displacement of the half-space boundary in the form 
of two-dimensional convolution of stress with the influence function (arising from the prin-
ciple of superposition), properties of the convolution in two variables, and of the theory of 
generalized functions. At the same time, this solution is based on the method of splitting
the functions of influence, according to which it is represented as a product of two factors
which satisfy the necessary conditions. Thus, in order to obtain final results it is required 
to carry out the factorization of the influence function which has the desired properties. 

The analysis of the Fourier and Laplace transformation of the influence function re-
vealed the presence of two simple poles and four branch points. 

Getting the desired factorization influence function is based on the representation of
its transformation as a product of two multipliers; each of them contains only one critical
point. In case when critical points are simple, the separation is performed by using a 
simple factorization, while the branch points are separated with the help of Cauchy-type 
integrals. The described method allows obtaining the required factorization of the influ-
ence function in any typical speed range of the separating point: sub Rayleigh, subsonic, 
transonic and supersonic ones. 

As a result, it became possible to obtain the explicit integral formulas which allow
solving the problem. They allow defining the unknown displacements and stresses at any
speed range of the moving separating point of the boundary conditions. 

Asymptotic representations of stresses and displacements are found in the neigh-
borhood of boundary conditions change. 
 

© PNRPU

Keywords: 

non-stationary problem  
of the theory of elasticity,  
mixed boundary conditions,  
moving boundary conditions,  
method of factorization,  
integral transforms, generalized 
functions, asymptotics 

 

 
Введение 

 

Нестационарные задачи с подвижными точками смены граничных условий являются 
на сегодняшний день одними из наименее исследованных проблем механики деформи-
руемого твердого тела. В то же время современное развитие геологии, сейсмологии, тех-
нологии обработки металлов, а также других областей науки и техники, в которых возни-
кают нестационарные контактные задачи, потребовало изучения соответствующих сме-
шанных задач, в которых границы раздела краевых условий являются подвижными. 
Подобные проблемы возникают также при исследовании процессов ударного взаимодей-
ствия упругих затупленных тел с абсолютно твердыми и деформируемыми основаниями, 
в задачах о воздействии подвижных нагрузок на твердые деформируемые тела, в задачах 
теории трещин и др.  

Для подобных задач в рамках модели линейно-упругого тела критическими являются 
скорости поверхностных волн Рэлея, скорости волн сдвига и растяжения-сжатия. 

Хотя предлагаемая методика применима для решения широкого круга задач с дви-
жущимися границами раздела краевых условий, в настоящей работе она главным образом 
ориентирована на дальнейшее использование при исследовании нестационарных кон-
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тактных задач с подвижными границами [1–4]. В частности, предложенные подходы по-
зволяют провести асимптотический анализ поведения контактных напряжений в окрест-
ности подвижных границ области взаимодействия в плоских нестационарных задачах об 
ударе затупленного тела или оболочки по упругому полупространству [5]. 

Отметим, что для решения задач данного класса большое значение имеют так назы-
ваемые функции влияния, соответствующие сосредоточенным кинематическим или сило-
вым воздействиям. Они представляют собой фундаментальные решения соответствую-
щих операторов, описывающих математическую модель исследуемого объекта. В общем 
случае их совокупности образуют тензор. Компоненты этого тензора используются в ка-
честве ядер интегральных уравнений, разрешающих соответствующие задачи. Впервые 
задачу об определении нестационарных функций влияния рассмотрел Н. Lamb [6]. 

Задачи определения функций влияния являются ключевыми для построения разре-
шающих систем уравнений нестационарных контактных задач. Поэтому этими задачами 
занимались и продолжают заниматься многие отечественные и зарубежные исследовате-
ли [1, 7–16]. 

Решение плоских нестационарных контактных задач с подвижными границами с ис-
пользованием принципа суперпозиции сводится к исследованию двумерного граничного 
интегрального уравнения, ядрами интегральных операторов которого являются поверх-
ностные функции влияния взаимодействующих тел [2–5, 17–33]. Одним из эффективных 
аналитических методов решения интегральных уравнений этого типа является метод Ви-
нера-Хопфа [7, 8].  

В данной работе для решения использован метод расщепления фундаментальных 
решений [8], основанный на факторизации поверхностной функции влияния для упругого 
полупространства.  

 
1. Постановка задачи 

 

В декартовой прямоугольной системе координат Oxz  рассмотрим однородную изо-
тропную линейно-упругую полуплоскость 0z  . Введем систему безразмерных величин 
(штрихом обозначены размерные параметры): 
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где L  – характерный линейный размер;  ,   и   – параметры Ламе и плотность мате-

риала полупространства; 1c  и 2c  – скорости волн растяжения-сжатия и сдвига;  и t  – 

безразмерное и размерное время; v  – некоторая скорость; u  и w  – компоненты вектора 
перемещения вдоль осей Ox  и Oz ; zz  и xz  – нормальные и касательные напряжения;  

  и   – скалярный и ненулевая компонента векторного потенциала упругих смещений. 

Движение полуплоскости описывают волновые уравнения относительно потенциалов 
  и   [3]: 
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Потенциалы   и   связаны с компонентами вектора перемещений и тензора напря-

жений следующими соотношениями: 

  2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

,  ,

2 ,  2 .zz xz

u w
x z z x

x x z x x z z
 

   
   
   

            
                     

.  (2) 

Начальные условия нулевые: 

  
0 0

0 0

0
 

 

 
     

 
.  (3) 

Положим, что при  x l   на границе 0z   заданы нормальные перемещения, а при 

 x l   – нормальные напряжения. При этом полагаем, что касательные напряжения от-

сутствуют на всей границе 0z  : 

 

     
     
 

0

0

0

, , ,      при ,

, , ,    при ,

, , 0              при .

z

zz z

xz z

w x z w x x l

x z x x l

x z x







    

      

      

  

Зависимость координаты подвижной точки смены граничных условий от времени 

 x l  полагаем заданной посредством непрерывной функции  l  . 

В задаче (1)–(3) требуется определить нормальные перемещения  ,w x   и напряже-

ния  ,x  : 

     
     

0
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w x w x z x l

x x z x l

 

 

    

      
  

Кроме того, отдельного исследования требует поведение решения в окрестности точ-

ки смены граничных условий:  x l  . 

Функции w  и   продолжим нулем на всю ось Ox : 

     
0

, = , , ,
z

f x f x z H x l 
        

где ,f w    , а  H x  – функция Хевисайда. 

 
2. Граничное интегральное соотношение 

 
Как известно [1], на всей границе полуплоскости 0z   нормальные перемещения и 

напряжения связаны между собой интегральным соотношением (знак « » означает 
свертку по обеим переменным) 

          
0

0

, , , ,  , , , .zz z
w x G x t t d dt G x x z

 




                   (4) 
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Здесь  ,G x t  – поверхностная функция влияния полупространства, представляющая со-

бой нормальные перемещения  
0

, ,
z

w x z


  как решение задачи (1)–(3) с граничными ус-

ловиями        
0 0

, , ,  , , 0zz xzz z
x z x x z

 
         ;  x  – дельта-функция Дирака. 

В пространстве интегральных преобразований Лапласа по времени   и Фурье по пе-
ременной x  интегральный оператор в (4) переходит в произведение изображений  
( q  – параметр преобразования Фурье, s  – параметр преобразования Лапласа, верхний 

знак «L» в обозначении функции здесь и далее означает ее трансформанту по Лапласу, 
а «F» – трансформанту по Фурье) [1, 7, 8]: 

       , , , .FL FL FLw q s G q s q s 
 

 (5) 

Изображение Фурье–Лапласа функции влияния имеют вид [1] 
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3. Метод решения 

 
Для построения решения используем граничное интегральное соотношение (5), пере-

писав его в виде 

  .FL FL FL FL FLw w G          (6) 

Предположим, что функция FLG  допускает факторизацию 

 ,FL FL FLG G G    (7) 

причем функции FLG  и FL
  ( 1FL FLG   ) таковы, что их оригиналы удовлетворяют усло-

виям 

    0,  ;  0,  ,G x v G x v                 (8) 

где v v   – постоянные, имеющие смысл скоростей. Полагаем также, что скорость дви-

жения точки смены граничных условий  x l   удовлетворяет неравенствам 

    .v l v     (9) 

В дальнейшем будем использовать следующие свойства операции свертки функций 
двух переменных. 

Свойство 1. Пусть функция  , 0Q x    при 0   и при 1x v   , 1x v   , а функция 

 , 0S x    при 0   и при 2x v   , 2x v   , где 1 1v v  , 2 2v v   – постоянные, тогда 

   , , 0Q x S x     при  1 2max ,x v v    и при  1 2min ,x v v   . 
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Свойство 2. Пусть функция  , 0Q x    при 0   и при  x l  , а функция 

 , 0S x    при 0   и при kx v   ( kv  – постоянная) или сосредоточена на луче 

 k kx v H v      . Тогда если k

dl
l v

d
 


 , то    , , 0Q x S x     при  x l  . Анало-

гично, если  , 0Q x    при  x l   и kl v , а функция  , 0S x    при kx v   или со-

средоточена на луче ,kx v    то    , , 0Q x S x     при  x l  . 

Свойство 3. Пусть носитель функции  ,Q x   сосредоточен на луче 1x v  , а носи-

тель функции  ,S x   – на луче 2x v  . Тогда носителем свертки    , ,Q x S x    этих 

функций является объединение указанных лучей и областей между ними: 

       1 2supp , ,Q x S x H x v H x v          при 2 1v v ; 

       2 1supp , ,Q x S x H x v H x v          при 1 2 .v v  

Доказательства этих свойств немедленно следуют из того факта, что при указанных 
условиях носитель подынтегральной функции в операторе свертки по двум переменным 

имеет своим пересечением пустое множество:    supp , supp ,Q t S x t    . 

Уравнение (6) с учетом (7) приводим к виду 

    .FL FL FL FL FL FLw w G             

В пространстве оригиналов получаем 

  .w w G G                  (10) 

С учетом (8), (9) и свойства 2 имеем 

     ,  .w w H x l G G H l x                           (11) 

С учетом (11) уравнение (10) представляем в виде 

 
   

    .

w w G H x l

G G w l x

     

     

           
         

  

Правая часть последнего равенства равна нулю при  x l  , а левая – при  x l  . 

Но так как они равны друг другу, то каждая из них может отличаться от нуля лишь в точ-

ках луча  x l  . Следовательно, каждая из них равна некоторой обобщенной функции 

  ,    C x l  с носителем в точках  x l  . Таким образом, 

  
     
     

, ,

, .

     

     

                 
                 

w G w H x l C x l

G G w H l x C x l
  (12) 

По теореме об обобщенных функциях с носителем в точках [27] функция C  имеет вид 

        
0

, ,


            
n

k
k

k

C x l t x l t   

где    k x  – k -я производная дельта-функции Дирака. 
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Проводя свертку левых и правых частей уравнений (12) с функциями G  (в первом 

уравнении) и   (во втором уравнении) с учетом того, что    G G x          , 

получаем искомое решение 

 
    
    

,

.

w G G w H x l C

G w H l x C

     

     

         

           
  

Обобщенная функция C  должна определяться дополнительными условиями. В каче-
стве этих условий примем естественные условия непрерывности нормальных перемеще-
ний при переходе через точку раздела граничных условий: 

    0 0
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x l x l
w w      

   

Отметим, что функция C  порождает однородные решения. Действительно, если 
0w    , а 0C  , то 
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  (13) 

 

4. Факторизация функции влияния 
 

Как видно из предыдущего изложения, для получения окончательных результатов 

необходимо провести факторизацию изображения функции влияния  ,FLG q s .  

На плоскостях комплексных переменных s  и q  она имеет шесть особых точек: 

  1,2 3,4 5,6 ,  ,  1 ,  1.k k Rs iqv q is v v c v v            

Особые точки первой пары являются простыми полюсами, а остальные – точками 
ветвления. Rс , 1  и 1 – безразмерные фазовые скорости волн Рэлея, сдвига и растяже-

ния-сжатия соответственно: 1 1Rс    . Скорость волны Рэлея   1 2

Rс z
  , где z  – 

единственный корень уравнения  2 ,1 0R z  . 

Представим функцию FLG  в виде произведения 

 

6

1

,FL FL
k

k

G G


   (14) 

где FL
kG , 1FL FL

k kG   имеют не более чем одну особую точку, как на плоскости :  ks s iqv , 

так и на плоскости :  kq q iq v  .  

Как показано в [7], носитель функций kG , k  сосредоточен на луче kx v  , а носи-

тели функций G , 1 G  , как следует из свойства 3, есть объединения указанных лучей  

( 1, 6k  ) и областей между ними.  
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Носитель функции, изображением которой является произведение 
2

1

k
FL
k

k k

G

 , представ-

ляет собой объединение лучей 1 2, ...,k k k  и областей между ними: 

   2

1

supp , : min max .
k

FL
k k kk k

k k

G x v x v


        (15) 

Факторизация (14) позволяет получить представление (7), обладающее свойствами (8) 
в любом диапазоне скоростей движения точки раздела граничных условий: дорэлеевском  
( Rl c ), дозвуковом ( 1  

Rc l ), трансзвуковом (1 1l   ) и сверхзвуковом ( 1l  ). 

При этом, очевидно, функции FLG  и FLG  должны состоять из произведений таких сомно-
жителей FL

kG , которые с учетом (15) обеспечат выполнение требований (8) (таблица). 
 

Носители и особые точки сомножителей представления (7) 
Supports of functions and special points of multiplier representations (7) 

l  
Gsupp   Gsupp  supp  supp 

Особые точки G  Особые точки G Особые точки   Особые точки 

Rl c  

Rc x     Rx c     x     x    

 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  

 

 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  

 
 

 

     

s iq q is

s iq q is

    

  
 

 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  

1Rc l    

x      Rx c    x     x     

 
 

 

     

s iq q is

s iq q is

    

  
 

 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  


 
 

 

     

s iq q is

s iq q is

    

  
 

 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  

1 1l    

x    x     x   x    

      s iq q is    
 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  



       s iq q is    
 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  



1l   

0x     x    0x    x   

  

 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  







   
 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  





1 Rl c      

Rc x      x      x     x     

 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  



 
 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  
 

 
 

 

     

s iq q is

s iq q is

    

  
 

 
 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  

1 1l      

x       x   x      x  

 
 

 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  



        s iq q is    
 

 
 

     

s iq q is

s iq q is

    

  


       s iq q is    

1l    

x     0x    x    0x   
 
 
 

  

 

     

R Rs iqc q is c

s iq q is

s iq q is

  

    

  







   
 
 
 

     

s iq q is

s iq q is
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При 1l   факторизация совпадает с самой факторизуемой функцией 

   1FL FLG G x             , FL FLG G  , FL FL
   , а решение выражается  

формулами  

 
 

0,

.

w

w H l x



 



      
  

Здесь учтено, что согласно (6)   0w H x l   , а также тот факт, что при 1l c  возмущения 

не успевают достичь тех точек границы полуплоскости, для которых  x l  . Следова-

тельно, 0  , 0w  , что влечет равенство нулю также и функции C . 

Рассмотрим вариант движения точки раздела граничных условий с дорелеевской 

скоростью: Rl c . При этом согласно таблице факторизацию следует провести так, что-

бы особые точки функции FLG  оказались в верхней (нижней) полуплоскости переменного 

s  ( q ), а особые точки функции FLG  – в нижней (верхней) полуплоскости переменного s  

( q ). Для этого представим функцию FLG  так: 

1 2 ,FL FL FLG G G   

 
 

     
 

2 2 2 2 2 24
1 2

1 22 2 2 2 2 2
2

,
,  2 1 .

2 1 ,

RFL FL

R

k q s s q s c
G G

q s c R q s


    

  
 

При этом функция 2
FLG  не имеет полюсов Rq is с  . Функция 1

FLG  легко факторизу-

ется простым разложением на множители: 

      
4

21 1 1 1 1, ,  .
2 1

 FL FL FL FL FL RR

R R

s iq c s iqc

s iqc s iqc
G G G G G   

 


 



   (16) 

Факторизацию функции 2
FLG  в виде 2 2

FL FLG G  , где 2
FLG   имеет особые точки, q is   , 

а 2
FLG   – q is , q is  , проведем с помощью интеграла типа Коши [28, 29]. Заметим, что 

при 0s      2 2 22 2 2~ 2, 1R q sq s    при q  . Следовательно, 2 1FLG   при q    

( 0s  ). Значит, 2ln 0FLG   при q   ( 0s  ). Представляя факторизацию для 

2 2 2
FL FL FLG G G   в виде 

 
           

     
2 2 2

2 2

ln , , ln , ln , , , ,

, ln , , , ln , ,

FL FL FL

FL FL

G s g s G q s G q s U q s U q s

U q s G q s U q s G R

   

   

      

   
  

приходим к классической задачи о скачке кусочно-аналитической функции при переходе че-
рез действительную ось комплексного переменного q  [28, 29], решение которой имеет вид 

   ,1
, ,

2

g s
U q s d

i q






 

   

при этом U U   при Im 0q   и U U   при Im 0q  .  
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Следовательно, 

  

 
       

2 , ,

, ,1 1
   Im 0 ,     Im 0 .

2 2

UFLG q s e

g s g s
U d q U d q

i q i q




 

 
 



 
      

      
  (17) 

Функция U  аналитическая в верхней полуплоскости и имеет две особые точки 

q is  , q is    в нижней полуплоскости. Проведя разрез по мнимой оси в плоскости q , 

соединяющий эти точки и замыкая контур интегрирования в нижнюю полуплоскость с 

учетом того, что  , 0g s   при   , путь интегрирования для U  в (17) можно пере-

нести на берега указанного разреза. Рассмотрим интеграл 
 ,g s

d
q




  , где контур   со-

стоит из отрезка действительной оси  ,R R , полуокружности RC  радиусом R , двух ок-

ружностей 1c  , 2c   малым радиусом  , окружающих особые точки q is  , q is   , 

и берегов разреза (рис. 1). Внутри области, ограниченной контуром   и при Im 0q  ,  

подынтегральная функция однозначная и аналитическая, следовательно, 
 ,

0
g s

d
q


 

  . 

При R   и 0   интегралы по RC , 1c  , и 2c   исчезают:  

 
       

0

, , , ,
lim 0.

is is

R
is is

g s g s g s g s
d d d d

q q q q

  


    

   
       

             

Следовательно, 

 
     , , ,

.
is is

is is

g s g s g s
d d d

q q q

  

   

  
    

          

 

Рис. 1. Контуры интегрирования в комплексной плоскости 
Fig. 1. Contours of integration in the complex plane  

Так как на правом берегу разреза 2 2 2 2s i s      , а на левом – 

2 2 2 2s i s     , то 
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2 2 2 2

2
22 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2
22 2 2 2 2 2 2 2

2

22 2 2 2 2 2 2 2
2

22 2 2 2 2 2
2

,
ln 2 1

2 4 ,

ln 2 1
2 4 ,

2 4 ,
ln

2 4

is
R

is

is
R

is

s s cg s d
d

q qs i s k s

s s c d

qs i s k s

s i s k s

s i s k

 

 

 



        
           

       
           

       


      

 



 
 

 

2 2 2 2 2
2

22 2 2 2 2

4 ,2
arctg .

, 2

is is

is is

s k sd d

q i qs s

   

 

    


    
 

 

Проводя замену переменной i s    , для U  получаем 

   
 

2 2 2 2

22 2
1

4 11
,  arctg .

2

d
U

i q s





       
   
     
   

Аналогично для функции U   путь интегрирования в (17) можно перенести на берега 

разреза, соединяющего точки q is  и q is  . Для этого необходимо замкнуть контур ин-

тегрирования в верхнюю полуплоскость и применить теорему Коши ( Im 0q  ). Тогда 

с учетом замены i s    имеем 

 
1

1
.

d
U

i q s





  

    

Найдем теперь оригиналы функций, входящих в представления (16), (17). 
Сначала найдем оригиналы функций, образующих представления 1

FLG  , 1
FLG  , 

1 11FL FLG   , 1 11FL FLG    (знак «» означает взаимно однозначное соответствие между 

оригиналами и изображениями, штрихом обозначена производная функции): 

   

         

3 2

1
,  ,

2

1
, ,R R R

R

x x
s iq

s iq

x c s iqc x c x
s iqc

     
  

  

          




 

Теперь используем теорему о свертке [27] и свойство 3: 

   
 

   

           

3 23 2

11
,

2 2

.

R
R R

R

R
R

x c
x c H x H c x

x c

x c x
x c x x

x

   
             

                      


 

Следовательно, 

 
   1 3 2

1
,

2
RR

R

R

cc
G H x H c x

x c
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4

1 3 22

2

1 1 4

1
,

4 1

2 1
,  .

RR
R

R

R R

RR

cc
G H x H c x

x c

c x c x
x x

cc x x



 


         

               
   

 

Для определения оригиналов функций  2 , UFLG q s e 
   используем метод совместного 

обращения интегральных преобразований Фурье–Лапласа [7]. Сделаем замену q s  :  

               

       

1

2 1

1

1
, ,  1,  ,  ,  

,  .

hFL L L d
G s s g s h g s h e h

i

g g






   

  
       

  

        

   

Тогда с учетом замены iz    аналитическое представление [7] для  2 ,G x   при-

нимает вид (крышечка над функцией означает ее аналитическое представление) 

         2 2 2
ˆ , , ,  , ,  ,

2

i
G z f z f z h z z x iy

z             


 

а оригинал определяется формулой 

 

     
     

           

2 2

2 2 2
0

2 2 2 2

, , ,

ˆ ˆ, lim , , ,

ˆ ˆ, ,    0 ,    , ,    0 .

y

G x f x

f x f z f z

f z f z y f z f z y

 

 
  

 
   

     

      

       

  (18) 

Согласно формулам Сохоцкого [28, 29] граничные значения функции  1h z   при 

0y   таковы: 

   
 
 

1

1 1

1

,  0,

,  0,

i x y
h z h x

i x y
 

       
    


 

где        1 1x x H x H x         , а интеграл  1h x   понимается в смысле 

главного значения по Коши. 
Тогда 

       

         

1 1 1

1 1

2
0

1
1

, lim
2 2

sin
cos .

h x i x i x

y

h x h x

i i
f x e e e

z z

x
e x x e

x





     
 

 

       
 

    




 

Замечая, что справедливы следующие соотношения: 

 1 0h x    при 0x  ,  1cos 1x    при 0x  , 

       

 
    

 

1

2 2 2 2 2 2

42 2 2 4 2 2 2 2 2

sin sin 1 ,

4
sin , ,

2 16

x x H x H x

x x
x x

x x x

          

     
     

         



 



Tarlakovskii D.V., Fedotenkov G.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2016) 188-206 

 200 

       

0,                                 0;
1

1 1
,  0,

x
H x H x

x H x H x x
x


     

     

 

       
0,                                      0;

1
1 1

,  0,

x

H x H x
H x H x xx

x


           


 

получаем следующее выражение для  2 ,f x  : 

 

         

       

1

2 , ,

1 .

,

,
,

h xf x x H e

H xx
x

x

x
H x

 
 



    

     




 
 

  (19) 

Учитывая, что свертка функции с производной от дельта-функции равна производ-
ной функции [27], из (18) и (19) получаем 

           1

2 2 .,, , h xG x f x xx e  
  

           


 
  

Аналогично определяются оригиналы функций    2 2, 1 , Ux G x e 
      : 

         1

2 ,, .h xxx x e  
 

        


 
  

Выполняя аналогичные приведенным выше действия, можно получить представле-
ние (7) для других диапазонов скорости движения точки раздела граничных условий, 
представленных в таблице. 

 
5. Асимптотические представления напряжений и перемещений  
в окрестности точки раздела граничных условий 

 
Построим представления для асимптотик напряжений и перемещений в окрестности 

границы области контакта  x l  . Пусть носители функций G , P  и скорость движе-

ния границы  l t  определяются неравенствами 

 :  ;  :  ;  0 1 1.G x P x l                  (20) 

Положим сначала, что 0C   и введем обозначения 

 
       

     
, ,  ,

.,

,   



        

     

sP G g H x H x

P p

w W x x

xx H H x
 

 (21) 

Тогда  

          
0

,, ,
 




                   w x t g H x l t H t H t dt dtW   (22) 
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0

, , .
 




                    x t p H l t x H t Ht t d dtW   (23) 

Предположим, что  l   удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа о среднем при-

ращении. Тогда 

        ,  , .l t l l t t             (24) 

Как видно из (22), с учетом (20) и (24) на носителе подынтегрального выражения вы-
полняются неравенства 

       0          x l l t t l t   (25) 

Если   0x l    , то из соотношений (25) следует, что при определении соответст-

вующей асимптотики можно полагать , 0t   . При этом для значений x ,  , где  ,W x   

непрерывна,    , ,x t W xW     . Тогда из (22) получаем 

   
1

~ , , ,
D

w W x g t d dt       

где область 1D  определяется неравенствами (рис. 2) 

   1< ,  0 .t c t x l l t            

 

Рис. 2. Области интегрирования 
Fig. 2. Domains of integration 
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С учетом (20) и (24) на носителе подынтегрального выражения в (23) выполняются 
неравенства 

      0.          l x l t l t t   

Поэтому при построении соответствующей асимптотики для   при   0l x     

следует положить , 0t  .  

Тогда 

   
2

~ , , ,
D

W x p t d dt       

где область 2D  определяется неравенствами (см. рис. 2) 

   ,  .t t x l l t              

Рассмотрим однородные решения, определяемые формулами (13). С учетом обозна-
чений (21) из (13) с заменой t t   получаем 

     

     

0 1
0 0

0 2
0 0

; , , ,

; ,

,

, ,,

kn

kk
k

kn

kk
k

w g x l t t t H t x dt
x

p x l t t t H t x dt
x










          


           

 

 
  

где 

 
     
     

1

2

; , , ,

; , , .

H t x H x l t t H t x l t

H t x H x l t t H t x l t

                
                

  (26) 

При   0x l          ~l t l l t      и функции (26) можно заменить асимптоти-

ками 

          1 ; , , ~ 1 1 ,H t x H x l t l H x l t l                 
    (27) 

          2 ; , , ~ 1 1 .H t x H x l t l H x l t l                
    (28) 

Из (20) и (27) следует, что при   0x l    однородное решение 0w  имеет следую-

щую асимптотику: 

        2

1

0 1 2
0

~ , ,  ,  
1 1

w

w

kn

k w wk
k

x l x l
w g x l t t t dt

x l l



 

   
       

      . 

Аналогично из (20) и (28) при   0l x    следует, что асимптотика для 0  имеет вид 

        2

1

0 1 2
0

~ , ,  ,  .
1 1

kn

kk
k

l x l x
p x l t t t dt

x l l
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Заключение 
 
Предложен метод решения нестационарных задач с подвижной точкой смены гранич-

ных условий. Получены разрешающие задачу явные интегральные формулы, позволяющие 
определить неизвестные перемещения и напряжения. Построены асимптотические пред-
ставления напряжений и перемещений в окрестности точки смены граничных условий. 

 
Работа выполнена в Московском авиационном институте при финансовой поддержке 

Российского научного фонда (грант № 14-01-00091). 
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