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 Изложена методика определения фрактальной размерности кривых деформи-
рования на основе метода минимального покрытия, позволяющая получать инте-
гральную количественную оценку процесса разрушения строительных композитов
при сжатии и определять положение параметрической точки кривой разрушения.
Проведено сравнение предлагаемого метода с алгоритмами определения показа-
теля Херста и фрактальной размерности методом покрытия квадратами. Показано
преимущество методики, основанной на определении фрактальной размерности с
помощью метода минимального покрытия. 

Для проведения механических испытаний составов мелкозернистых дис-
персно-армированных бетонов использовался программно-аппаратный комплекс 
WilleGeotechnik®, дополнительно оборудованный климатической камерой с воз-
можностью регулирования температуры (от –40 до +100 °С) и влажности (от 10 до 
96 %) в процессе нагружения. Изменение напряжений и деформаций образцов в
процессе нагружения фиксировалось с шагом 0,01 с. 

В качестве основных компонентов дисперсно-армированных мелкозернистых 
бетонов использовались: цемент класса ЦЕМ I 42,5Б, речной песок, микрокремне-
зем конденсированный уплотненный МКУ-85, поликарбоксилатный суперпласти-
фикатор Melflux 1641 F. Дисперсное армирование бетонов обеспечивалось 
раздельным введением трех видов фибр: полипропиленовое мультифиламентное
волокно, полиакрилонитрильное синтетическое волокно FibARM Fiber WВ и 
модифицированная астраленами базальтовая микрофибра «Астрофлекс-МБМ». 

Определены значения индексов фрактальности и фрактальной размерности
прироста напряжений и деформаций кривых деформирования мелкозернистого
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бетона с помощью метода минимального покрытия. На основе фрактального
анализа временных рядов определено положение и окрестности точки перехода 
бетонного образца из состояния покоя в состояние выраженного тренда. Выявлено 
изменение положения параметрической точки и значений фрактальных размер-
ностей в зависимости от вида применяемой фибры. Установлено, что введение
1%-го полипропиленового мультифиламентного волокна или 5%-й модифициро-
ванной астраленами базальтовой микрофибры «Астрофлекс-МБМ» приводит к 
существенному повышению первого «критического» уровня соответственно до 54
и 47 % как при анализе прироста напряжений и деформаций по сравнению с 19
и 28 % для составов, содержащих 1,5%-го полиакрилонитрильного синтетического 
волокна. 

Предлагаемая методика фрактального анализа кривых деформирования на
основе метода минимального покрытия позволяет получить ценную информацию о 
процессе разрушения композиционных материалов различной природы. 
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 The authors set out the methodology of determining the fractal dimension of
deformation curves based on the minimum coverage method, allowing to obtain an
integral quantitative estimation of destruction process of building composites under
compression; and determine the position of the parametric point of destruction curve. The
proposed method was compared with the algorithms of the Hurst exponent determination
and fractal dimension by the coverage squares method. It became possible to show the
advantage of the method based on the determination of the fractal dimension by the
minimum coverage method. 

For the realization of mechanical tests of compositions of fine-grained fiber-
reinforced concretes we used hardware-software complex WilleGeotechnik®, which was 
additionally equipped by a climatic chamber with the possibility of adjusting the
temperature (from – 40 to + 100 °C) and humidity (10 to 96 %) in the process of loading. 
The change of stresses and deformations of samples in the process of load was fixed 
with a step of 0.01 sec. 

The following components were used as basic ones in fiber-reinforced fine-grained 
concretes: cement of CEM I 42,5R class, river sand, densified condensed microsilica
DCM-85, polycarboxylate superplasticizer Melflux 1641 F. The dispersed reinforcement 
of concretes was provided by a separate injection of three types of fibers: polypropylene
multifilament fiber, polyacrylonitrile synthetic fiber FibARM Fiber WВ and basalt
microfiber “Astroflex-MBM” modified by astralene. 

As a result, we defined values of fractality index and fractal dimension of the growth
stress and strain curves of deformation of fine-grained concrete by the minimal cover 
method. Based on fractal analysis of time series, the position and neighborhood of the 
point of transition of the concrete sample from the resting state to the state of the
pronounced trend were determined. The position change of parametric point was
detected using the dependence of types in the applied fibers. It was established that the
introduction of 1 % polypropylene multifilament fiber or 5 % modified astralene basalt 
microfiber “Astroflex-MBM” leads to a significant increase of the first “critical” level, 
respectively, to 54 and 47 % as in the analysis of growth stresses and deformations 
compared with 19 and 28 % for the formulations containing 1,5 % polyacrylonitrile 
synthetic fiber. 

The suggested method of fractal analysis of deformation curves based on the meth-
od of minimal coverage allows obtaining valuable information about the process related 
to destruction of composite materials of different natures. 
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Введение 
 
Известно, что разрушение композиционных материалов, в том числе цементных бе-

тонов и растворов, представляет собой процесс множественного зарождения, развития и 
агрегации различного рода дефектов и микротрещин вплоть до появления макротрещин. 
На сегодняшний день не вызывает сомнений тот факт, что неоднородность структуры 
цементных композитов приводит к формированию ослабленных зон, с которых впослед-
ствии и начинается разрыхление и разрушение материала. Анализ механизмов разруше-
ния бетона как процесса прогрессирующего разрушения сплошности был предложен 
в работах А.А. Гвоздева, О.Я. Берга, Ю.В. Зайцева, Н.И. Карпенко и др. [1–3].  

Процесс разрушения бетона под действием силовых факторов зарождается на микро-
уровне как дискретный акт продвижения первичной микротрещины до поры или частицы 
заполнителя. Достижение микротрещиной включения (поры или заполнителя) приводит 
к сбросу критической плотности энергии в устье трещины и переходу системы к неста-
бильному состоянию (точке бифуркации). В точке бифуркации возможно ветвление, из-
менение механизма и направления развития трещины разрушения. Процесс разрушения 
образца складывается из дискретных актов разрушения на микромасштабном уровне [4]. 
При этом разрушение имеет вероятностную природу, а сам процесс накопления повреж-
дений самоподобен, что позволяет использовать аппарат теории фракталов [5].  

В научной литературе приводятся различные способы определения фрактальной раз-
мерности структуры реальных композиционных материалов на основе цементных вяжу-
щих и полимерных связующих [6–10]. Выявлено, что использование фрактального анали-
за для количественной оценки структурной неоднородности полимерных материалов и 
поровой структуры цементных композитов позволяет найти компактный способ описания 
подобных объектов. Предложены модифицированные методы определения фрактальной 
размерности наполненных полимерных композитов по длине профиля и площади по-
верхности, являющиеся более удобными и легко реализуемыми по сравнению с традици-
онным методом покрытия квадратами [6, 8].  

В работах [11, 12] приведены результаты применения фрактальных методов исчисле-
ния для оценки роста усталостных трещин в металлах. Исследован процесс зарождения и 
распространения усталостных трещин в титановых сплавах методом инфракрасной тер-
мографии в условиях воздействия циклической нагрузки с помощью анализа поверхности 
разрушения [11], а также локализации деформаций при высокоскоростном деформирова-
нии и распространении усталостных трещин в режиме гигациклового нагружения в спла-
ве алюминия и магния AMr6 [12]. 

Программное обеспечение современного испытательного оборудования представляет 
собой высокоточную систему сбора и регистрации результатов с возможностью получе-
ния обширного объема данных. Фиксирование изменения силы и деформации в процессе 
нагружения образца может происходить с интервалом не только в доли минуты, но и до-
ли секунды [4]. В зависимости от режима испытания скорость нагружения при использо-
вании современных испытательных комплексов может быть задана в виде постоянной 
величины, характеризующей нарастание напряжений или деформаций во времени, что 
позволяет использовать теорию фрактального анализа временных рядов. К подобным 
временным рядам относят широкий спектр различных процессов – от стохастических 
(броуновского движения) до детерминированных [13–16]. Широкая распространенность 
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фрактальных свойств временных рядов свидетельствует о наличии единого универсаль-
ного механизма, приводящего к возникновению фрактальности в совершенно различных 
реальных системах. 

 
1. Используемое оборудование и методика определения фрактальной  
размерности кривых деформирования 

 
В данной работе для проведения механических испытаний составов мелкозернистых 

дисперсно-армированных бетонов использовался программно-аппаратный комплекс 
WilleGeotechnik® (модель 13-PD/401), дополнительно оборудованный климатической ка-
мерой с возможностью регулирования температуры и влажности в процессе нагружения. 
Используемый комплекс позволяет проводить и отслеживать параметры испытаний в ре-
жиме реального времени и включает в себя высокоточную систему с разрешением более 
1.000.000 шагов (20 бит) с тремя свободно переключаемыми каналами для каждой оси 
(усилие, перемещение, давление) и возможностью подключения до 16 дополнительных 
измерительных каналов. Климатическая камера позволяет проводить исследования в ин-
тервале температур от –40 до +100 °С и влажности в диапазоне 10–96 %. Настройка па-
раметров и обработка полученных данных осуществлялась с применением программного 
обеспечения GEOSYS 8.7.8. Изменение напряжений и деформаций композиционных ма-
териалов в процессе нагружения фиксировалось с шагом 0,01 с, скорость нагружения 
2 мм/мин (рис. 1, а). 

При построении фрагментов кривой деформирования в более крупном масштабе 
видно, что процесс нарастания деформаций сопровождается дискретными актами по-
вышения и падения напряжений (рис. 1, б). Также для ряда участков диаграммы дефор-
мирования наблюдается прирост и снижение относительных деформаций без сущест-
венного прироста напряжений. Учитывая, что прирост напряжений и деформаций в об-
разце при проведении механических испытаний с помощью программно-аппаратного 
комплекса WilleGeotechnik® развивается во времени с определенным заданным шагом 
(0,01 с), применим для анализа кривых деформирования теорию фрактального анализа 
временных рядов.  

Рассмотрим способы определения фрактальной структуры временных рядов  .y t  

Пусть   – окрестность точки  0, .t T  Тогда фрактальная размерность функции  y t на 

промежутке  , ,t t    определяемая методом покрытия квадратов со стороной ,    

будет определяться по формуле 

       
0

ln
, lim 1 lim ,

1 1
ln ln

AN
D t




   

   
       

  (1) 

где  N   – количество квадратов со стороной ,  покрывающих график функции  y t  на 

промежутке  , ;t t     A   – площадь покрытия, определяемая как     .A N     
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а 

 
б 

Рис. 1. Общий вид (а) и фрагмент (б) кривой деформирования составов  
дисперсно-армированных мелкозернистых бетонов при сжатии 

Фрактальная размерность  ,D t  является интегральной характеристикой функции 

на промежутке  , ,t t    зависит от длины промежутка  и существует для любой не-

прерывной функции  .y t  Если функция непрерывно дифференцируема, то [17] 

  
0

ln
lim 0

1
ln

A






 
  

 и  , 1.D t   

Следовательно, если  , 1,D t   то это свидетельствует о наличии фрактальной 

структуры рассматриваемого временного процесса. 

Выберем в промежутке  , t t    совокупность точек 10 nt t t t t       

и определим длину ломаной 

 
1

,
n

n i
i

L l


   (2) 
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соединяющей прямыми отрезками последовательные соседние точки 0( , )t y , 

   1 1, , , , , nt y t y   где il  – длина отрезка, соединяющего на плоскости  y t t  точки 

1 1( , )i it y  , ( ), i it y , определяемая по формуле 

    2 2
1 1 .i i i i il t t y y       (3) 

В случае равномерной сетки разбиения интервала  , t t    имеем 

1 .i it t    

Пусть количество точек неограниченно увеличивается ( )n   так, что 0.  Если 

функция не имеет фрактальной структуры, то 

 
0

lim ,nL L


    

где L – длина кривой, соответствующей графику функции  .y t  

Пусть функция  y t  такова, что  nL     при 0,    причем 

   ~ ; 0; 0.nL        (4) 

Тогда функция  y t  имеет фрактальную структуру, а величина 0   является ее по-

казателем и определяет степень фрактальной структуры: чем больше величина γ, тем 
больше степень фрактальной структуры исследуемой функции. Величину γ называют ин-
дексом длины и определяют как  

 
  

0

ln
lim .

1
ln

L




 

 
  

  (5) 

Геометрически индекс длины определяется как тангенс угла наклона прямой в двой-
ном логарифмическом масштабе при малых 0  : 

    1
ln ln .L a        

  (6) 

Из определения фрактальной размерности функции  y t  следует, что исследуемая 

функция должна быть определена на всем множестве точек промежутка  , t t   . Од-

нако временные ряды во многих областях техники представляют собой последовательно-

сти iy , где индекс 1, , i n   указывает на дискретные фиксации времени, для которых 

известны значения исследуемого временного интервала. 
Рассмотрим дискретный временной процесс в виде временного ряда  

 1, , .ny y   (7) 

Произведем разбиение совокупности чисел 1, ,i n   на группы с делителем 1m : 

11: 1 ;, ,j i m    1 12 : 1, ;,2j i m m      
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 1 1 1 1 1: 1 1, ,,j n i n m n m        

где 1
1

.
n

n
m

 
  
 

  

Аналогично проведем разбиение совокупности чисел 1, , i n   на 2n  групп 

2
2

n
n

m

  
     

 с делителем 2m  и т.д. вплоть до .km  Рассмотрим для временного дискретно-

го ряда аналог индекса длины γ, определяемого для функции непрерывного аргумента 
равенством (5). Соединим соседние последовательности точек 

   
 1 1 1 11 1

1 11 1 1 1
1 2 1

12
0, , , , , , , , , ,m m n mn m

n mm m n m
y y y y y

n n n n  

                  
      

 

прямыми отрезками.  

Обозначим  iL m  длину ломаной, соединяющей последовательно пары соседних то-

чек. Тогда соответственно для 1m , 2m  и km  имеем 

   

1

1 1

2
21

1 12
1

( ) ;
n

i m i m
i

m
L m y y

n   


    

   
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4
( ) ;

n

i m i m
i

m
L m y y

n   



    

… 

   

2 2
21

12
1

( ) .
k

k k

n
k

k i m i m
i

m n
L m y y

n   



     

Очевидно, что справедливы неравенства 

     1 1 .k kL m L m L m   

Тогда индекс длины дискретного временного ряда (7) определим как тангенс угла 

наклона прямой в двойном логарифмическом масштабе     ln ln .m L m  

Наиболее широко применяемым на сегодняшний день методом определения фрак-
тальной размерности временных рядов является метод Херста. Однако исходный метод 
вычисления показателя Херста H через R/S достаточно трудоемок, поэтому для его опре-
деления достаточно часто используют степенную зависимость [17, 18] 

 ~ .H
i iX X     (8) 

При этом величину показателя Херста определяют как коэффициент наклона графика 

функции   ,i if X X    построенного в двойном логарифмическом масштабе. Основ-

ным недостатком данного метода является необходимость экспериментального определе-
ния большого количества данных, а также достаточно медленный выход на асимптотику 
при анализе реальных фрактальных структур [17, 18].  
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В работе [19] предложен численный алгоритм определения локальной фрактальной 
размерности временных рядов на основе последовательности аппроксимаций, которые 
позволяют достаточно быстро найти выход функции на асимптотический режим 

   2~ DS    при 0.  (9) 

Произведя преобразование уравнения 

 
  

0

ln
lim ,

1
ln

N
D






 
  

  (10) 

умножив обе части на 1/   и введя D под знак логарифма, получаем 

   ~ DN    при 0.   (11) 

Если теперь умножить обе части (11) на 2 ,  то уравнение для определения фрактальной 

размерности можно переписать в виде степенного закона (9) через площадь аппроксима-

ции  .S   

Рассмотрим временной ряд  y t , определенный на некотором участке  , .a b  Для вы-

числения фрактальной размерности был использован более точный по сравнению с мето-
дом клеточной размерности метод минимального покрытия, основные положения которо-
го изложены в работах [19–21]. Суть метода заключается в равномерном разбиении от-
резка  

 1m o ma t t t b      

на m частей и подсчете функции  y f t  в классе покрытий, состоящих из прямоуголь-

ников с основанием 
b a

m


   (рис. 2) [19]. Тогда высота прямоугольника на отрезке 

 1,i it t  будет равна разности между максимальным и минимальным значением функции 

 f t  на этом отрезке –  .iK   Введя величину амплитудной вариации функции   ,f t  

соответствующей масштабу разбиения   на отрезке  ,a b   

    
1

,
m

f i
i

V K


     (12) 

получим зависимость для определения полной площади покрытия 

     .fS V       (13) 

Согласно (1) 

   ~fV    при 0,    (14)  

где   – индекс фрактальности, связанный с размерностью минимального покрытия D  как 

 1.D     (15) 
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Для сопоставления фрактальной размерности ,D  определенной методом минималь-

ного покрытия, с клеточной размерностью ,сD  рассмотрим клеточное разбиение плоско-

сти графика функции  f t  (см. рис. 2). Пусть  iN   – число клеток, покрывающих гра-

фик функции  f t  внутри отрезка  1, .i it t  Тогда из рис. 2 видно, что  

    2 2.0 2iN K          (16) 

Разделив это соотношение на   и просуммировав по i с учетом (12), получим 

      0 2 ,fN V b a         (17) 

где    iN N    – полное число клеток размером ,  покрывающих график функции 

 f t  на отрезке  , .a b  Переходя к пределу при 0,   с учетом (14) и (15) имеем 

     1
~ ~ .

D
fN V         (18) 

 

 

Рис. 2. Фрагмент клеточного (квадраты) и минимального  
(прямоугольник) покрытий графика фрактальной функции  

на отрезке  1,i it t  

С другой стороны, согласно уравнению (10) 

     11 .~ cD
cN S         (19) 

Следовательно .cD D   

Учитывая, что метод минимального покрытия для анализа временных рядов является 
более простым в реализации и дает более быстрый выход на асимптотический режим, бу-
дем использовать его для фрактального анализа кривых деформирования дисперсно-
армированных бетонов при сжатии.  

 
 
 



Selyaev V.P., Nizina T.A., Balykov A.S. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 1 (2016) 129–146 

 138 

2. Применяемые материалы 
 
Для получения составов мелкозернистых фибробетонов с полифункциональными 

модифицирующими добавками был использован портландцемент класса ЦЕМ I 42,5Б 
производства ОАО «Мордовцемент». В качестве мелкозернистого заполнителя приме-
нялся речной песок с размером зерна менее 5 мм, добываемый в поселке Смольный 
Ичалковского района Республики Мордовии. Доля мелкозернистого наполнителя состав-
ляла 65 % от массы твердой фазы. 

Дисперсное армирование бетонов обеспечивалось раздельным введением трех сле-
дующих видов фибр в количестве соответственно 1, 1,5 и 5 % от массы вяжущего: 

1) низкомодульное полипропиленовое мультифиламентное волокно с длиной резки 
12 мм, диаметром 25–35 мкм, плотностью 0,91 г/cм3; 

2) высокомодульное полиакрилонитрильное синтетическое волокно специальной об-
работки для бетонов FibARM Fiber WВ с длиной резки 12 мм, диаметром 14–31 мкм, 
плотностью (1,17±0,03) г/cм3; 

3) модифицированная астраленами базальтовая микрофибра под фирменным назва-
нием «Астрофлекс-МБМ» длиной 100–500 мкм, средним диаметром 8–10 мкм, насыпной 
плотностью 800 кг/м3, с содержанием астраленов 0,0001–0,01 % от массы фибры. 

С целью полифункциональной модификации мелкозернистых бетонов применялся 
микрокремнезем конденсированный уплотненный (МКУ-85) производства ОАО «Кузнец-
кие ферросплавы», вводимый в количестве 20 % от массы цемента. Для обеспечения необ-
ходимых реологических свойств использовался поликарбоксилатный суперпластификатор 
Melflux 1641 F (BASF Constraction Polymers, Германия) – 0,5 % от массы вяжущего. 

 
3. Фрактальный анализ кривых деформирования при сжатии  

 
Произведем анализ кривых деформирования составов мелкозернистых дисперсно-

армированных бетонов до точки разрушения с помощью метода минимального покрытия, 
представив данные в виде временных рядов, описывающих прирост в процессе нагружения 
напряжений (рис. 3) и относительных деформаций с разным шагом (0,01, 0,04 и 0,16 с). Для 
определения индекса фрактальности   использовалась последовательность m  вложен-

ных разбиений, где 2 ,nm   0,1, 2, ,12.n    Каждое разбиение состояло из 2n  интервалов, 

содержащих 122 n  экспериментальных точек. Для каждого разбиения m  вычислялась 

амплитудная вариация  fV   по формуле (12), где   iK   определялась как разница меж-

ду максимальным и минимальным приростом напряжения (деформации) при сжатии на 

временном интервале  1, .i it t  Из анализа рис. 4 видно, что данные обработки достаточно 

точно ложатся на прямую линию. По коэффициенту а уравнения регрессии ,y a x b    

определенному с помощью метода наименьших квадратов, определялся индекс фракталь-
ности и размерность минимального покрытия: 

; 1 .a D       

Индексы фрактальности кривой деформирования при анализе прироста напряжений 
и деформаций контрольного состава мелкозернистого бетона, определенные по рис. 4, 
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соответственно 0,638   и 0,789;   размерности минимального покрытия 

1,638D

  и 1,789.D


  Значения фрактальных размерностей для исследуемых соста-

вов бетона с содержанием трех видов фибры приведены в табл. 1. Коэффициенты детер-

минации 2R  варьируются в интервале 0,982–0,996, что подтверждает высокую достовер-
ность аппроксимации полученных данных линейной моделью. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 3. Временные ряды прироста напряжений в зависимости от шага фиксации показаний:  
а – 0,01; б – 0,04; в – 0,16 с (вертикальной линией обозначен момент разрушения образца) 


