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 *����������� ��������� � ��������� ���
�� ��� ������� �������� ��	�
�

���� � 
����
� ���	��. ;�� ��������������� ��� ����
��� :
����� � ���
� 
	���
"
����
��� � "�
�#�
���
� #������
���> ��
���� 
� �

�������. A��
� �����
�-
���
 ���#����������
� ���
����. *
������ ����� ��������� ����
����� ��� "�
-
�#�
���
 �#
����
�
 � ����������
�
 ���� � ���	�� "�
�#�
���
� ��
������. *
-
��#��
, ��
 ��� 
"������ �������� � ���	�� �
����
��
 "�
����� ��������� �
-
����
� �� ����������> � ����
������
� 
�� ����
��. '�
 ��������������
�
��������� ����
��
 � �������� ���� "
�
�
�� �������. @������ ��� ���#������-
����
�
 �������� "
�����
 ��� ������������, ��� � � "
�
��> ���
�� ������	�
��� �����
� #����� 
	���
����
�
 ��������������
�
 ���������. ; ��	
�� "
-
������ #������
��� ���
� "
�
�
�� ���� ������ 
����
� ���	�� 
� 
���
� �

���-
����. *�� ���
�
�
� �
������� "�������
� �
#����>� "�����
�� �# 
��
� �
���-
������� ����
�� � �����>, "���
�� �
�
��� ���
#�

�
 
	T������ � ������ ���-
#����������
�
 �����#�. ��� 
	T������� ����
� �����
����
��� "���������
������������ "
����
���. /��������� ������������ #����� ������ ��������-
������
-��#�
����� ���
�
�, "�
������
������ �� �
�����
� "
����
���, �
"�
���
������
���
 �
�"������ � ������������� ��������. @�#������
� ����-
��� ����������
� #����� ����
�� 
	T������� ���#������������ "�����
�
�. ��-
���������� "
����
��� "
��#���, ��
 �����
 ���#����������
�
 "�����
�� �� "��-
�
� !��"� �������� ���� ��	�>������ "����
� "�
�
���������, ��#�
 "����
��-
��� � ����������� �
��	����. A��
� 
"�������� #��
�� �������� "��
��#������ ��
�
����. ;������
 ����������
� ��#����� ���������
�
 � ��������-
��
�
 �������. �
#������ ���
���� ������� ���������� ������������ #���� 

�������� ���� "�
�#�
���
� �
��� "���"������� ��� �
�����
����� "�
����
�
��"�������
�
 ���	
�
�
 	������, ��������
�
 � #������ ������
	���. 
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 The paper is concerned with equations and numerical methods for calculation of
flexible shaft rotation in a rigid tube. In the very general statement the shaft is represent-
ed as a Cosserat rod with an arbitrary dependence of properties on the coordinate. The 
quasi-static motion is considered in the first. Six equations of motion are obtained for the
arbitrary bent and curved rod in the tube of arbitrary geometry. The projection of the
equation of moments on the tangent to the curved axis of the rod is shown to be sufficient 
for describing the shaft motion. This differential equation is expressed in terms of the
rotation angle of the rod cross-section. The solution for the quasi-static rotation is ob-
tained both analytically and using the shooting method for boundary-value problem for an 
ordinary differential equation. The closed form expression for the angles of rotation of the
shaft in the rigid tube as a function of the axial coordinates is obtained. The jumps occur
for some combination of the parameters and they cannot be explained in the framework
of quasi-static analysis. In order to explain the instability, the dynamics statement is ap-
plied. The nonlinear dynamic problem is solved by means of differential-difference meth-
od which is tested by a comparison with a closed form solution. Solution to the dynamic
problem allows one to explain the quasi-static jumps obtained. The dynamic formulation 
shows that instead of quasi-static jumps the initial stage of rotation is a smooth rotation 
which jumps are abruptly replaced by intensive vibrations. The laws of rotation at differ-
ent rotational velocities are determined too. The qualitative difference in the quasi-static 
and dynamic solutions is exposed. The suggested approach for solving nonlinear dynam-
ic problems of rotation of the shaft with an arbitrary geometry is promising for modeling of 
processes of the directional deep drilling which is vital for the problems of oil production 
industry. 
 

© PNRPU
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�������� 

 
���������	����� 
����� 
 !������� 	��)���� !
������	
� ����
�
 	��� [1–6]. %!����� 

�������� 	���	��� 	 ������� ������ � !��	
����� 	
 	��)���� �� 
��
� �
��� (���. 1). 
&��� !�� �������
 �����
� 	��������� !
	��#�
��� ������ 	��)���� 	��
�
�
 �
��� �
-
��� ���� ��
�
 ����	�
������. ��� �	�
����������
� �����
������ � !��	�
 	

������-

)�� !
	
�
�
� 	���)��
 �
��� 0�  	

�
��� �	
�
�-

��
��� !
���� ���
���	
���: 0ld d� � �� , ��� l�  – 
!
	
�
� 	��
�
�
 �
��� [1–8]. 

/
 
�
��� ������� !������	���� 
����� 	 ������-
����
� !
����
	�� – 	 ��� ���	��� ���� ����
� ���
-
��. '
�!�������� ���������� 	 �
������� � �
	��-
����
� ��
���� �������� [8, 9] !

	
���� �����
�-
���� � �	�
��������, � �������� 	��)���� !�� 	����� 
!�
�
	
���
� "
��� ������. �������	������ ����� 
������� 
��������� 
� ���
� [1–8] ��� !
�#
�
�, ��� 
� ��
���������. 

�
���
 
�!�
�
	 !���
�
���
���� ������ 
����� 
!������	���� !����������� ������� ����� 	 �	�
� 
� ��#���
� ��!��	����
�
 ����
�
�
 � �	��#����
�
�
 
�������. ( 
�����# ��"���
���� �
�� ������� � ����-

 
���. 1. (�� 	 ������ 
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�
� ������ ������ �

�	����	���
 ��������� �
�
��� � ��	�����. /��
�
�
� !������	-
����� 
 �������� �������
� �
�
���, 	

�����)�# 	 ��� ���������# 	�������#, � ���-
�� ���
��# �
���� � ���� ���� ���
�� [10–14].  

 
1. �!������� "��!�� �"�!'��( 

 
( �
���� '
����� ������� !������	������ ��� ������������ �����, ������� �
�
-

��# ����� ���!��� �	
�
�� ���������� � !
	
�
�� [8, 9, 15]. &	������ 
!���������� ��-
����
�-	���
�
� � �,s tr  � ���

�
� !
	
�
�� � �,s tP  ��� "�������� ����������
� �

�-
������ � 	������. ��� #��������
� ��� ����
� 
����� 	��)���� 	
���� ��!
�	���
� 

�� 	����
 ���

�� P  �
��
 ���������	��� ��
� !
	
�
�� � �� ,s t . (������� �����
���� 
�� �������� �	������ ���!���������� ���� � �
���� ,q m ; 	��������� 	
���
�����	�� 

	��������� 	���
���� ���� � �,s tQ  � �
����� � �,s tM . A������ ���	����� ��������
� 
��#����� �!����# �������� ����� 	�� [8, 9] 

 
� �

1 1
0 0

� , ,

, .

�

� �

	 	 	
 � 
 � 
 � 


		� � 
 � 
 � � 
 � 


Q q r M r Q m I �

� � P � a M � r P r b Q

��
 (1) 

&	� !��	�# ���	����� 	������� 
��
�� ������� ��!����� � �
����� ��!����� 
(� !
�
��
� ����
� � , ���

�
� ������� I  � ���
	
� ��
�
���� � ). :����� � ���	���
� 
���	����� – *�
 �

��
����� �!���
���, �	�
�	��)�� 	���
�� ��"
������ ,� �  � ���
-
	��� "���
����. (���
� �  
!�������� �����	����� � 
������	����, � 	���
� �  – �����-
����� (������) � !
!������� ��	��. >����
� 0(...)  
��������� 	������� 	 �������
� 
�
��
����. ( �

��
����� �!���
��� 	#
��� ���

�� �����
���: a  – �� �
��� � �����-
���, b  – �� ���������� � ��	��. (���
� �  #��������
��� ���	�
�� � �������� �������: 
	 � � � �a � a a �  (� ����
����
 � ,B I ). &�� 
������ ���
	
� 
��������� 	 ����
� ������� 

������� 		
����� ��
��� 
��
	 : ,i i i i i	 � � � �e e � e e � e� . /�!��	����� ie  ��������� ���	-
���� ��� ���

�� �����
��� a . 

:��

�� �����
��� ��#
����� ������	��� ��
��� �!���
��� – �
 ������� 
����� 
A��-(����� ��� �� (��
 ��
����) �
 ����!�
������
�
 �����
� ���#����
� 
����� !�� 
���
� �
�)��� [8]. 

����������� ����������
� ��
���� �������� ��
 ���������� � !
!�����
�
 ��	���: 
0,� ��� b , � �

��
����� �!���
��� ��� ���� Q  
������	���. :
��� �

������� s 

�
��
 ������� ���
	
� �� �
���
 	 �������
�, �
 � 	 ��"
����
	���
� �
��
����. 7��-
�������	��� !
�#
�� � 
�!��� ��#
���# ���	����� �
�
���� 	 ���
��# [16–18].  

:
���� ���	
�������� ������ ��� ����� 
!���������� ������
�-	���
�
� ( )sR  ��� 
"������� ���
	
� �

�������. /��� !��	����� �
	������ 
�	����
��� ��""������-
����
� ��
������: 

 2, , , , , .k T k k T k�	 	 		 	 		 			� � � � � 
 � � � � � 
R � � ! D � D � " " � ! R R R R  (2) 

(	����� 
��� ���������
�
 ���*���: ���������
� � , ���	�
� �
����� !  � ���
���-
�� " . (���
� &���� D  ����� �
�!
����� ,k T  – ���	�
�� � �������� ���	
�. 
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�������-	���
�� ������ � ������� ��������� �
	!����)���: ( ) ( , )s s t�R r . ���-
���, ��
 3 �e � , � !��� 
��
	 1 2,e e  !
	������ 
� ,! "  �� ��
� � . :
��� !
 
��
�� ��
����� 
���
	�# ��
�
���� 
 1 2 3� sin�, cos�, � .k k T	 	� 
 �� � � � � � 
� D �  (3) 

��� 	��)���� ������� 	 ������ ( ), ( ), ( )s k s T sR  �� 
�	���� 
� 	������, 
����
 ����-
���� ��
� �( , )s t . (���
� ���
	
� ��
�
��� ��� �� , �
���� ��!����� �I
 �I � ��  (��������-
��� ��������� ���	��� ��!��	������ � ��� ���

�� ������� I ). &
 !
��)���� 	 ������ 
	������
����� !�������� ����� ������)�� 
������� 0 0 0 0, , , � .k TR  

&�� 
!������ 	��)���� 	 ������ �
����
��
 !�
����� ���	����� �
����
	 �
 ���-
���� (1) �� �����������: 

3 1 2 2 1 3 �.M M M m I	 
 � �� 
 � ��  

�
����	�	 	�������� (3) 	 �

��
����� �!���
��� 0( )i i i iM a� � �� , !
����� 

 
3 3 0 0

2 1 2
0 1 0 2 0 3

� � ( ,�, ) ( � )

sin 2� [ cos�sin� sin�cos� ] .
2

a I g s t a T T

a ak kk a a m

		 	 	� � � � � � 


�

 � � �

��

 (4) 

�
��������
 	
��
	
� ���	����� � ���������� ��������� ��
 !�
�
	
���#. &�� 
�����
� ������ 3 0m � , � !��	�� ����� ���	����� (4) �� �
������ "������, �	�
 
�	���-
)�# 
� 	������ 0 0 0 0, , , � .k TR  

6�������� ���
	�� !�� 
������# «	#
��
�» !
	
�
�� � «	�#
��
�» �
����� 

 0 3 0 0 3�(0, ) ( ), ( , ) ( ) � � .l lt t M l t M t T T M a	 	� � � � � 
 � 
  (5) 

A�
���� � ���������� ���
	����, !
��
���� ���������	����� 	��, �
�
��� ��� ��-
#
����� 	 ������. /�������� ��
�
��� ����	��, �
 �
�"�������� �
���� ���� 
!�������� 
�
 �

�	����	��)�� ���������
� 
�����. ���	���
, 	 *�
� 
����� �
��� �	
�
��� � �� 
��������� – ��!
��
��� (5). ��

����	 ������� ��#
��
� ���������
� 
����� � ( )s� , 

!����� � ��������� ���
	��� �( ,0) � ( ), �( ,0) 0s s s�� �� . 
(	��� 
��	
� ��������� ������� !����� ������	���
� �
!�)���� 
 ��	����	� �
-

�����# �����
����: 1 2a a a� � . $ �
��� �
��
 ������� 0� ( ) 0s � . %��	����� (4) �!�
-
������: 
 3 0 2 3 0� � sin � ( ) ( ,�).a I kk a a T T f s		 	 	� � � � ���  (6) 

'��	�
�� � �������� �
��� ���� !�
�
	
������ "�������� �

�������. 
>������, ��
 ��� !�
��
� ���	
� �������� ��	�
 ����. ( *�
� ������ � 0� � , � ��-

������� ���
	�� 	 ����������
� 
����� ����	��. 
 

2. ���)��"�"�#����� �!�*���� 
 
���������	��� �	�
����������
� («�������
�») 	��)����, �
��� ���	����� (4) 

!��	��)����� 	 
����
	���
� ��""����������
� ���	����� � ��������� 
����� !��-
������ 	�� 
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 3 0 2 3 0 0 0 3� sin� ( ) ( ,�), �(0) , � ( ) .la kk a a T T f s l T T M a		 	 	 	� � � � �� � � 
  (7) 

( !�
������� ������ ��
 �������� � �
�����
� �����
�� 0 2 sin�, � ( ) 0f kk a l	� � . 
��� !
��
����# ���	�
��# ����� ���	����� 
���)���
�
 ��������, ������
� ���-

���������. ���	�� �������� 2
3 0� 2 cos� consta kk	 
 �  ���� ���	����� !��	
�
 !
�����, 

�����������
� 	 *���!�������# "������# [1–8]. 
«$������
 ��	�
����
�» 	��)����, ��� 	���
 �
 ���	����� (7), ����� !�� 0 0k � , �.�. 

!�� !���
������
� �������
� "
��� [1–8]. /� ���. 2 !������	���� ��
������� ������� 

�	����
��� 	�#
��
�
 ���� l�  
� 	#
��
�
 0�  ��� ������
� ����� ����
� 1 �� 
� 	������ �������
� 10,16 �� � �
�)��
� ������ 1 �� (#���������� !�������� ������-
�
� �����). ���. 2, 
 �

�	����	��� 
�������� ���	�
�� 05000, 3000k k� � � �  ( 1�� ) 
(���� 
�����
���� � ������ 5, 3� � ). ( *�
� ������ 	��)���� !��������� !
��� ��	�
-
����
. /� ���. 2, � !������	��� ������ �	��������# 
������� 02500, 1500k k� � � � ; 
!�� *�
� 	��)���� ��
�
 ����	�
����
�, � !�����
����. &����� ������� ����	
� 
����� 
(7) !
������ 	 Mathcad ���
�
� �������� (sbval-rkfixed) [19]. 

   

        � 

���. 2. >�	����
��� 	�#
��
�
 ���� 
� 	#
��
�
: 
 – ��
 !�����
�
	 (����� ��� �
�����������) 
���	�
��); � – � !�����
���� (�
����� ��� 
������������ ���	�
��) 

/� 
�������	���� ��
��������� ���. 2, 
�������� � 
�	����
��� ( )s�  ���� !
	
�
�� 

� �

�������. /� ���. 3 !������	���
 ����
���
 !
����
	�������# �
��
���� !
	
�
�� 
������� 	��� 	 
�	����
��� 
� �

�������, �
�
��� �

�	����	��� ��������� �� 
���. 2, �. ��� 0 3,2� �  ��������� ����
	�������� !�����
� 	��� �
�"�������� 
����-
����
�
 	���. 

%��	������
, ��
 	 
����� ��
 !�����
�
	 (��. ���. 2, 
) ����� ����
 !
�
��
�. ��� 
����# ��������# ����# 0�  "������ �( )s  ���	���, � !�� �
����# – 	

�������. 

��

������� 	 *��# ����
���
 ��
�������# �	�����# �
��
, ���� ������
	��� ����-
���� 	��)����. �� *�
� �����. 
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���. 3. >�	����
��� ���
	 !
	
�
�� 	��� 
� �

������� ( )s� .  

������
� !
��
�� ��������� 

3. ��"�� !������ ����$�#����( )���#� 
 
&����������� 
����� (6) ����� ������ ��""����������
-��
�
����� ���
�
� (&�-

���
�
�), !������	������ �����. '�� !��	�� ��� �� �����
���� �
������� ��������� 

����� ��� ������
�
 ���	�����, 
!���	��)��
 ���������� �
�������, 

 00; (0, ) , ( , ) ; ( ,0) 0, ( ,0) 0.f t t l t F x x		 	� � �
 � � � � � � � � � � ��� �  (8) 

&�� !
������� �����������
�
 ������� !������� ���
� ��
�
����� 	 ��� !
 �
���-
	����� "������� [20]: 

1 0

( , ) ( )� ( ), � ,
l

n n n n
n

x t T t x T dx
�

�

� � � �� �  

��� �
���	����� "������ �	������ ��������� 
����� ������-I��	����: 

2

0

� 2� � 0, �(0) 0, � ( ) 0 � (2 1), � sin � ; � � � .
2

l

n n n k n knl n x dx
l

		 	
 � � � � � � � � ��  

%��
��	 ���	����� (8) �� � ( )n x  � !�
��������
	�	, !
����� 

2

0 0

( � � ) � 0, � � ( ) � (0).
ll

n n n n n n n n n n n ndx T f T T b f F l �
	 		 	�	 � � 
 � � 
 � 
 � � 
 
�� �� ��  

?�� 
����
	����� ��""������������ ���	����� (�&%) ��� ( )nT t  �������� � !
-

�
)�� ��������� &������: 1

0

( ) � (�)sin � ( �) �
t

n n n nT t b t d�� �� . ��� 0, 0,f F t�� � � �  !
��-

��� 2 1� � (0)( � sin � )n n n n nT t t� �	� � . ������� ( , )l t�  !������	���� �� ���. 4. ��� �#
����� ��-
���
; ���"�� !
���
�� ��� 500 ����
	. 

��������� ��!��� � &�-���
��. ��
�����
� 0 x l� �  ��
����� �
���� �� *������� 

�����
	
� ����� h  � �!!�
��������� �		. $
 ���	����� (8) !
����� 
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 0 1 1
2

1 1

0, ,..., ,

( 2 ) 0 ( 2,..., 1).
N

k k k k k

x x h x l

h f k N



�

 �

� � �

� � � 
 � �� 
 � � ���  (9) 

�������
 !������	�� ��������� ���
	��: 

 
1

0 0 1
2 2

2 1 0 1 1 1

, ( ) ;

( 2 ) 0, ( ) 0.
N N

N N N N

h F

h f h hF f

�



� �
�

� � � � �� �

� � � 
� �� � � �� 
 � �� 
 ��� ��  (10) 

���������	��� (9) � (10) ��� ������� �&% !
����� 2N � ������ 	 ����� Mathcad: 

� � , ( , ).TY v Y H t Y� � ��  ������� H  
����� !
������	
� Add Program Line. /�������� 
���
	�� – ����	��. A������ 
��
�	����� �����
�, !
*�
�� !�������� �!��������� ��-
�
� Radau. ��
������� 	��������� !
��
��� ���. 4; ����
 �
�
	 500N � , ����
 ���
	 !
 
	������ 1000. �
������
� ������� �
	!����� � ������ "�
�������� !������	������� 
 
���!�
��������� 	
�� � 
���������� 
� �
��
	. 

 
���. 4. ������� �
�����
� �������
� 
����� 

6��"�� �
��
�
 ������� ���
�
� �
���	����# "������ � ����
� ����
	 ���� 500 
����� !��	���� �� ���. 4. (�
�����
 
� !
��
���� �
	!�� � ��
������
� !
 &�-���
��. 
?�
 �	���������	��� 
� *""����	�
��� � �
��
��� ���
��. 

 
4. ����$��� �!�*���� 

 
��������� � ��������
� ����������
� 
����� (6) � !������� &�-���
�. (�� � ����-

�� – ��� 	 ������ ���. 2, �. D���
 �
�
	 N � 500, ���
	 !
 	������ 1000. >�	����
��� 
� 
	������ 	�#
��
�
 ���� !�� 0( )t t� �  !������	���� �� ���. 5. ��� ���������
 
��������� 

� �!�
)���
� «���������
�» 	����� (��. ���. 2, �) 
������	��� !�����
�
	. 

'�
�� �
�
, ��������
 ����� !��	���� 
�	����
��� ���!��������� ���
	 !
	
�
�� 
	��� !
 �

������� 	
 	������ (������������ ����
� ���. 3). 

$
 ���. 6 #
�
�
 	���
, ��� �
�������� �
�"�������� !
	
�
�� ������� 	��� 	
 
	������ – ����������� �
����������� #�������, !����� ��
� !
	
�
�� �� 	�#
�� ��
��� 
!��	����� ��
� !
	
�
�� �� 	#
��. 
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���. 5. /��������� ��������: ���� �� 	#
�� � 	�#
�� 

 
���. 6. >�	����
��� ���
	 !
	
�
�� 	��� 
� �

������� ( )s�  

/� ���. 7 !������	���� � ������ ��
������� ������� – ��
�
��� ���
	 0( ) ( )l t t� ��  

��� ������# !
��
����# ���
	�# ��
�
���� 0�� . (���� !�
����� �

�	����	��� ����� 

�
�
�
	 10N � . ��� ��	�
����
� 	��)���� �� 	#
�� ����� �
������� �� 	�#
��. F�-
������ �
������� ��!
������ !���
�������� �
 ��
���� �!���������� �
���	
�. '���-
��	����# �
������� � �
��
� ��
�
��� �� 	���
. 7�!������ �
������� 	����� – !
����� 
4 ���. 

�
��� ��
������ 	!��������� 
� 
������	�� ���
�-���
 	
���
�	�
� �� � �	�
����-
��������� ��
��������� � !�����
����. /
 
������ 	������� �� �����
 ���"��
	. ��
-
���� 
� 
��� 
�
�
� ��� ������	 �	�
�������� � �������� !
��
�� �� ���. 8 0( 0,5).� ��  
'�����	���
� �
������� 	 !�
����� !
�	������ !������
 ����
 !
�-
�
�
�� – ��� 	 �	�-

��������. �����
 	����
 !�����
�� 	���� !���#
� !��	�
�
 !�
	
����	����, !���#
��-
)�� 	 �������	��� �
�������. 
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0 0,5� ��  
 

0 1� ��  

 

0 1,5� ��  
 

0 2� ��  

���. 7. >�	����
��� ��
�
��� ���
	 
� 	������ !�� ������# 
�������# ��
�
��� 

 
���. 8. &����������� ����
� !�����
�� 

�
�
���� ������� (&�-���
�
�) �
��
 !�
	
���� ��� ����# "
�� ������� � ������, 
��
 �
��� ����� !��������� 	 ������������
� �
�����
	���� !�
����
	 ������� [10]. 
��� *�
� "
��� ��	�����, ��!�����, �
��
 
���	��� ��� ������������, ��� � !
 �
���� � 
�����!
������ � ���������� [19], 	������� ���	�
�� � �������� !
 "
������ (2). 

 
�+���+ 

 
�������	���� ���������� ������������ ��
��� �!����# �������� ��� ����� '
����� 

� 	�	����� ���	����� 	��)���� ����
�
 	��� 	 �����
� ������. 



Belyaev A.K., Eliseev V.V., Kalashnikov S.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 7–18 

 16

�����
����
 �	�
����������
� !
	������ � ����������� ����	��� 
������� ��� 
�&%, ��������� ���
�
� ��������. 

��
���
��� � !�
������
	�� ��������� ��""����������
-��
�
����� ���
� (&�-
���
�). 

���������
 ������	���
� ��
����� �	�
����������
�
 � ����������
�
 ������� 
�-
��� 
 	��)���� 	��� 	 ������. 

A

���� ���
���� ������� ���������# �����������# 
���� 
 	��)���� 	��� !�
�
-
	
���
� "
��� � !���!����	
� �
�����
	���� !�
����
	 ��!��	����
�
 ����
�
�
 ��-
�����. 

 
���
�� 	�!
����� !�� "�����
	
� !
������� ���$ (����� J 14-51-15001 7/�_�). 
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