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�������� �� 
��
�� ��������
�
�
���������� "
��!��-
���
�, �
�
��� ���
�
 "������>��� � �������� �#�
� ������ � �"�
���������� 
!������
� � ��#������ ����� �
�������
� ������� � ��������. @����������>���
������#��� "
�������� �
�"
#���, "
�������� "���� �
��������� ���
�
�
-
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� ��������� ����
- � ���
��"
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��#���>��� ������� �� �
����
����� "����
���� #
� � 
������
��� ������
��#. (�����	��� "�������� � "�������� ����#�� ���������
� �
���� ��������-
���� ��
���� "
#�
��>� ��������� 
�
	���
��� ��������������� �
�������
-
������ "
�����
�, ���#����� � ���, ��
 ������� ��"
�������� �� ��
����� 
"��-
�������� �� �
	��������� ��
������� ��"
�������, � �#�������� �
��
�
��� 
"
������, �.�. �
����
������ #
� ���������#���� "
������ � 
������
��� ���-
��� ��"
�������, ���"��������
�
 "
 
	T���. ��� �
�����
����� ������
����
��
���� ��"
������� ���
�
�
���������� "
�����
� � ����
� ������	��� !����-
�
� "����������� �
����, 
��
������ �� ����
��� �
!��������
� ������ "
�����
-
���
-��
��
�
���� �������� � ������������� ���������������� "
������
��� ��
�-
�
�
��
�
 ���������, �
��� «���	��» ��#� 
"�������� !���������� ��
�����.
*
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��� 
��
�������
 � ��"
��#
������ 
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��
����� ��� !���������� "
������
���� "���
������
�
 ������#�
�
 �
�"
-
#���, �������
�
 � ������ ���������
� �
���� �"���
��� � 
��
����
� "��	���-
���, "
#�
���� �
�
�
 
"����� ����������� ���
�
�
���� #������
��� �
!�����-
���� ������ 
� �
���������� ��"
������� ��� ��������������� "
�������� �
�"
-
#��
�. *�������������, ��
 "����
����� �

��
����� 	���� "
��#�� ��� "�
��
#�
��
���� "�
���������� ����������
���� "
�������� "
������. 
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AND NANOMODIFIED POLYMER COATINGS 

V.M. Buznik1, S.A. Lurie2, D.B. Volkov-Bogorodskiy2, A.G. Knyazeva3, 
Yu.O. Solyaev2, E.I. Popova4 

1All-Russian Scientific Research Institute of Aviation Materials, Moscow, Russian Federation 
2Institution of Applied Mechanics of Russian Academy of Science, Moscow, Russian Federation 
3Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian Federation 
4Moscow Aviation Institute National Research University, Moscow, Russian Federation 

ARTICLE  INFO  ABSTRACT 

Received: 1 July 2015 
Accepted: 13 October 2015 
Published: 25 December 2015 

 This work presents simulated mechanical and frictional properties of polymer com-
posite materials derived from the ultra-high molecular weight polyethylenes which are 
widely used as units of friction and sealing elements in different types of modern technol-
ogy and medicine. There authors considered the two-phase polymer composites ob-
tained by modifying the high molecular weight polymers by introducing micro- and 
nanoinclusions. Such materials tend to clear manifestation of scale effects, consisting of 
the non-monotonic dependence of the mechanical properties and tribological characteris-
tics on the inclusion concentration and on characteristic size of inclusions. In order to
register the scale effects it is proposed in this work to use first order gradient models which 
describe not only the non-local (gradient) effects in volume but also interfacial effects that 
affect the formation of transition zones in the vicinity of phase boundaries. Scale and sur-
face parameters of gradient model of mechanical properties allow to take into account the 
peculiarities of the considered modified polymers, associated with the fact that the effect of
fillers on properties is determined not with the own properties of the filler, but with the
change of polymer morphology, i.e. with the forming of polymer crystallization zones in the
vicinity of particles of filler distributed in volume. In order to simulate scale effects on the
frictional properties, we proposed a model based on the analogy of the friction coefficient of 
inhomogeneous surface structures with mechanical characteristics of compliance of inho-
mogeneous material, when the "weak" phase defines the effective properties. It is shown
that the use of this analogy simultaneously with the use of relations for effective complianc-
es of periodic two-phase composite, found under the gradient model of elasticity in the one-
dimensional approximation, allows a good description of typical non-monotonic dependenc-
es of the friction coefficient on the concentration of filler for the considered polymer compo-
sites. It appears that the proposed equations will be useful for the prediction of the proper-
ties of designed anti-friction polymer coatings. 
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'
�!
���
���� ��������� �� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ 
�-

������ ��
���� 	������ �	
���	���, ������ ��� ���
� ������� !�
��
���, �������-
��� �!
�
��
��� � !
��
)���� 	��
�
��
�
���
�
 �����, #��������� � ��
�
�������� 
������
���, ��!�
#�� !�
��
����� !
�������, 	��
��� ��
�
��
��
��� [1, 2]. 

>� ���� �	
�# ���������# �	
���	 ����� �
�!
��� 	 !
������� 	���� ���
�
 	
�-
����
	��� 	 �����
���
����, ��������, !�� �
����� �
��������� 	 �	�����
����, �	-
�
�
�������
���� � !�. (��
��� ��#�
�
����
���, 	��
��� ��������
��� �	
���	 !�� 
�������� ���!������ � ���	�����
 ����� �
*""������ ������ [3, 4], �	��#����� 
"�����
���� �	
���	� [5–10] ������ ����� ��������� !��	������������ � !�� !�
��-
���
	���� *������
	 
�
���
	����, *��!��������)��
�� 	 *�����������# ���
	��# 
'������
 A�	���, 	 �����
���, 	 ������	� ����"�����
���# !
������. 

�
� �
��"����
	������ �	�#"����� !
�������� 	 ���
�� !
�������� !
������ 
�� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ � ��!
�������� (	�
��� "��) 	 	��� 
���!�����# ����
/���
�������# 	��������, 	��������# 	 !
�������� ������� 
� !
�
)�� ���
�
	 ��#�������
� ����	���� � ���# #����
-��#�
�
�������# !����
	 
[11, 19]. ( ���� ������ 
���������, ��
 ��� ��
��# !
�������# �
�!
��
	, �
��"���-
�
	����# ����
- � ���
��������� 	����������, #��������� ���
�
�
���� �	����
-
��� "���
-��#��������# �	
���	 
� �
���������� 	�������� [20, 21]. ( ���
�� [22] !
-
���	�����, 	 �����
���, ��
 ��� �
��"����
	����# !
�����
	 !
�
���� �	����
��� 
����� ����
 ����� ��� !�
��
����# � ����
�
�������# �	
���	. �
 	��� 	����
���, ��-
�
�
 �
�� ���
�
�
���� �	����
��� �	������ !�
�	������ ���������# *""���
	, ��
 
!
�
���� *""���� �	����� ��� �������# ��!
	 �
�!
��
	. 

���
	�
� ����� ���
�� �	������ �����
��� �
���� "�����
���# �	
���	 �
��"�-
���
	����# !
�����
	, �
�
��� �� �����	��� ���������� *""���� � ��	��� �� #����-
������ ��� ����# �
�!
��
	 �	����
��� 
� �
���������� ��!
�������, ����	����� 
����)���� 	 ���������� *��!������������� ������. A ����
� ��
�
��, ��������� 
*��!������������# ������
	���� !
���	���, ��
 ����� ��#��������� #������������� 
���������	����# �
�!
��
	, ��� �	���
��� � !�
��
���, ����� !�
�	���� !
�
��
� 
��
�����
� !
	������ � �
��
� �
���������� ��!
�������. �
*�
�� 	 !������"� 1 ��-
��
�)�� ���
�� !������	���� �
����, !
	
���)�� �
�����
	��� ��#��������� �	
���-
	� �
�!
��
	. >���� 	 !������"� 2 !����������� �
���� ����
�
�������# �	
���	. 
( ������ �� �����	����� 	������ �����"� !
	��#�
��� �� �
*""������ ������. 

&�� �
�����
	���� � !�
��
� ��#��������# �	
���	 !
�������# �	�#"���# ��-
!
������# �
�!
��
	 � ����
/���
	���������� !��	�������� ����������� ��
��� ��-
"
������, �
�
��� 	������� !�������� ������
��� ����� � !
*�
�� 	!
��� !
�#
��� 
��� �
�����
	���� ���������# *""���
	. $�!
������� ����������� ����������� �
-
����, !
	
���)�� ������ ���
������� *""���� 	 
�Q��� � �����
���� ���"���� 
	���
�����	�� �� �������# "� [23, 24]. (�������� ��!
������� ��������� �"�����-
����� � *""����	��� ������
�, �����)���� � ��������� 
�Q���
� (����
	
�) �
�-
��������� 	��������. ?""����	��� ������ ��������� ��	��� ������� �
���
	����# 
����
/���
	�������� ��� ������ ��!
�������, ���!����
 ���!���������# !
 
�Q��� 
!
������
� �������, ��� #��������
�� ������� �������
	 ��!
������� 	 ������ 
�Q�-
������� ������ 	 ���
������ !�� ����������# �
����������# ��!
�������. 
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��
����� 
!��������� *""����	��# ��#��������# �	
���	 �
��"����
	���
�
 !
-
������ �������� !���� !��	������� 
�
�)���
�
 ���
�� 
��������� ?����� ���# "� 
� ���
�� ���������# ��
������� [23, 25], !
	
���)��
 !
������ �����������
� ����-
��� !�
����� 	 ������ �"��������# 	��������. ���������	����� ����������� �
���� 
��
��� �!���
��� !
��
���� 
!���������� "�����
���
� *������, �
�����)�� !
���
 
�����������# ��������# �
!
���������� ���������, #����������)�� ���
������� 
� !
	��#�
����� �	
���	� ���"���# ��
�	 	 
������
��� ������ "�: 

 21 2 ,
2 ij ij i i ij i jE C u u dV D R R dV

>

$ %
. / 	� ?� � 
 �� 
 �& '4 5& '

( )
� � � �  (1) 

��� iR  – �
�!
����� 
�)��
 !
�� 	���
�� !�����)����, * +iR�R ; ij�  � �  – �

�	����-
	��)�� ��� �
�!
����� ���
�� ��"
������ � ��!������ �"�������
�
 ���
�� ��"
�-
����� (
�Q���
� ����������); i iR R n�� �� , * +iR� �R = ; ,? �  – �
*""������� I���; C  – 

�
!
���������� "�������� !
��
����� �
���� (�������������� �
����), �
�
��� 
!��-
������ �
���
���� 	���
�����	�� [23], !
��
����� C �
��� ���� !������	���� 	 	��� 

2
0C l� ? ; 0l  – ���������� !������� ��������� (������
��� �����); 

( )ij i j ij i jD An n B n n� 
 ; �  – ���
���� �������, 
!���������� �	��� �
!
����������� 
��������������� �
������ A  � ,B  
���!���	��)��� ���� �����
���# !
	��#�
����# 
*""���
	 	���
�����	�� ������� 	�������� >  � �������; iu  – �
�!
����� 	���
�� 
!�����)���� �
���
��
�
 !
��, 
!�������)�� ����������� �	
���	� ���"��
�
 ��
� 
� ������������� 	���������� ���� 
�)�� !
�� !�����)���� !
 "
����� [25] 

 � �2
,( )i i i ij ju R C L R C� � ? � 
 ? 
 � � � � . (2) 

>������, ��
 ��!
������� �
���� �����
���# 	���
�����	�� 	 (1), 
!���������� 
!
	��#�
���
� !�
��
���� *������ ��"
������ ,ij i jD R R� �  ���
	�, ��
 
�� �
!������ !
�-
��� ����"������ �
����� 	 
��
����� !
�� !�����)���� �� ������� "�, 
����
 ���-
���� �������������� �
������� ��������� ���
	��. ��� �� �	������ �
����� 6������–
����
#� [26], �
 �
��� ���������	����� ��� 
�
�)���� �
���� A���������–������ [27]. 
����!
��������, ��
 ����� �
���� ������ !
	
��� #��������
	��� �	
���	� � �������-
�� ���"��
�
 ��
� 	 
������
��� 	�������� !�� �������
� �
������ � �
��� ����� 
����������
� �!���
���. 

(������
��
� ��	����	
 ��� "�����
���� I�������, !
������
� � ��!
��
	����� 
!
���������
� *������ (1), ���� �������������� �
���� ���������
� ��
��� ��"
���-
���. &�� ����� 
 ��"
����
	���� �	�#"��
�
 �
�!
��� 	������
���� !
����
	�� 
!��	
��� � ����	
� ����� � �������)�� ���	������ 
�
�)���
� ��
��� �!���
��� 
���	���
�
 !
����� � �������� ���
	���� �
!������� �� !
	��#�
��� 	�������� [26]: 

 ( ) 0CLL C� 
 �R F , ( ) ( )CL L C� �R R R , (3) 

 @ A 0. /� �4 5
�R R , ( ) ( ) 0i n ij jM D R. / � �4 5

�u , ( ) ( ) ( )i n i k k iM u u n n� �? � ?
�u , (4) 

 @ Aˆ( ) ( ) 0i ip p� �U u , � �( )i i k k i i k kp U n U x n U x� ? 
 � � 
� � ��U , (5) 
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 � � � �ˆ ( ) ( ) 2 (4 )i k k i i n i k k n ip n u x n u n u x u u r. /� � ? 
� � � � 
 � � � � ? 
�4 5� �u . (6) 

��� F  – 	���
� !�
��
��� 	�����# �����
� 	 
�Q��� ����; * +iRR =  – 	���
� !
���# !�-

����)����; * +iUU =  – 	���
� ����������
�
 !
�� !�����)����, ��
	���	
���)�� 

���	����� ����������
� ��
��� �!���
���; * +iuu =  – 	���
� �
���
��
�
 !
�� !�����-
)����, ��
	���	
���)��
 ������������
�� ���	����� ��
��� �!���
��� � 
!����
�
�

( )CL  ; ˆ( ), ( )i ip pU u  – 	���
�� ��!������� �� !
	��#�
��� �
������, �!������� 
��
-
�������
 �����������# � �
���
���# !�����)����. 

A�������� 
!����
�� �������)��
 ���	����� (3) !
���	���, ��
 
�)�� !
�� !���-
��)���� * +iRR =  ����� �
��� ���� !������	���
 	 	��� ����� �	�# �
���	���)�#: 

����������
�
 !
�� !�����)���� * +,iUU =  ��
	���	
���)��
 ���	����� ����������
� 

��
��� �!���
���, � �
���
��
�
 !
�� !�����)���� * +,iuu =  ��
	���	
���)��
 ������-

������
�� ���	����� ��
��� �!���
��� � 
!����
�
� ( )CL  , ,� �R U u  ( ) 0,L 
 �U F  

( ) 0.CL 
 �u F  /� 
��
	� *�
�
 �	
���	� !
�����
 
�
�)���
� !������	����� ��!�
	���–
/������, 
!�������)�� 
�)�� ������� ���������
� ��
��� �!���
��� ���� 	�!
�
��-
������� !
��������, ��
	���	
���)�� ���	������ 6�����
���� � �����
��; ��� 
��
-
�
��
�
 ���	�����, �
�
�
� ����� ��!
��
	����� 	 *�
� ������, 
�
 ����� 	�� 

 � � � �� �(0) (0) *
, ,

( ) 4 (1 ) ( )i i i j j j j j i
R P f f x f + f f� � ?� ? �: � , 

2( )
�

: �
?
�

, (7) 

 � �2 0i if C f� � ? = , � �2 * *(2 ) 0i if C f� � ?
� � , 2 (0) 0if� � . (8) 

A ������������
� �
��� ����� !�����)���� 	 (7) 
!���	����� 	 
��
�
��
� 	��� 
���� 	�!
�
��������� !
��������, ��
	���	
���)�� !�
���� ���	������ 6�����
���� 
� I�!����. ( ����
�)�� ���
�� *�
 !������	����� ��!
������� ��� !
������� 	 �������-
����
� "
��� ������� 	�!
�
��������# ���� (
�
�)���
� ����� ?�����) 	 ����
���-
�
� 
������ � 	���������� �"�������
� "
���, ��!
������# ��� !
������� 
����� 
*""����	��# #������������ ��������
	 �� 
��
	� 	��
�
�
���������# !
�����
	 � ��-
!
�������� 	 	��� ����
- � ���
������. 

�
���� "�����
���# �	
���	 ���
���� 	 ������� ������ �� 
��
	� "������
� ���-
�
��� ����� *""����	��� �
*""������
� ������ ��
��
�
���# �������� � #��������-
����
� �# *""����	�
� !
�����	
���. A���� ���
� ����
��� �
��
�� 	 �
�, ��
 �����
 
«������» "�� 
!�������� *""����	��� �	
���	�. 

 
1. ������!������ ]00��"����( &!�#���"� $���0�>�!�����+[ 
&���$�!�� �� �0�!�#����$� ���^#����$� 

 
( ���
��# [23, 24, 28] ��
��� ���"��
�
 ��
� ��!
��
	����� ��� 
����� *""����	-

��# �
����� �!���
��� ��!
������# �
�!
��
	, �����
	����# ���
��������� 	���-
�������. �����
 *��!������������� ��������� ��� !
�������# �
�!
��
	 �� 
��
	� 
	��
�
�
���������# !
�����
	, ��� !��	��
, �
������ ��"
������ 
 !�
��
��� ��� 
�	���
��� !
 �
��. �����
���� 	
�
��
��� ��!
��
	���� �����
����
� ����� ���
-
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���� ��� 
����� *""����	��# !�
��
����# �	
���	 ���������. /������
 ���������, ��
 
��� ���������	����# �
�!
��
	 	 ���!�
�� #���������# ��� ��# �	
���	 ����� ����
 
�
�������� ����� !�����
� !�
��
��� � �	���
���� !
 �
��. A ����
� ��
�
��, 	 ���
-
��# [29, 30] !
����
, ��
 ����� ����
 � �������� �
�������� ����� �	���
���� !
 �
�� 
� �
����� �!���
��� ��� !
�
���# !
�����
	. ��� *�
� !����������� *�!��������� 

����� �	�� ��� *��# #������������: 0, 0981(56 7, 66 ) (0,137505 (254 2,554 ))E s s� 
 � , ��� 
s  
�
������ �	���
��� !
 �
��, � E  – �
���� @���. 6��"�� �� ���. 1, �

�	����	��)�� 
���������	���
� �	����
���, !
���	���, ��
 	 ���!�
�� !�����
	 !�
��
���, #�������-
��# ��� �������# !
�������# �
�!
��
	, �	����
��� ����� E  � s  ����� � �����-
�
�. :���� 
���
�, ��� 	��������� *""����	�
� !�
��
��� �
��� ��!
��
	����� �� �� 
����������� �
���� � ��#���� ���
�� ���# ��� [31], ��
 ��!
��
	����� ����� ��� 
����� 
*""����	��# �
����� �!���
���. 

 

���. 1. >�	����
��� �
���� @��� 
� �	���
��� !
 �
��  
��� !
�������# ��������
	 

�
���� *""����	�
� !�
��
��� !
������
�
 �
�!
��� ���
���� �� 
��
	� ���
�
-
����
	���
�
 ���
�� ���# �"��������# ��� * +0IG r r� B , * +0 1MG r r r� B B , * +1HG r r� B , 
���������# ��� 	��������, ������� � *""����	��� �����, 	 �
�
��� !
��������� ��
�-
�
�
���� ������ I MG GC . %��
	��� 
!��������� *""����	��# #������������ ��� HG  
�	������ ����	
� !����)���� *������ 	 *""����	�
� �����, ��#
��)���� 	 �
��
���� 

��
�
��
� ��"
������ (0)

ij� . ������������� *�� ���
	�� 	��������� ���	������� 

 (0)( ) ( )i iR P U P� , (0) (0)( )i ij jU P x� � , * +1 2 3, ,P x x x� �� ; (9) 

 � � � �(0)
0 0

H

i i i
G

E p U p U dV
�

. /	 	� � �4 5� U U . (10) 

( ���
��# [24, 26] !
����
, ��
 "
��� !����)���� *������ E 	  
�����
	� ��� 
���# 
�
����� – ����������
� � ���������
�, ���� 	 ������	� iU  ���������	��� 	����� �
���
 
������������ �
���	���)�� 
�)��
 !
�� !�����)����. 

A��
�
����
	����� ���
� ���# �"��������# ��� ���!�
���������� �� ������ �����-
����
� ��
��� �!���
��� � !
�
)�� 
�
�)���
�
 !������	����� ��!�
	���–/������ 
(7), (8), 	 �
�
�
� !
�������� (0)

if , if  � *
if  ����� �!��������� 	��: 
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 (0) ( )
1 0

H�f f , (0) 3 ( )
2 0

Hr��f f , � �(0) 3 ( )
3 0div Hr�� �f f , � �(0) 7 3 ( )

4 0div Hr r�� �f f , (11) 

 ( )
1 1 0( ) Hh r�f f , ( )

2 1 0
ˆ ( ) Hh r�f f , * * ( )

3 1 0( ) Hh r�f f , * * ( )
4 1 0

ˆ ( ) Hh r�f f , (12) 

��� � �3
1( ) ch ( ) sh ( )h r r r r r�� D D � D , � �3

1̂( ) sh ( ) ch ( )h r r r r r�� D D � D  – ���������� "������, 

�	���)�� 
� ��������
�
 !�������� 2(1 ) ;C ED � 
:  ( )
0

Hf  – 
��
�
���� 	���
���� 
����
�������� !
���
� !��	
�
 !
�����, ����)�� ����!�
���� �� ����
����
���, 

*
1 ( )h r  � *

1̂ ( )h r  
!���������� ���� �� "
������� � ����
� D  �� ���������� !������� 
* (0,5 ) (1 )D � D �: �: . >������, ��
 	�� !
�������� (11), (12) ��
	���	
���� ��
�#
��-

��� ���	������ (8). ( ������ !��������� ���������
� �
���� ���# �"��������# ��� ��� 

����� !������ !�
��
��� �
�!
��� 	����
 �
���� @��� E  	 �

��
�����# (11), (12) 
!
������	����� !����� !�
��
��� ��� �

�	����	��)��
 ���������. /� ������� ����� 
"�
� 	�������� IG  � "�
� ������� MG  	�!
������� �
�������� ���
	�� (4)–(6) 

� ����
� !
	��#�
���
� ������ ijD . 

/� ������� ����� "�
� ������� MG  � *""����	�
� ����
� HG , 	 �
�
�
�, ��� 
!���!
��������, 	�!
������� ������������ ���	����� ��
��� �!���
���, !
���
 (4)–(6), 
�
��	������ ���
	�� 0iu �  ��� �
���
��
�
 !
�� (2), ��
 �
��������� � !������	������� 

i i iR U u� �  � i iR U�  �

�	����	���
 	 MG  � HG ; ���� iU  – !
�� !�����)����, ��
	��-
�	
���)�� ����������
�� ���	����� ��
��� �!���
���. 

������� 
�
�)���
� ����� ?����� 	 �
���	�
� �"�������
� ���� I M HG G GC C  
� ���
	��� (9) �� ����
����
��� �"
������
	��
 	 	��� ������� �������# ����������-
���# ���	����� 
��
�������
 ���	�����# �
*""������
	 !�� ������# !
��������# 
(11), (12); !�� *�
� �	�
 �����	����� ���
	�� �
����
	���� !
 *������ (10). /� 
��
	� 
*�
�
 ������� 
!���������� *""����	��� #������������� �
�!
���
�
 ��������� 
� ����
� ���������# *""���
	, 
����
	�����# �����	��� ���"��
�
 ��
� � �����
�-
�
� ����	�
���� !
	��#�
��� ���
	��������. 

:���� 
���
�, ��� 	��������� *""����	�
� !�
��
��� 	 �����# ���������
� ��
-
��� �!���
��� ��!
������� �� �� �
���� ���# �"��������# ��� '����������, �	
��)���� 
� ������� �������# �������������# ���	����� � ��#
����� ������� !
 !�
��
��� 	��-
��
 �
����� �!���
��� ��������
	, �
���	���)�# �
�!
����. 

?""���� �������� !�
��
��� !�� ��!
������ ��#
��
�
 ��������� ���
��������� 
�
��"������)��
 ��������� �
��� 
�Q�������� 	���
�����	��� ��!
������� � �����-
�� � 
���
	����� ���"��
�
 ��
�, � ����� �����	��)�� 	������� !
	��#�
���
� ��-
���� ������. ��� ���������� ������� r  ���!�����# ������, ��!
������# 	 ������	� 
��!
�������, 	
������� �������� !
	��#�
��� 	��������# ������ �
������ ������� 
� 	��������. A���
	������
, �
�� �����
���# *""���
	 !
	�������. ����������� �-
���� �	������ !�
��
����� #������������� 	�������� � �������, 
�Q����� �
�� 	���-
����� c  � �
!
���������� �
���� �, �, �, 
!�������)�� 
��
��������� 	������� 
���"��
�
 ��
� l r  ( l  – ������ ���"��
� 
��) � *""���� ������ 	 ���������
� 
�
���� (3)–(6). 

&�� �
�����
	���� � ��!
��
	����� ���������
� ��
��� �!���
��� !���	���-
�����
 ������� 
!�������� ������)�� !��������: ������ 	��������, ������ ���"�-
�
� 
�� l  � �����
��� !������� A , ������, ��
 *""����	��� ������ 	�������� � ��-
���� ���"��
� 
�� �
��� �	����� 
� 
�Q���
�
 �
�������� 	��������. 
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A������ 
������ �
���� �������� *""����	�
�
 ������� 	�������� � �
��
� �# 
�
����������. (	
�� �
���� �������� ������� 	�������� � �
��
� �
����������, �� 
"��������� 		
��� �
���� ������������. ?��!�������� !
���	���, ��
 ��� ����# �
�-
��������� 	��������, 0c c� , ������� 
���!����� 	��
�
���!������ ��������� �
�!
���. 
�����
 ��� �
����# ������� 
�Q����# �
�������� 	�������� ��#
���� ������� ����-
���� 
�Q��������� 	 ��������, #���������� ����� �
�
��# ������. ?�
 !��	
��� � ���
-
�� ���������� 
��
�������
� ������ l r  ���"��
� 
��. &����� ����
���"�� 
[21, 22] !
	
���� ��	�������, ��
 �
�� �����
	 �������
	 �� *��!� �# 
���
	���� 	
-
�������, � ���� !�� �	�������� �
���������� �
��� ���������� #������� � ����������-
����, �
��� �
���������� 	�������� �
������� ���
�
�
�
 ������� *c , ����
�
 � 10 %. 

�� ����� !
������, ��
 ������ 	�������� �	������ !�������
�, �
�
��� 
!������-
�� *""����	��� ����� 	��# ��!
	 	��������: � #���������� ����� ���!�����# 	���-
�����, � ����� �������
	. �������, ��
 ��!
��� 
 ����
� !��������, 
!�������)�� 
����� 	��������, ������� � 	��
�
���!����
�
 �
��
���� ���
������ � 	!�
�� �
 
�-
��
	���� ���
���	�# �������
	, �	������ �
!�����
�, ���� !�� *�
� �	
���	� ������ 
��!
������� !�� �
�����
	���� 
������� ����������. ( ���������	���
� ������ *�
 
!���!
�
����� �	������ 	!
��� !���������. ��
 
��
	�	����� �� ���
� 	������ �
�-
��	����# �	
���	 	�������� �� !�
���� �������� �	
���	 �
�!
��� 	 ���� ���
� 
�Q-
���
� �
�� 	��������. �������, ��
 !�������, 
!�������)�� *""����	��� ����� 
	��������, �	������ ��)���	����� � ��	� �� �� ����� 	����� !�������
� !�� �
����-
�
	����. ��� �	�������� *""����	�
�
 ������� � ���� 
���
	���� �������
	 	 �����-
���� ��������� ���
������ ����������� �������� !
	��#�
��� 	��������. A���
	�����-
�
, ����������� 
��
��������� 
�Q�� «�!�
����)��
» ���"��
�
 ��
�. 

( ���!����
� �
��
���� �������� 
������	���. �
������, ��
 #���������� ������ 
���!�����
	����# 	�������� minr r� . A��������, ��
 !�� �
����������, ��	�
� *c , 
�-
��
	���� �������
	 ������	�����, � ����� �������
	 �������������� � ����
	���� 
��	��� max.r  ( ���!�
�� min maxr r rB B  *""����	��� ������ ���
	�������� (�������
	) 
��������� !
 ���
�
�
� �	����
���, �
�
��� 
!���������� ����� 
���
�, ��
�� �����-
���� ��
��������
�
 !�
��
� 
���!���	��� #
�
��� �
����
	���� � *��!������������-
�� �������. ( ���������� 	 ������	� !������ �� ��!
��
	��� *��!������������� 
������, 	���� � ���
�� [22]. &�� 	��
�� �	����
��� ( )r r c�  �
���� ���� !�
������ 
!���	���������� ������� ���
�
� ���# "� !
 ���������
� ��
��� �!���
���. &����� 
������
	 ���	��	����� � ������� ��!������. 

( ��������� ���� !������ ������)�� *��!
����������� �	����
��� ��� �!!�
���-
����� *""����	�
�
 ������� ������ r  	 �	����
��� 
� 
�Q���
� �
�� 	�������� c : 

 max max 0 0( )exp( 0.4( ))r r r r c c� � � � � , 0c cE , 0r r� , 0c c� , (13) 

��� minr  – *""����	��� ������ �
�
����
 ���!���������# 	 ��������� ������ (�
��
�-

���, �
�������
� !�� 0� c� ); maxr  – ������������ *""����	��� ������ �������
	, 
���-

	����# 	 ��������� ��������� ���
������ (���. 2). /� 
��
	� *��!������������# ���-
��# [22] ���� �����
	���� ������)�� ������� !�������
	: 0r  = 1 ���, maxr  = 7 ���, 

0 0,91%,c � "  * 9,17 %.c � "  
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���. 2. ?""����	��� ������ ��������
	����# ������  
	 �	����
��� 
� 
�Q���
� �
���������� 

�����
���� ��!��� �
���� �������� ������ ���"��
�
 ��
� 	 �	����
��� 
� 

�Q���
�
 �
�������� �. �� !
������, ��
 ������ ���"��
�
 ��
� �	���� 
� �
����-
������ *""����	��# 	��������. ?�
� !������� �	������ ������������ ��� ����	��# 
���
������, ��#
��)�#�� 	 ���!����
� �
��
���� !�� �	��#����# �
����������#, 
� ����������� � �
��
� �
���������� 	�������� �, ��
 	!
��� ������	���
, ��� ��� ��� 
�������
	 (�
�
��� ���������� ��� 	�������� � *""����	��� ������
�) �
�� ����	��# 
!
	��#�
���� ���
	�������� ���������. �����������, ��
 !�� �������
� �
���������� 

0c c�  ���"���� ��
� ��#
����� 	 �
��
���� ���������
�
 ����)����, ����
�
 
� !�������
��, �
�
�
� �

�	����	��� ��
���������
�� ������� �"��������# ��
�	 !�
-
�����
��
� "��, ������������� 
!��������
�� "
����
� � � 1 3

00,06 1.l r c �� � �  ?�� 
"
����� �	������ ������	��� ������ ��������
� �!��
	�� �����
	 � �����
����� ���-
�� �������� 2( )l r
  !�� 
�Q���
� �
�� 	�������� � � � �33

04 3 2( ) 0,01 .r l r c� 
 �  ��� 

�	�������� 
�Q���
� �
���������� ����� ���"��
�
 ��
� ����������� ���, ��
 ����� 
���"��
�
 ��
� 
��������� �	��#� �	����
���� � � 1 30,06 1,l r c �� � �  �.�. �� 	�#
��� 

� ������� !�������
�
 ����)����. ( ���������� �	����
��� "������
�
 ������ l  
���"��
�
 ��
� 
� �
���������� �  ���� �!!�
������
	��� ��!���
������
� �	����
-
���� ( )l a r b c d r� 
 �  	 ����
��� #���������# �����	���# @ A0,9cF  � @ A9,20cF . (��
� 

!�������
	 a , b , d  �
���� 
��)���	������ � ���
	�� ���������
 �
	!������ *��!�-
�����������# �����# � ��������
	 �
�����
	���� !������ !�
��
���. 

H��� ��!
��
	��� ��������� *��!������������# ������
	����, !��	������� 	 ��-
�
�� [22], �
 ������	��	����� ������)�� ������� *��# !�������
	: 3,221,a �  0,363,b �  

6,887d �  !�� @ A0,9cF ; 0,00327,a �  0,0756,b � �  0d �  !�� @ A9,20 .cF  ( ���
�� ���� 
!������ �
��������� �� ���. 3 �!�
��
� ������ �	����
��� 	������� ���"��
� 
-
�� 
� �
����������. 

/��
���, 		���� �
����, 
!�������)�� 	������ !�������� ������ ��� *""����	-
��# 	�������� (
� ���!�����# ������ ��!
������� 	!�
�� �
 �������
	). ���	���
, ��
 
��� ���!�����# 	�������� �
�� *�
�
 !�������� �	������ ����
��� ���������
�. ����-
�
������, !��	������� 	 ������# [21, 22], ����	��� �� �
, ��
 ���!������ ������� �	-
������ "��������� �������� �������������. ��� *�
� ��������� *��# 
� ����������-
��� �� !��������� �	��	��� � !���������� ������ �, �
�
��� 
!�������� !�
��
��� 
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�����
��
�
 ��
�, ����	���)��
 
���!���	��� #
�
�
 ����������
	����� ���������-
������ 
��. ��� 
���
	���� �������
	 !������� � ����������� �, �

�	����	���
, 
-
�� ������������� ����	�����. �� !
������, ��
 ���������	����� �
���� ������ 
�����	��� 	������ �����
���# �	
���	 �����"���� �� "
����
	���� �������������
� 
��������� !
������ 	 
�Q��� �, ����
	������
, �� ��#��������� �	
���	� !
������. /� 
�	
�
��
� !
	��#�
��� ����, 
!�������)�� "�����
���� #������������� !
������, 
��������� !
������ �
��� ���� 	 ���������
� ���!��� ��
�. �
*�
�� 	 
�)�� ������ 
!�������, ����
������ !�������� ������ �, �� !
	��#�
��� �
��� !�������� �������, 

������� 
� �����
��
�
 !�������� 	 
�Q���. 

 
���. 3. �
	������ ���"��
�
 ��
� !�� �������� �
���������� ������.  
A!�
���� ����� !
���	��� !������� �	����
��� ������ ���"��
�
  

��
� 
� *""����	�
�
 ������� 	��������. ���������� ����� �

�	����	���  
������ ����)����, �
��� ���"���� ��
� 	#
��� 	 �
����� ����� �
�
� 

��������� ����
	�# ������
	 ��� *��!������������# �����#, !��	������# 	 ���
�� 
[22], ���� �	����
��� ��� �����
��
�
 !�������� A  
� �
���������� ��!
�������, �
-
��������� �� ���. 4. ?�� �	����
��� 
!���������� ������)��� �

��
�������: 

� � � �2 2
0 0 1 1 1exp ( ) ( ) ,A A A A c c c c. /� � � � � 9 
G �4 5  1,c cB  1,A A�  1,c cE  ��� 1 9,c �  1 6,1,A �  

0 320,A �  0,0323,9 �  0,000149;G �  �� �����	��� @ A0,9cF  ������� A  !��	�
 !����� 
� 0A  

�
 1A  � ����� �
#������ !
��
���
� �������. �������� B  !
������� ��	��� ����, !
-
��
���� 	������ !�������� B  
����
�� ������������� 	 ����
� �
����. 

 
���. 4. �
���� !
	������ �����
��
�
 !�������� �  

!�� �������� 
�Q���
� �
�� ������ 
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�
��� 
!��������� �
���� �������� *""����	�
�
 ������� 	��������, ������ 
���"��
�
 ��
� � ����
���# !�������
	 !�
	
����� 
�
���������� ������� !
 
!��-
������� !�
��
��� �
�!
���
�
 ��������� ���
�
� ���# �"��������# ��� �� 
��
	� 
���������
� ��
��� �!���
��� � �������. �
����
	������
��� !��	������# ������
	 

!�������� 	 ���
� ���
���� 
����� !�
��
��� �	�#"���# !
�������# �
�!
��
	 
� ����
- � ���
	����������. 

&����� ��� ��!
�����
� �
	
��!�
��� �
����� 	 �	����
��� 
� �
���������� 
�
��������
	����� �� 
��
	� *��!������������# �����# � ������ [22]; 
�� ���� !��-
	����� 	��� (��. ���. 2–4). 

/� ���. 5 !������	��� ������ *""����	�
�
 !������ !�
��
��� �
�!
��� !
 
!�-
����
� ���
���� 	 �
!
���	����� � *��!�������������� ������� ���
�� [23], !
 �
�
-
��� 
��)���	������ �!!�
��������. 6��"�� �� ���. 5 !
���	��� ��
	���	
�������
� 
������	���
� � �
������	���
� �
������ ��
��������
� �	����
��� � *��!����������-
���� �������, �
���������� �
�����. ?�
 !
��	������� ������� 	��
� �
���� ��� 
*""����	�
�
 ������� 	��������, �
����� ���"�
�
 ��
� (��
� �������������) � ��-
���
��
�
 	������, � ����� �
	
��� 
� *""����	�
��� 	 ���
� !����
����
� ���
����, 

��
	���
� �� ���������
� �
����. 

 

���. 5. ������ !������ !�
��
��� !
 ���������
� �
���� � �������;  
�
��� – *��!������������� ������; �!�
���� ����� – ������  

!
 ���������
� �
���� ���# �"��������# ��� 

 
2. ������!������ $���"�-�+[ ]00��"�� � "!�-���/�� 

 
�����
���� ����
�
�������� �	
���	� !
������
�
 !
������. �
����� �
��"���-

�
	�� 	���������� �
!
��������
�
 ��������� (	�
��� "��) � #���������� �����
� 
	�������� 0l  � 
�Q���
� �
����������� c . A	�� ����� 
��
�������
� �
��� !
	��#-
�
��� 	��������, �����	��)�# 	 �
������, � 
�Q����� �
��������� ������ 
!������-
���� �	����
���� 2/3

slipS Kc� , ��� �
*""������ K  
!���������� !�
��
���� �!��
	�� 
� "
��
� ��!
����)�# ������. &�� ������ �"��������# ������ �
*""������ K  �
��� 
���� 
����� �	�
 ��� �������# �!
�
�
	 �!��
	�� (!�
����, ����������, ������
����-
���) � 	 ���
� �� �����
 �	���� 
� �!
�
�� �!��
	�� ������, 
����	����� 	������
� 

1, 268,K H  
����
 	 *�
� 
����� �� �����	����� �������� "
��� � ���
#
	��
��� !
-
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	��#�
��� ������ ��!
�������. ( ������ ���"�������
� "
��� 	�������� *�
� !������� 
�
��� ���� ��)���	���
 �
�����. 

/� �
�� !
������
� �������, �����	��)�� 	 !�
����� ��
�������, !��#
����� 
�-
�
��������� !
	��#�
��� 2/31 1P slipS S Kc� � � � . �
�
���, ��
 ���� !
�������� ������� 

� 	�������� ����� �������� �
*""������ ������: slipk  � Pk  – �

�	����	���
 �
*""�-
������ ������ 	�������� � !
������
� �������. 

D�
�� 
������ �
*""������ ������ ��� ��
��
�
��
�
 !
 ��������� �
��"����
-
	���
�
 !
������, !���!
�
���, ��
 ��� 	������, 
������# �
*""�������� ������, 
����� ����
 "
����� �����, ����
������ "
����� ����� ��� !
�����	
���� ��
��
�
�-
��# �
�!
��
	 	 
��
����
� !����������. :
��� �
��� �!����� ������)�� �

��
-
�����, 
!�������)�� *""����	��� �
*""������ ������: 

� �2/3 2/3ˆ 1slip slip P P slip Pk k S k S K k c k K c. /� 
 � 
 �4 5 . 

:� �� "
����� �
��� ���� �!����� ��� 
��
��������# �
*""������
	 ������: 

� �2/3 2/3ˆ 1slip slip P slipk k S S K k c K c. /� 
 � 
 �4 5 , sIlip slip Pk k k� , ˆ ˆ
Pk k k� . 

$ *��!�������� �	������� �	������ 	������� k̂ , Pk  ��� 	������� k̂ . ( ������ 

		������ 
��
�������
�
 �
*""������� ������ !����������, ��
 1Pk �  � ���	����
� 

�	������ 	������� k̂ , 
!���������� � *��!������������# �����#. 
��� ��!
��
	���� ���
� �
���� 
��������
� ������� �
*""������� ������ �� �-

	���� 
� !�������� �
��"������ – ��������
�
 "���
�� (#��������
�
 ������ 	�����-
���, ���, ��
 �
 �� ���
�, !�
������
��� ���"��
�
 ��
�), ������	����� 
���
� 	
-
�����)��
 !�� �
�����
	���� ��#��������# �	
���	 (!�
��
���) !
 ���������
� �
��-
��. D�
�� ������ 	������ ���������# *""���
	, !�
�
���� ����
��� ����� 
�
*""��������� ������ � !
�����	
����� ��
��
�
��
�
 �
�!
���, �
 ��� ��� �
�!
-
��� � ����
/���
������
� ��������
�. ������ ��#��������# �	
���	 ��� ���
�
�!
-
��
	, �����	��)�� ���������� *""����, ���� !
������ ����� [28, 32, 33]. ( �����-
����
� ��
��� �!���
��� ���������� "���
�� 
!���������� �����
� ���"��
� 
�� 
� �����
��
� ����	�
���� !
	��#�
��� 	��������. ( �

�	����	�� � !�
�����
� ����-
!�
������
�
 ����������, 
�
�)���
� �� ����������� �
���� [33], *""����	��� ����-
�
��� ��� ��
���
� !���
������
� ��������� 
!���������� !
 ������)�� "
�����: 

 
( )ˆ ( )M I I M M I st I MM M I I k k k k Ak H L k H lk L l

L l Q
9 
 9 � 9 9


� � 




, (14) 

��� l  – ������ ��
� 	��������; (1 ) /L l � �� � , 

( )I M M I st I M
M I

k k AH k L l
Q

9 
 9 � 9 9
� 
 , ( )I M M I st I M

I M
k k AH k L l

Q
9 
 9 � 9 9

� 
 , 

( ) ( ) ( )( )I M st I M M I st I M I M st I I M st MQ k L k l A k k A k k A k k A� 
 
 9 
 9 � 9 9 � � � 9 � 
 9 , 

th ( )
M

M
M L

D
9 �

D
, 

th ( )
I

I
I l

D
9 �

D
, , , ,2I M I M I Mk � ? 
� , , , ,I M I M I MC kD � . 
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7 ��� ����������
�
 ���	����� ��
��� �!���
��� *""����	��� �����
��� ��
���
� 
����� 
!���������� !
 !��	��� ������ (!
 !��	��� ����� ��� 
������# 	������): 

1 1 1ˆ ( ) ( )M Ik k L k l L l� � �� 
 
 . 
�������� �  – 
�Q����� �
�� 	��������, 
!�������� 
��
��������� ����� 	�����-

��� 	 !������	������
� "��������; 
��
��������� ������ ���"��
�
 ��
� 
!��������-
�� !���������� 1

, ,
ˆ ( ) ;I M I Ml �� D  Ast – �
���� ������ ��� ��
���
�
 ���������, 
!����-

���)�� ���������� "���
��, �	������ � �����
��
� ����	�
���� !
	��#�
��� 	���-
�����. 

�
����� ��� �
*""������� ������ � ����
� ���������# *""���
	 !
����� �� 
�-
�
	� ����
��� � !��	��
� ���������� �
���� @���. ( ����������
� �
���� 	 ��
���
� 
����� �
���� @��� ����������� !
 !��	��� ����� ��� 
������# 	������, � �
*""������ 
������ – !
 !��	��� ����� ��� !����# 	������. �
��� ���
�
��# !��
���
	���� � 
"
����� (20) !
����� ����
� ��� #������������, ������# �� !
	��#�
��� ���������. 
�
��� !��	������ �� � ���������� 	�������� !
����� ������)�� 	�������� ��� �
-
*""������� ������ � !
	��#�
����� ����
�
� �����
��
�
 !�������� slipA  	 ������ ��-

!
������ ��������� �"���������� ��������� � ������
� 0r : 

ˆ
Ik k Q� , 

� �� �1 1
(1 ) 1 slip I slip M

slip slip slip
I M slip I M

k A k A
Q S k S A

k A

$ %� 
 9 � � 9
& '� � 
 
 �
& '9 
 9 �9 9( )

� �
�

� , 2/3
slipS Kc� , 

� � 1
1ˆ ˆth (1 )M M Ml l f f

�
�. /9 � �4 5 , � � 1

1ˆ ˆthI I Il l
�

�. /9 � 4 5 , ,
,

0

ˆ I M
I M

l
l

r
� , 

0

slip

P

A
A

r k
�� . 

:�!���, ���� �� ������ 	 !
������
� "
����� ��#
���� 	������� �� 
������� 
(�.�. ����� ��������� 
������� 	������� � ��������
� ���������� ����� ������� 
�-
������ 	�������), �
 !
����� !
��� ���
�
��# !��
���
	���� ������)�� "
����� 
��� �
*""������� ������ � ����
� ���������# *""���
	: 

 

� �� �

0

ˆ ˆ1 (1 ) 1 (1 )ˆ ˆ(1 ) (1 ) ,ˆ(1 )

ˆ .

slip slip I slip slip M
slip slip slip slip

I slip slip M M

slip
slip

k A k A
k S S k A

k A

A
A

r

$ %� 
 9 � � 9
& '� � 
 
 �
& '9 � 9 
9
( )

�

 (15) 

�������, ��
 ����������
� ���������� (!��	��
 ����� ��� !����# 	������) ���� 

!
#
��� "
����� (	 ���	��# �����#): ˆ (1 )classic slip slip slipk S S k� � 
 . 
:���� 
���
�, *""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
���� ����
�
-

��� 
!���������� ����� ���
� �
!
���������# !�������
	: K  – �
*""������, 
!����-
���)�� �!��
	�� � ��
����������� "
��� ��!
����)�# ������� ������; ,Î Ml  – 
��
-

��������� ������ ���"��
� 
�� 	 ������� � 	��������; ˆ
slipA  – !
	��#�
����� ����
� 

�����
��
�
 !�������� ��� �
*""������� ������. 
�
��� !
��
�� !�������
	 ��� ��������� �!!�
�������� *��!������������# ���-

��# � ������ [22] !
������ ������)�� ���������: 0.29slipk � , 3K � , ˆ 10slipA � . ����-
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�� ���"��
� 
�� 	 ������� 0M̂ Ml l r�  	��� � �!!�
�������� !������ !�
��
��� 
(��. ���. 3), ������ ���"��
� 
�� 	
 	�������� ���� 	��� !
��� ��	�
� ���� ���, 
��
�� !������� 710I

�9 � . ( ��������� !
������ ���"�� ��� �!!�
�������� *""����	-
�
�
 �
*""������� ������ !
	��#�
��� 	 �
!
���	����� � *��!�������������� ������� 
(�
���) � ������������ !��	��
� ����� (���. 6). 

 

���. 6. ?""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
����  
����
�
���: �
��� – *��!������������� ������; �!�
����  

����� – ������ !
 ���������
� �
���� 

?�� ������ !
������ !�� !
��
���
� ������� �����
��
�
 !�������� ˆ .slipA  �
��-
������ 	�������� ��� *""����	�
�
 �
*""������� ������ ��!
������# 	��
�
�
����-
�����# !
�����
	 (21) �����	��� ���������� *""���� � 
!�������� �
���� ����
�
-
�������# �	
���	, �
�
��� 	!
��� ��
	���	
�������
 �
��������� � *��!������������-
�� �������. :�� �� ����� ������� ���#
������ � 
��������� *��!�������������� 
�
�����. ?�
 ���#
������ �
��� ���� ��������
, ���� *�
 ��
�#
���
, � ���� 	��
�� 
�	����
��� !
	��#�
���
� ����	�
��� 	 �	����
��� 
� �
���������� 	�������� ˆ

slipA  
(�). $ "�������# �

�������� !
����
, ��
 !
	��#�
����� ����	�
���, 
���	��)�� 
	������ �� 
�� �������������, ���	��� � �
��
� �
���������� 	�������� (*""��� 
	���
	������ � *""��� 
���
	���� �������
	). �
*�
�� 	 ������	� ���
� �	����
��� 
�
��
 !����
���� !
���
������
-*��!
����������� �	����
���. D���
 �
!
�������-
��# !�������
	, 	#
��)�# 	 !
���
�������� �����, �
���
 �

�	����	
	��� ����� *��-
!������������# �
���, ��!
��
	����# ��� ��
������ �	����
���. 7!!�
�������� 
�
��
 ������� �����
�, ���� 
�� 
������� ��
�#
���
� �����
���� � ���� ���������, 
�

�	����	��)�� "������
�� ������.  

&
!�����, ��
 !������� ˆ
slipA  �	������ ���
�
�
� "������� �
���������� 	���-

����� �. �����
��� ������)�� �	����
��� ˆ ( ):slipA �  

� �2 3 4 2
0

ˆ ˆ 1 1 ) exp( ) .slipA A bc dc gc hc c. /� � 
 
 
 
 �94 5  �
��
����� 	 *�
� �	����
��� ������ 

���, ��
�� ��������� ���	�� ��� *""����	�
�
 �
*""������� ������ !�
#
���� ���� 
!��	�� ������ *��!������������� �
���. &�� *��!������������# �
���, !������	���-



Buznik V.M., Lurie S.A., Volkov-Bogorodskiy D.B. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 36–54 

 50

��# �� ���. 6, ��#
����� ������)�� ������� �
*""������
	 	 !��	�����
� 	��� �	�-
���
���: 0,1,9 �  0, 432,b � �  0, 248,d �  0,0917,g � �  0,00762.h �  �������� 0,19 �  
!-
�������� ���!��� �������� !
	��#�
���
� ����	�
��� � �
��
� �
����������, ������� 

0Â  !���������� !�����������
 ��	��� ��� �����
	����
�� ������� 0
ˆ ˆ 10slipA AH � . 

 
���. 7. ?""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
����  

����
�
��� � ����
� !��������	
��� �����
��
�
 !�������� 

/� ���. 7 !������	��� ������ *""����	�
�
 �
*""������� ������ !
 ���������
� 
�
���� ����
�
��� (21) � ����
� !�������
�
 #�������� !�������� ˆ

slipA  	 �
!
���	����� 
� *��!�������������� �������.  

 
Q���^#���� 

 
( ���
�� �����
����� !
�������� �
�!
��� �� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 

!
��*������, �
��"����
	����� !���� 		������ ��!
������� (	�
�
� "��) 	 	��� ���-
�
/���
�������# 	��������. �����
���� �
���� ��� 
!������ � !�
��
� ��
������# 
��#��������# � ����
�
�������# �	
���	, #���������# ��� ����# !
�������# �
�!
�-
�
	 !�� �
��"����
	���� �# ���!������� ��!
��������� 	 
!��������
� ���!�
�� 
�
����������. 

�
����
, ��
 ��!
��
	���� ���������
� �!���
��� 	 �
	
��!�
��� � �
����� *"-
"����	�
�
 ������ 	�������� � �
����� �����
���# �	
���	 !
	
���� ������ ���-
������� *""����, !�
���� ���
�������, �������� ��������� ���"��
�
 ��
� 	 �	�-
���
��� 
� ����
	
�
 �
�������� 	�������� ��!
�������. (	������ !
����� *""����	-
�
�
 ������� 	�������� ��!
������� � !��	������� �!���"�����
� �
���� ������ 
!
	
���
 �
�����
	��� ���
�
�
���� �	����
��� ��#��������# �	
���	 
� �
����-
������ 	��������, �
�
��� 
!�������� ����	����� �
���� �������� ��������� ���-
"��
�
 ��
� � ��������� 
�Q���
�
 �
�������� ������ ��!
������� ��� ���������-
	����# ��!
	 !
�������# �
�!
��
	. 

(!��	�� !����
���� �
���� "�����
���# �	
���	 ��� �
��"����
	����# 	��
�
-
�
���������# !
�����
	. %����
	���
, ��
 ����� �
����� ��#��������# �	
���	 � �
-
����� ������ ������� 
!���������� !������	���
���, !
��
���� ���� ���������# *"-
"���
	 ��� �
*""������
	 ������ !
����� � ��!
��
	����� �	����
��� *""����	�
�
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������ 	�������� (���������� !�������) 
� �
���������� ��!
�������, �������
� 
!�� !
���
���� �
���� ��#��������# �	
���	 �
�!
��
	. �
����
, ��
 !���!
�
����� 

� ����
��� ����� �
*""������
� ������ � ��#���������� #��������������� !
�����-
	
��� �	������ !���������. A ��!
��
	����� *�
� ����
��� ���� !����
���� ���
���� 

����� "�����
���# �	
���	 (�
*""������� ������) ��
��
�
���# !
�������# �����-
���, �����	��)�� �����	������� #������� �	����
��� *�
� #������������� 
� �
����-
������ �
��"������)��
 ��!
�������. 

 
$�����
	���� 	�!
����
 � ���� ������ �
������
�
 �����
�
 "
���  

(!�
��� 14-33-00032). 
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