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��� ���
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 "������>��� � �������� �#�
� ������ � �"�
���������� 
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��#���>��� ������� �� �
����
����� "����
���� #
� � 
������
��� ������
��#. (�����	��� "�������� � "�������� ����#�� ���������
� �
���� ��������-
���� ��
���� "
#�
��>� ��������� 
�
	���
��� ��������������� �
�������
-
������ "
�����
�, ���#����� � ���, ��
 ������� ��"
�������� �� ��
����� 
"��-
�������� �� �
	��������� ��
������� ��"
�������, � �#�������� �
��
�
��� 
"
������, �.�. �
����
������ #
� ���������#���� "
������ � 
������
��� ���-
��� ��"
�������, ���"��������
�
 "
 
	T���. ��� �
�����
����� ������
����
��
���� ��"
������� ���
�
�
���������� "
�����
� � ����
� ������	��� !����-
�
� "����������� �
����, 
��
������ �� ����
��� �
!��������
� ������ "
�����
-
���
-��
��
�
���� �������� � ������������� ���������������� "
������
��� ��
�-
�
�
��
�
 ���������, �
��� «���	��» ��#� 
"�������� !���������� ��
�����.
*
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�������
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��#
������ 
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��
����� ��� !���������� "
������
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������
�
 ������#�
�
 �
�"
-
#���, �������
�
 � ������ ���������
� �
���� �"���
��� � 
��
����
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���, "
#�
���� �
�
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�
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!�����-
���� ������ 
� �
���������� ��"
������� ��� ��������������� "
�������� �
�"
-
#��
�. *�������������, ��
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����� �

��
����� 	���� "
��#�� ��� "�
��
#�
��
���� "�
���������� ����������
���� "
�������� "
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 This work presents simulated mechanical and frictional properties of polymer com-
posite materials derived from the ultra-high molecular weight polyethylenes which are 
widely used as units of friction and sealing elements in different types of modern technol-
ogy and medicine. There authors considered the two-phase polymer composites ob-
tained by modifying the high molecular weight polymers by introducing micro- and 
nanoinclusions. Such materials tend to clear manifestation of scale effects, consisting of 
the non-monotonic dependence of the mechanical properties and tribological characteris-
tics on the inclusion concentration and on characteristic size of inclusions. In order to
register the scale effects it is proposed in this work to use first order gradient models which 
describe not only the non-local (gradient) effects in volume but also interfacial effects that 
affect the formation of transition zones in the vicinity of phase boundaries. Scale and sur-
face parameters of gradient model of mechanical properties allow to take into account the 
peculiarities of the considered modified polymers, associated with the fact that the effect of
fillers on properties is determined not with the own properties of the filler, but with the
change of polymer morphology, i.e. with the forming of polymer crystallization zones in the
vicinity of particles of filler distributed in volume. In order to simulate scale effects on the
frictional properties, we proposed a model based on the analogy of the friction coefficient of 
inhomogeneous surface structures with mechanical characteristics of compliance of inho-
mogeneous material, when the "weak" phase defines the effective properties. It is shown
that the use of this analogy simultaneously with the use of relations for effective complianc-
es of periodic two-phase composite, found under the gradient model of elasticity in the one-
dimensional approximation, allows a good description of typical non-monotonic dependenc-
es of the friction coefficient on the concentration of filler for the considered polymer compo-
sites. It appears that the proposed equations will be useful for the prediction of the proper-
ties of designed anti-friction polymer coatings. 
 

© PNRPU

Keywords: 
polymer composites,  
micro/nano inclusions,  
scale effects, coefficient  
of friction, modeling,  
mechanical properties,  
gradient theory 

 

 
 



Buznik V.M., Lurie S.A., Volkov-Bogorodskiy D.B. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 36–54 

 38

�������� 
 
'
�!

���
���� ��������� �� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ 
�-

������ ��
���� 	������ �	
���	���, ������ ��� ��
�
� 
������� !�
��
���, �������-
��� �!
�
��
��� � !
��
)���� 	��
�
��
�
���
�
 �����, #��������� � ��
�
�������� 
������
���, ��!�
#�� !�
��
����� !
��
�����, 	��
��� �
�
�
��
��
��� [1, 2]. 

>� ���� �	
�# ���������# �	
���	 ����� �
�!

��� 	 !
������� 	���� ���
�
 	
�-
����
	��� 	 �����
���
����, ��������, !�� �

����� �
��������� 	 �	�����
����, �	-
�
�
�������
���� � !�. (��
��� ��#�
�
����
���, 	��
��� ��������
��� �	
���	 !�� 
�
������� ���!������ � ���
	�����
 ��
��� �
*""������ ������ [3, 4], �	��#��
��� 
"�����
���� �	
���	� [5–10] ������ ����� ��������� !��	������������ � !�� !�
��-
���
	���� *������
	 
�
���
	����, *��!��������)��
�� 	 *�����������# ���
	��# 
'������
 A�	���, 	 �����
���, 	 ������	� ����"�����
���# !
������. 

�
� �
��"����
	������ �	�#"�
���� !
�������� 	 ���
�� !
�������� !
������ 
�� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ � ��!
�������� (	�
��� "�
�) 	 	��� 
���!�����# ����
/���
��
�����# 	��������, 	��������# 	 !
�������� ������� 
� !
�
)�� ���
�
	 ��#�������
� ����	���� � ���# #����
-��#�
�
�������# !����
	 
[11, 19]. ( ���� ������ 
���������, ��
 ��� ��
��# !
�������# �
�!

��
	, �
��"���-
�
	����# ����
- � ���
��
������� 	����������, #��������� ���
�
�
���� 
�	����
-
��� "�
��
-��#��������# �	
���	 
� �
���������� 	�������� [20, 21]. ( ���
�� [22] !
-
��
�	�����, 	 �����
���, ��
 ��� �
��"����
	����# !
�����
	 !
�
���� 
�	����
��� 
����� ����
 ����� ��� !�
��
����# � ����
�
�������# �	
���	. �
 	��� 	����
���, ��-
�
�
 �
�� ���
�
�
���� 
�	����
��� �	������ !�
�	������ ���������# *""���
	, ��
 
!
�
���� *""���� �
	����� ��� ��
�����# ��!
	 �
�!

��
	. 

���
	�
� ����� ���
�� �	������ ��
���
��� �
���� "�����
���# �	
���	 �
��"�-
���
	����# !
�����
	, �
�
��� �� �����	��� ���������� *""���� � ��	��� �� #����-
������ ��� ����# �
�!

��
	 
�	����
��� 
� �
���������� ��!
�������, ����	����� 
����)���� 	 ���������� *��!������������� ������. A ����
� ��
�
��, ��
������� 
*��!������������# ������
	���� !
��
�	���, ��
 ����� ��#��������� #������������� 
���������	����# �
�!

��
	, ��� �	���
��� � !�
��
���, ����� !�
�	���� !
�
��
� 
��
�����
� !
	������ � �
��
� �
���������� ��!
�������. �
*�
�� 	 !������"� 1 ��-
��
�)�� ���
�� !������	���� �
����, !

	
���)�� �
�����
	��� ��#��������� �	
���-
	� �
�!

��
	. >���� 	 !������"� 2 !����������� �
���� ����
�
�������# �	
���	. 
( ������ �� �����	����� 	������ �����"� !
	��#�
��� �� �
*""������ ������. 

&�� �
�����
	���� � !�
��

� ��#��������# �	
���	 !
�������# �	�#"�
��# ��-
!
������# �
�!

��
	 � ����
/���
	���������� !��	�������� ����������� ��
��� ��-
"
������, �
�
��� 	������� !�������� ��
����
��� ����� � !
*�
�� 	!
��� !
�#
��� 
��� �
�����
	���� ���������# *""���
	. $�!
��
����� ����������� ����������� �
-
����, !

	
���)�� ������ ���
������� *""���� 	 
�Q��� � ����
�
���� ���"�
��� 
	
���
�����	�� �� �������# "�
 [23, 24]. (�������� ��!
������� ��������� �"�����-
����� � *""����	��� ������
�, �����)���� � �
�������� 
�Q���
� (����
	
�) �
�-
��������� 	��������. ?""����	��� ������ ��������� ��	��� ������� �

���
	����# 
����
/���
	�������� ��� ������ ��!
�������, ���!����
 ���!���������# !
 
�Q��� 
!
������
� �������, ��� #��������
�� ������� �������
	 ��!
������� 	 ������ 
�Q�-
������� ������ 	 ���
������ !�� 
����������# �
����������# ��!
�������. 
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��
����� 
!��������� *""����	��# ��#��������# �	
���	 �
��"����
	���
�
 !
-
������ �������� !���� !��	������� 
�
�)���
�
 ���
�� 
��������� ?����� ���# "�
 
� ���
�� ���������# ��
������� [23, 25], !

	
���)��
 !
������ �����������
� ����-
��� !�
����� 	 ������ �"��������# 	��������. ���������	����� ����������� �
���� 
��
��� �!���
��� !
��
���� 
!���������� "�����
���
� *������, �
�����)�� !
���
 
�����������# ��������# �
!
���������� ���������, #��������
��)�� ���
������� 
� !
	��#�
����� �	
���	� ���"�
��# ��
�	 	 
������
��� ������ "�
: 

 21 2 ,
2 ij ij i i ij i jE C u u dV D R R dV

>

$ %
. / 	� ?� � 
 �� 
 �& '4 5& '

( )
� � � �  (1) 

��� iR  – �
�!
����� 
�)��
 !
�� 	���
�� !�����)����, * +iR�R ; ij�  � �  – �

�	����-
	��)�� ��� �
�!
����� ���

�� ��"
������ � ��!������ �"�������
�
 ���

�� ��"
�-
����� (
�Q���
� ����������); i iR R n�� �� , * +iR� �R = ; ,? �  – �
*""������� I���; C  – 

�
!
���������� "�
������� !
��
����� �
���� (�������������� �
����), �
�
��� 
!��-
������ �
��
�
���� 	
���
�����	�� [23], !
��
����� C �
��� ���� !������	���� 	 	��� 

2
0C l� ? ; 0l  – ���������� !������� ��������� (��
����
��� �����); 

( )ij i j ij i jD An n B n n� 
 ; �  – ���

���� �������, 
!���������� �	��� �
!
����������� 
��������������� �
������ A  � ,B  
���!���	��)��� ���� ����
�
���# !
	��#�
����# 
*""���
	 	
���
�����	�� ������� 	�������� >  � �������; iu  – �
�!
����� 	���
�� 
!�����)���� �
��
�
��
�
 !
��, 
!�������)�� ����������� �	
���	� ���"�
�
�
 ��
� 
� ������������� 	���������� ����
 
�)�� !
�� !�����)���� !
 "
����� [25] 

 � �2
,( )i i i ij ju R C L R C� � ? � 
 ? 
 � � � � . (2) 

>������, ��
 ��!
��
����� �
���� ����
�
���# 	
���
�����	�� 	 (1), 
!���������� 
!
	��#�
���
� !�
��
���� *������ ��"
������ ,ij i jD R R� �  ���
	�, ��
 
�� �
!������ !
�-
��� ��
��"������ �
����� 	 
��
����� !
�� !�����)���� �� ������� "�
, 
����
 �
��-
���� �������������� �
������� ��������� ���
	��. ��� �� �	������ �
����� 6������–
����
#� [26], �
 �
��� ���������	����� ��� 
�
�)���� �
���� A���������–������ [27]. 
����!
��������, ��
 ����� �
���� ����
�� !

	
��� #��������

	��� �	
���	� � �������-
�� ���"�
�
�
 ��
� 	 
������
��� 	�������� !�� �������
� �
������ � �
��� 
����� 
����������
� �!���
���. 

(������
��
� ��	����	
 ��� "�����
���� I�������, !
������
� � ��!
��

	����� 
!
���������
� *������ (1), ���� �������������� �
���� ���������
� ��
��� ��"
���-
���. &�� 
����� 
 ��"
����
	���� �	�#"�
�
�
 �
�!

��� 	������
���� !
����
	�� 
!��	
��� � ����	
� 
����� � ��
�����)�� ���	������ 
�
�)���
� ��
��� �!���
��� 
���	���
�
 !
����� � �������� ���
	���� �
!������� �� !
	��#�
��� 	�������� [26]: 

 ( ) 0CLL C� 
 �R F , ( ) ( )CL L C� �R R R , (3) 

 @ A 0. /� �4 5
�R R , ( ) ( ) 0i n ij jM D R. / � �4 5

�u , ( ) ( ) ( )i n i k k iM u u n n� �? � ?
�u , (4) 

 @ Aˆ( ) ( ) 0i ip p� �U u , � �( )i i k k i i k kp U n U x n U x� ? 
 � � 
� � ��U , (5) 
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 � � � �ˆ ( ) ( ) 2 (4 )i k k i i n i k k n ip n u x n u n u x u u r. /� � ? 
� � � � 
 � � � � ? 
�4 5� �u . (6) 

��� F  – 	���
� !�
��
��� 	�����# �����

� 	 
�Q��� ����; * +iRR =  – 	���
� !
���# !�-

����)����; * +iUU =  – 	���
� ����������
�
 !
�� !�����)����, ��
	���	
���)�� 

���	����� ����������
� ��
��� �!���
���; * +iuu =  – 	���
� �
��
�
��
�
 !
�� !�����-
)����, ��
	���	
���)��
 ������������
�� ���	����� ��
��� �!���
��� � 
!����
�
�

( )CL 
 ; ˆ( ), ( )i ip pU u  – 	���
�� ��!������� �� !
	��#�
��� �
������, 
�!������� 
��
-
�������
 �����������# � �
��
�
���# !�����)����. 

A�������� 
!����
�� ��
�����)��
 ���	����� (3) !
��
�	���, ��
 
�)�� !
�� !���-
��)���� * +iRR =  
����� �
��� ���� !������	���
 	 	��� ����� �	�# �
���	���)�#: 

����������
�
 !
�� !�����)���� * +,iUU =  ��
	���	
���)��
 ���	����� ����������
� 

��
��� �!���
���, � �
��
�
��
�
 !
�� !�����)���� * +,iuu =  ��
	���	
���)��
 ������-

������
�� ���	����� ��
��� �!���
��� � 
!����
�
� ( )CL 
 , ,� �R U u  ( ) 0,L 
 �U F  

( ) 0.CL 
 �u F  /� 
��
	� *�
�
 �	
���	� !
�����
 
�
�)���
� !������	����� ��!�
	���–
/������, 
!�������)�� 
�)�� ������� ���������
� ��
��� �!���
��� ����
 	�!
�
��-
������� !
��������, ��
	���	
���)�� ���	������ 6�����
���� � �����
��; ��� 
��
-
�
��
�
 ���	�����, �
�
�
� ����� ��!
��

	����� 	 *�
� ������, 
�
 ����� 	�� 

 � � � �� �(0) (0) *
, ,

( ) 4 (1 ) ( )i i i j j j j j i
R P f f x f + f f� � ?� ? �: � , 

2( )
�

: �
?
�

, (7) 

 � �2 0i if C f� � ? = , � �2 * *(2 ) 0i if C f� � ?
� � , 2 (0) 0if� � . (8) 

A ������������
� �
��� 
����� !�����)���� 	 (7) 
!���	����� 	 
��
�
��
� 	��� 
����
 	�!
�
��������� !
��������, ��
	���	
���)�� !�
���� ���	������ 6�����
���� 
� I�!����. ( ����
�)�� ���
�� *�
 !������	����� ��!
��
����� ��� !
������� 	 �������-
����
� "
��� ������� 	�!
�
��������# 
���� (
�
�)���
� 
����� ?�����) 	 ����
���-
�
� 
������ � 	���������� �"�������
� "
���, ��!
��
����# ��� !
������� 
����� 
*""����	��# #������������ ��������
	 �� 
��
	� 	��
�
�
���������# !
�����
	 � ��-
!
�������� 	 	��� ����
- � ���
������. 

�
���� "�����
���# �	
���	 ���
���� 	 ������� ��
���� �� 
��
	� "�
�����
� ���-
�
��� ����� *""����	��� �
*""������
� ������ ��
��
�
���# �������� � #��������-
����
� �# *""����	�
� !
�����	
���. A���� ���
� ����
��� �
��
�� 	 �
�, ��
 �����
 
«������» "�
� 
!�������� *""����	��� �	
���	�. 

 
1. ������!������ ]00��"����( &!�#���"� $���0�>�!�����+[ 
&���$�!�� �� �0�!�#����$� ���^#����$� 

 
( ���
��# [23, 24, 28] ��
��� ���"�
�
�
 ��
� ��!
��

	����� ��� 
����� *""����	-

��# �
����� �!���
��� ��!
������# �
�!

��
	, �����
	����# ���
��
������� 	���-
�������. �����
 *��!������������� ��
������� ��� !
�������# �
�!

��
	 �� 
��
	� 
	��
�
�
���������# !
�����
	, ��� !��	��
, �
������ ��"
������ 
 !�
��
��� ��� 
�	���
��� !
 �
��. �����
���� 	

�
��
��� ��!
��

	���� ��
���
����
� ����� ���
-



�!"�
� �.�., �!�#� �.�., ������-��$���%��
& '.�. 
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���� ��� 
����� *""����	��# !�
��
����# �	
���	 ���������. /������
 ���������, ��
 
��� ���������	����# �
�!

��
	 	 ���!�

�� #���������# ��� ��# �	
���	 ����� ����
 
�
�������� ����� !�����
� !�
��
��� � �	���
���� !
 �
��. A ����
� ��
�
��, 	 ���
-
��# [29, 30] !
��
��
, ��
 ����� ����
 � �������� �
�������� ����� �	���
���� !
 �
�� 
� �
����� �!���
��� ��� !
�
���# !
�����
	. ��� *�
� !����������� *�!��������� 

����� �	�
� ��� *��# #������������: 0, 0981(56 7, 66 ) (0,137505 (254 2,554 ))E s s� 
 � , ��� 
s  
�

������ �	���
��� !
 �
��, � E  – �
���� @���. 6��"�� �� ���. 1, �

�	����	��)�� 
���������	���
� 
�	����
���, !
��
�	���, ��
 	 ���!�

�� !�����
	 !�
��
���, #�������-
��# ��� �
������# !
�������# �
�!

��
	, 
�	����
��� ����� E  � s  ���
�� � �����-
�
�. :���� 
���

�, ��� 	��������� *""����	�
� !�
��
��� �
��� ��!
��

	����� �� �� 
����������� �
���� � ��#���� ���
�� ���# ��� [31], ��
 ��!
��

	����� ����� ��� 
����� 
*""����	��# �
����� �!���
���. 

 

���. 1. >�	����
��� �
���� @��� 
� �	���
��� !
 �
��  
��� !
�������# ��������
	 

�
���� *""����	�
� !�
��
��� !
������
�
 �
�!

��� ���
���� �� 
��
	� ���
�
-
����
	���
�
 ���
�� ���# �"��������# ��� * +0IG r r� B , * +0 1MG r r r� B B , * +1HG r r� B , 
���������# ��� 	��������, ������� � *""����	��� �����, 	 �
�
��� !
��������� ��
�-
�
�
���� ������ I MG GC . %��
	��� 
!��������� *""����	��# #������������ ��� HG  
�	������ ����	
� !����)���� *������ 	 *""����	�
� �����, ��#
��)���� 	 �
��
���� 

��
�
��
� ��"
������ (0)

ij� . ������������� *�� ���
	�� 	��������� ���	������� 

 (0)( ) ( )i iR P U P� , (0) (0)( )i ij jU P x� � , * +1 2 3, ,P x x x� �� ; (9) 

 � � � �(0)
0 0

H

i i i
G

E p U p U dV
�

. /	 	� � �4 5� U U . (10) 

( ���
��# [24, 26] !
��
��
, ��
 "
��� !����)���� *������ E 	  
�����
	� ��� 
���# 
�
����� – ����������
� � ���������
�, ���� 	 ������	� iU  ���������	��� 	����� �
���
 
������������ �
���	���)�� 
�)��
 !
�� !�����)����. 

A��
�
����
	����� ���
� ���# �"��������# ��� ���!�
���������� �� ������ �����-
����
� ��
��� �!���
��� � !
�
)�� 
�
�)���
�
 !������	����� ��!�
	���–/������ 
(7), (8), 	 �
�
�
� !
�������� (0)

if , if  � *
if  ����� �!��������� 	��: 
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 (0) ( )
1 0

H�f f , (0) 3 ( )
2 0

Hr��f f , � �(0) 3 ( )
3 0div Hr�� �f f , � �(0) 7 3 ( )

4 0div Hr r�� �f f , (11) 

 ( )
1 1 0( ) Hh r�f f , ( )

2 1 0
ˆ ( ) Hh r�f f , * * ( )

3 1 0( ) Hh r�f f , * * ( )
4 1 0

ˆ ( ) Hh r�f f , (12) 

��� � �3
1( ) ch ( ) sh ( )h r r r r r�� D D � D , � �3

1̂( ) sh ( ) ch ( )h r r r r r�� D D � D  – ���������� "������, 


�	���)�� 
� ��������
�
 !�������� 2(1 ) ;C ED � 
:  ( )
0

Hf  – 
��
�
���� 	���
���� 
����
�������� !
���
� !��	
�
 !
�����, 
����)�� ����!�
���� �� ����
����
���, 

*
1 ( )h r  � *

1̂ ( )h r  
!���������� ���� �� "
������� � 
����
� D  �� ���������� !������� 
* (0,5 ) (1 )D � D �: �: . >������, ��
 	�� !
�������� (11), (12) ��
	���	
���� ��
�#
��-

��� ���	������ (8). ( ������ !��������� ���������
� �
���� ���# �"��������# ��� ��� 

����� !������ !�
��
��� �
�!

��� 	����
 �
���� @��� E  	 �

��
�����# (11), (12) 
!
���
���	����� !����� !�
��
��� ��� �

�	����	��)��
 ���������. /� ������� ����� 
"�

� 	�������� IG  � "�

� ������� MG  	�!
������� �
�������� ���
	�� (4)–(6) 

� ����
� !
	��#�
���
� ����
�� ijD . 

/� ������� ����� "�

� ������� MG  � *""����	�
� ����
� HG , 	 �
�
�
�, ��� 
!���!
��������, 	�!
������� ������������ ���	����� ��
��� �!���
���, !
���
 (4)–(6), 
�
��	������ ���
	�� 0iu �  ��� �
��
�
��
�
 !
�� (2), ��
 �
��������� � !������	������� 

i i iR U u� �  � i iR U�  �

�	����	���
 	 MG  � HG ; 
���� iU  – !
�� !�����)����, ��
	��-
�	
���)�� ����������
�� ���	����� ��
��� �!���
���. 

������� 
�
�)���
� 
����� ?����� 	 �
���	�
� �"�������
� ���� I M HG G GC C  
� ���
	��� (9) �� ����
����
��� �"
������
	��
 	 	��� ������� �������# ����������-
���# ���	����� 
��
�������
 ���
	�����# �
*""������
	 !�� ��
����# !
��������# 
(11), (12); !�� *�
� �	�
 �����	����� ���
	�� �
����
	���� !
 *������ (10). /� 
��
	� 
*�
�
 ������� 
!���������� *""����	��� #������������� �
�!

���
�
 ��������� 
� ����
� ���������# *""���
	, 
����
	�����# �����	��� ���"�
�
�
 ��
� � ����
�
�-
�
� ����	�
���� !
	��#�
��� ���
	��������. 

:���� 
���

�, ��� 	��������� *""����	�
� !�
��
��� 	 �����# ���������
� ��
-
��� �!���
��� ��!
��
����� �� �� �
���� ���# �"��������# ��� '����������, �	
��)���� 
� ������� �������# �������������# ���	����� � ��#
����� ������� !
 !�
��
��� 	��-
��
 �
����� �!���
��� ��������
	, �
���	���)�# �
�!

����. 

?""���� �
������� !�
��
��� !�� ��!
������ ��#
��
�
 ��������� ���
��������� 
�
��"������)��
 ��������� �
��� 
�Q�������� 	
���
�����	��� ��!
������� � �����-
�� � 
���

	����� ���"�
�
�
 ��
�, � ����� �����	��)�� 	������� !
	��#�
���
� ��-
��
�� ������. ��� ���������� ������� r  ���!�����# ������, ��!
��
����# 	 ������	� 
��!
�������, 	

������� �������� !
	��#�
��� 	��������# ������ �
������ ������� 
� 	��������. A���
	������
, �
�� ����
�
���# *""���
	 !
	�������. ����������� 
�-
���� �	������ !�
��
����� #������������� 	�������� � �������, 
�Q����� �
�� 	���-
����� c  � �
!
���������� �
���� �, �, �, 
!�������)�� 
��
��������� 	������� 
���"�
�
�
 ��
� l r  ( l  – ������ ���"�
�
� 

��) � *""���� ����
�� 	 ���������
� 
�
���� (3)–(6). 

&�� �
�����
	���� � ��!
��

	����� ���������
� ��
��� �!���
��� !���	���-
�����
 ������� 
!�������� ������)�� !��������: ������ 	��������, ������ ���"�
-
�
� 

�� l  � ����
�
��� !������� A , ������, ��
 *""����	��� ������ 	�������� � ��-
���� ���"�
�
� 

�� �
��� 
�	����� 
� 
�Q���
�
 �
�������� 	��������. 
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A������ 
������ �
���� �
������� *""����	�
�
 ������� 	�������� � �
��
� �# 
�
����������. (	
�� �
���� �
������� ������� 	�������� � �
��
� �
����������, �� 
"��������� 		
��� �
���� ��������
����. ?��!�������� !
��
�	���, ��
 ��� ����# �
�-
��������� 	��������, 0c c� , ������� 
���!����� 	��
�
���!������ ��������� �
�!

���. 
�����
 ��� �
����# 
������� 
�Q����# �
�������� 	�������� ��#
���� ������� ����-
���� 
�Q��������� 	 ��������, #���������� ��
��� �
�
��# ������. ?�
 !��	
��� � ��
�
-
�� ���������� 
��
�������
� ������ l r  ���"�
�
� 

��. &����� ����
���"�� 
[21, 22] !

	
���� ��	�������, ��
 �
�� ��
���
	 �������
	 �� *��!� �# 
���

	���� 	

-
�������, � 
���� !�� �	�������� �
���������� �
��� 
���������� #������� � �������
���-
����, �
��� �
���������� 	�������� �
������� ���
�
�
�
 
������� *c , ���
�
�
 � 10 %. 

�� ����� !
������, ��
 ������ 	�������� �	������ !�������
�, �
�
��� 
!������-
�� *""����	��� ��
��� 	��# ��!
	 	��������: � #���������� ��
��� ���!�����# 	���-
�����, � ��
��� �������
	. �������, ��
 ��!
��
� 
 ����
� !��������, 
!�������)�� 
��
��� 	��������, ������� � 	��
�
���!����
�
 �
��
���� ���
������ � 	!�
�� �
 
�-
��

	���� ���
���	�# �������
	, �	������ �
!�����
�, ���� !�� *�
� �	
���	� ������ 
��!
������� !�� �
�����
	���� 
������� ���
�������. ( ���������	���
� ������ *�
 
!���!
�
����� �	������ 	!
��� !���������. ��
 
��
	�	����� �� ���
� 	������ �
�-
��	����# �	
���	 	�������� �� !�
���� �
������� �	
���	 �
�!

��� 	 ���� ���
� 
�Q-
���
� �
�� 	��������. �������, ��
 !�������, 
!�������)�� *""����	��� ��
��� 
	��������, �	������ ��)���	����� � ��	� �� �� ����� 	����� !�������
� !�� �
����-
�
	����. ��� �	�������� *""����	�
�
 ������� 
� ���� 
���

	���� �������
	 	 ��
���-
���� ��������� ���
������ ����������� �������� !
	��#�
��� 	��������. A���
	�����-
�
, ����������� 
��
��������� 
�Q�� «�!�
����)��
» ���"�
�
�
 ��
�. 

( ���!����
� �
��
���� �������� 
������	���. �
������, ��
 #���������� ������ 
���!�����
	����# 	�������� minr r� . A��������, ��
 !�� �
����������, ��	�
� *c , 
�-
��

	���� �������
	 
������	�����, � ��
��� �������
	 �������
������� � ����
	���� 
��	��� max.r  ( ���!�

�� min maxr r rB B  *""����	��� ������ ���
	�������� (�������
	) 
��������� !
 ���
�
�
� 
�	����
���, �
�
��� 
!���������� ����� 
���

�, ��
�� ��
���-
���� ��
��������
�
 !�
��

� 
���!���	��� #
�
��� �
����
	���� � *��!������������-
�� �������. ( ���������� 	 ������	� !������ �� ��!
��

	��� *��!������������� 
������, 	
���� �
 ���
�� [22]. &�� 	��
�� 
�	����
��� ( )r r c�  �
���� ���� !�
������ 
!���	���������� ������� ���
�
� ���# "�
 !
 ���������
� ��
��� �!���
���. &����� 
������
	 ���	��	����� � ������� ��!������. 

( ��
������� ���� !������ ������)�� *��!
����������� 
�	����
��� ��� �!!�
���-
����� *""����	�
�
 ������� ������ r  	 
�	����
��� 
� 
�Q���
� �
�� 	�������� c : 

 max max 0 0( )exp( 0.4( ))r r r r c c� � � � � , 0c cE , 0r r� , 0c c� , (13) 

��� minr  – *""����	��� ������ �
�
����
 ���!���������# 	 ��������� ������ (�
��
�-

���, �
�������
� !�� 0� c� ); maxr  – ������������ *""����	��� ������ �������
	, 
���-


	����# 	 ��
������� ��������� ���
������ (���. 2). /� 
��
	� *��!������������# ���-
��# [22] ���� �����
	���� ������)�� 
������� !�������
	: 0r  = 1 ���, maxr  = 7 ���, 

0 0,91%,c � "  * 9,17 %.c � "  



Buznik V.M., Lurie S.A., Volkov-Bogorodskiy D.B. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 36–54 

 44

 

���. 2. ?""����	��� ������ ��������

	����# ������  
	 
�	����
��� 
� 
�Q���
� �
���������� 

�����
���� ��!��� �
���� �
������� ������ ���"�
�
�
 ��
� 	 
�	����
��� 
� 

�Q���
�
 �
�������� �. �� !
������, ��
 ������ ���"�
�
�
 ��
� 
�	���� 
� �
����-
������ *""����	��# 	��������. ?�
� !������� �	������ ������������ ��� ����	��# 
���
������, ��#
��)�#�� 	 ���!����
� �
��
���� !�� �	��#����# �
����������#, 
� ����������� � �
��
� �
���������� 	�������� �, ��
 	!
��� ������	���
, ��� ��� ��� 
�������
	 (�
�
��� ���������� ��� 	�������� � *""����	��� ������
�) �
�� ����	��# 
!
	��#�
���� ���
	�������� ���������. �����������, ��
 !�� �������
� �
���������� 

0c c�  ���"�
��� ��
� ��#
����� 	 �
��
���� 
���������
�
 ����)����, ���
�
�
 
� !�������
��, �
�
�
� �

�	����	��� ��
���������
�� ������� �"��������# ��
�	 !�
-
�����
��
� "�
�, ������������� 
!��������
�� "
����
� � � 1 3

00,06 1.l r c �� � �  ?�� 
"
����� �	������ ������	��� �����
� ��������
� �!��
	�� �����
	 � �����
����� ���-
�� �������� 2( )l r
  !�� 
�Q���
� �
�� 	�������� � � � �33

04 3 2( ) 0,01 .r l r c� 
 �  ��� 

�	�������� 
�Q���
� �
���������� ��
��� ���"�
�
�
 ��
� ����������� ���, ��
 ����� 
���"�
�
�
 ��
� 
��������� �	��#� 
�	����
���� � � 1 30,06 1,l r c �� � �  �.�. �� 	�#
��� 


� ������� !�������
�
 ����)����. ( ���������� 
�	����
��� "�
�����
�
 ��
���� l  
���"�
�
�
 ��
� 
� �
���������� �  ���� �!!�
������
	��� ��!���
������
� 
�	����
-
���� ( )l a r b c d r� 
 �  	 ����
��� #���������# �����	���# @ A0,9cF  � @ A9,20cF . (��
� 

!�������
	 a , b , d  �
���� 
��)���	������ �
 ���
	�� ���������
 �
	!������ *��!�-
�����������# �����# � ��
������
	 �
�����
	���� !������ !�
��
���. 

H��� ��!
��

	��� ��
������� *��!������������# ������
	����, !��	������� 	 ��-
�
�� [22], �
 ������	��	����� ������)�� 
������� *��# !�������
	: 3,221,a �  0,363,b �  

6,887d �  !�� @ A0,9cF ; 0,00327,a �  0,0756,b � �  0d �  !�� @ A9,20 .cF  ( ���
�� ���� 
!������ �

��������� �� ���. 3 �!�
��
� ������ 
�	����
��� 	������� ���"�
�
� 

-
�� 
� �
����������. 

/��
���, 		���� �
����, 
!�������)�� 	������ !�������� ����
�� ��� *""����	-
��# 	�������� (
� ���!�����# ������ ��!
������� 	!�
�� �
 �������
	). ���	���
, ��
 
��� ���!�����# 	�������� �
�� *�
�
 !�������� �	������ ����
��� 
���������
�. ����-
�
������, !��	������� 	 ������# [21, 22], ���
�	��� �� �
, ��
 ���!������ ������� �	-
������ "��������� �������� ���������
����. ��� *�
� ��������� *��# 

� ���������
�-
��� �� !��������� �	�
�	��� � !���������� ����
�� �, �
�
��� 
!�������� !�
��
��� 



�!"�
� �.�., �!�#� �.�., ������-��$���%��
& '.�. 
 %�. / �����
� �����. ���
�
�
 4 (2015) 36–54 
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����
�
��
�
 ��
�, 
����	���)��
 
���!���	��� #
�
�
 ����������
	����� ���������-
������ 

��. ��� 
���

	���� �������
	 !������� � ����������� �, �

�	����	���
, 

-
�� ���������
���� ��
��	�����. �� !
������, ��
 ���������	����� �
���� ����
�� 
�����	��� 	������ ����
�
���# �	
���	 �����"���� �� "
����
	���� �������������
� 
��������� !
������ 	 
�Q��� �, ����
	������
, �� ��#��������� �	
���	� !
������. /� 
�	
�
��
� !
	��#�
��� ����, 
!�������)�� "�����
���� #������������� !
������, 
��������� !
������ �
��� ���� 	 
���������
� ���!��� ��
�. �
*�
�� 	 
�)�� ������ 
!�������, ����
������ !�������� ����
�� �, �� !
	��#�
��� �
��� !�������� 
�������, 

������� 
� ����
�
��
�
 !�������� 	 
�Q���. 

 
���. 3. �
	������ ���"�
�
�
 ��
� !�� �
������� �
���������� ������.  
A!�
���� ����� !
��
�	��� !������� 
�	����
��� ������ ���"�
�
�
  

��
� 
� *""����	�
�
 ������� 	��������. ���������� ����� �

�	����	���  
������ ����)����, �
��� ���"�
��� ��
� 	#
��� 	 �
����� ����� �
�
� 

��
������� ����
	�# ������
	 ��� *��!������������# �����#, !��	������# 	 ���
�� 
[22], ���� 
�	����
��� ��� ����
�
��
�
 !�������� A  
� �
���������� ��!
�������, �

-
��������� �� ���. 4. ?�� 
�	����
��� 
!���������� ������)��� �

��
�������: 

� � � �2 2
0 0 1 1 1exp ( ) ( ) ,A A A A c c c c. /� � � � � 9 
G �4 5  1,c cB  1,A A�  1,c cE  ��� 1 9,c �  1 6,1,A �  

0 320,A �  0,0323,9 �  0,000149;G �  �� �����	��� @ A0,9cF  
������� A  !��	�
 !����� 
� 0A  

�
 1A  � ����� �
#������ !
��
���
� 
�������. �������� B  !
������� ��	��� ����, !
-
��
���� 	������ !�������� B  
��
��
�� ��
����������� 	 ����
� �
����. 

 
���. 4. �
���� !
	������ ����
�
��
�
 !�������� �  

!�� �
������� 
�Q���
� �
�� ������ 
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�
��� 
!��������� �
���� �
������� *""����	�
�
 ������� 	��������, ������ 
���"�
�
�
 ��
� � ����

���# !�������
	 !�
	
����� 
�
���������� ������� !
 
!��-
������� !�
��
��� �
�!

���
�
 ��������� ���
�
� ���# �"��������# ��� �� 
��
	� 
���������
� ��
��� �!���
��� � ����
���. �
����
	������
��� !��	������# ������
	 

!�������� 	 ���
� ���
���� 
����� !�
��
��� �	�#"�
��# !
�������# �
�!

��
	 
� ����
- � ���
	����������. 

&����� ��� ��!
��
���
� �
	
��!�
��� �
����� 	 
�	����
��� 
� �
���������� 
�
������
��
	����� �� 
��
	� *��!������������# �����# �
 ������ [22]; 
�� ���� !��-
	����� 	��� (��. ���. 2–4). 

/� ���. 5 !������	��� ������ *""����	�
�
 !������ !�
��
��� �
�!

��� !
 
!�-
����
� ���
���� 	 �
!
���	����� � *��!�������������� ������� ���
�� [23], !
 �
�
-
��� 
��)���	������ �!!�
��������. 6��"�� �� ���. 5 !
��
�	��� ��
	���	
�������
� 
������	���
� � �
������	���
� �
������ ��
��������
� 
�	����
��� � *��!����������-
���� �������, �

���������� �
�����. ?�
 !
��	������� ������� 	��
� �
���� ��� 
*""����	�
�
 ������� 	��������, �
����� ���"�

�
 ��
� (��
� ���������
����) � ��-
��
�
��
�
 	������, � ����� �
	
��� 
� *""����	�
��� 	 ���
� !����
����
� ���
����, 

��
	���
� �� ���������
� �
����. 

 

���. 5. ������ !������ !�
��
��� !
 ���������
� �
���� � ����
���;  
�
��� – *��!������������� ������; �!�
���� ����� – ������  

!
 ���������
� �
���� ���# �"��������# ��� 

 
2. ������!������ $���"�-�+[ ]00��"�� � "!�-���/�� 

 
�����
���� ����
�
�������� �	
���	� !
������
�
 !
������. �
����� �
��"���-

�
	�� 	���������� �
!
��������
�
 ��������� (	�
��� "�
�) � #���������� ��
���
� 
	�������� 0l  � 
�Q���
� �
����������� c . A	�
� ����� 
��
�������
� �
��� !
	��#-
�
��� 	��������, �����	��)�# 	 �
������, � 
�Q����� �
��������� ������ 
!������-
���� 
�	����
���� 2/3

slipS Kc� , ��� �
*""������ K  
!���������� !�
��
���� �!��
	�� 
� "
��
� ��!
����)�# ������. &�� ������ �"��������# ������ �
*""������ K  �
��� 
���� 
����� �	�
 ��� ��
�����# �!
�
�
	 �!��
	�� (!�
����, ����������, ������
����-
���) � 	 ���
� �� �����
 
�	���� 
� �!
�
�� �!��
	�� ������, 
����	����� 	������
� 

1, 268,K H  
����
 	 *�
� 
����� �� �����	����� �
������� "
��� � ���
#
	��
��� !
-



�!"�
� �.�., �!�#� �.�., ������-��$���%��
& '.�. 
 %�. / �����
� �����. ���
�
�
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	��#�
��� ������ ��!
�������. ( ������ ���"�������
� "
��� 	�������� *�
� !������� 
�
��� ���� ��)���	���
 �
�����. 

/� �
�� !
������
� �������, �����	��)�� 	 !�
����� ��
�������, !��#
����� 
�-
�
��������� !
	��#�
��� 2/31 1P slipS S Kc� � � � . �
�
���, ��
 ���� !
�������� ������� 

� 	�������� ����� ��
������ �
*""������ ������: slipk  � Pk  – �

�	����	���
 �
*""�-
������ ������ 	�������� � !
������
� �������. 

D�
�� 
������ �
*""������ ������ ��� ��
��
�
��
�
 !
 ��������� �
��"����
-
	���
�
 !
������, !���!
�
���, ��
 ��� 	������, 
������# �
*""�������� ������, 
����� ����
 "
����� �����, ����
������ "
����� ����� ��� !
�����	
���� ��
��
�
�-
��# �
�!

��
	 	 
��
����
� !����������. :
��� �
��� 
�!����� ������)�� �

��
-
�����, 
!�������)�� *""����	��� �
*""������ ������: 

� �2/3 2/3ˆ 1slip slip P P slip Pk k S k S K k c k K c. /� 
 � 
 �4 5 . 

:� �� "
����� �
��� ���� 
�!����� ��� 
��
��������# �
*""������
	 ������: 

� �2/3 2/3ˆ 1slip slip P slipk k S S K k c K c. /� 
 � 
 �4 5 , sIlip slip Pk k k� , ˆ ˆ
Pk k k� . 

$
 *��!�������� �
	������� �	������ 	������� k̂ , Pk  ��� 	������� k̂ . ( ������ 

		������ 
��
�������
�
 �
*""������� ������ !����������, ��
 1Pk �  � ���
	����
� 

�	������ 	������� k̂ , 
!���������� �
 *��!������������# �����#. 
��� ��!
��

	���� ���
� �
���� 
��������
� 
������� �
*""������� ������ �� 
�-

	���� 
� !�������� �
��"������ – ��������
�
 "���
�� (#��������
�
 ��
���� 	�����-
���, ���, ��
 �
 �� ���
�, !�
������
��� ���"�
�
�
 ��
�), ������	����� 
���

� 	

-
�����)��
 !�� �
�����
	���� ��#��������# �	
���	 (!�
��
���) !
 ���������
� �
��-
��. D�
�� ������ 	������ ���������# *""���
	, !�
�
���� ����
��� ����� 
�
*""��������� ������ � !
�����	
����� ��
��
�
��
�
 �
�!

���, �
 ��� ��� �
�!
-

��� � ����
/���
��
����
� ��������
�. ������ ��#��������# �	
���	 ��� ���
�
�!
-

��
	, �����	��)�� ���������� *""����, ���� !
������ ����� [28, 32, 33]. ( �����-
����
� ��
��� �!���
��� ���������� "���
�� 
!���������� �����
� ���"�
�
� 

�� 
� ����
�
��
� ����	�
���� !
	��#�
��� 	��������. ( �

�	����	�� � !�
�����
� ����-
!�
������
�
 ����������, 
�
�)���
� �� ����������� �
���� [33], *""����	��� ����-
�
��� ��� ��
���
� !���
������
� ��������� 
!���������� !
 ������)�� "
�����: 

 
( )ˆ ( )M I I M M I st I MM M I I k k k k Ak H L k H lk L l

L l Q
9 
 9 � 9 9


� � 




, (14) 

��� l  – ������ ��
� 	��������; (1 ) /L l � �� � , 

( )I M M I st I M
M I

k k AH k L l
Q

9 
 9 � 9 9
� 
 , ( )I M M I st I M

I M
k k AH k L l

Q
9 
 9 � 9 9

� 
 , 

( ) ( ) ( )( )I M st I M M I st I M I M st I I M st MQ k L k l A k k A k k A k k A� 
 
 9 
 9 � 9 9 � � � 9 � 
 9 , 

th ( )
M

M
M L

D
9 �

D
, 

th ( )
I

I
I l

D
9 �

D
, , , ,2I M I M I Mk � ? 
� , , , ,I M I M I MC kD � . 
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7 ��� ����������
�
 ���	����� ��
��� �!���
��� *""����	��� �����
��� ��
���
� 
����� 
!���������� !
 !��	��� ������ (!
 !��	��� ����� ��� 
������# 	������): 

1 1 1ˆ ( ) ( )M Ik k L k l L l� � �� 
 
 . 
�������� �  – 
�Q����� �
�� 	��������, 
!�������� 
��
��������� ����� 	�����-

��� 	 !������	������
� "��������; 
��
��������� ������ ���"�
�
�
 ��
� 
!��������-
�� !���������� 1

, ,
ˆ ( ) ;I M I Ml �� D  Ast – �
���� ����
�� ��� ��
���
�
 ���������, 
!����-

���)�� ���������� "���
��, �	�
����� � ����
�
��
� ����	�
���� !
	��#�
��� 	���-
�����. 

�
����� ��� �
*""������� ������ � ����
� ���������# *""���
	 !
����� �� 
�-
�
	� ����
��� � !��	��
� ���������� �
���� @���. ( ����������
� �
���� 	 ��
���
� 
����� �
���� @��� ����������� !
 !��	��� ����� ��� 
������# 	������, � �
*""������ 
������ – !
 !��	��� ����� ��� !����# 	������. �
��� ���
�
��# !��
���

	���� �
 
"
����� (20) !
����� ����
� ��� #������������, 
������# �� !
	��#�
��� ���������. 
�
��� !��	������ �� � ��
��
������ 	�������� !
����� ������)�� 	�������� ��� �
-
*""������� ������ � !
	��#�
����� ����
�
� ����
�
��
�
 !�������� slipA  	 ������ ��-

!
������ ��������� �"���������� ��������� � ������
� 0r : 

ˆ
Ik k Q� , 

� �� �1 1
(1 ) 1 slip I slip M

slip slip slip
I M slip I M

k A k A
Q S k S A

k A

$ %� 
 9 � � 9
& '� � 
 
 �
& '9 
 9 �9 9( )

� �
�

� , 2/3
slipS Kc� , 

� � 1
1ˆ ˆth (1 )M M Ml l f f

�
�. /9 � �4 5 , � � 1

1ˆ ˆthI I Il l
�

�. /9 � 4 5 , ,
,

0

ˆ I M
I M

l
l

r
� , 

0

slip

P

A
A

r k
�� . 

:�!���, ���� �� 
������ 	 !
������
� "
����� ��#
���� 	������� �� 
������� 
(�.�. ����� ��������� 
������� 	������� � ��
������
� ���������� ����� ������� 
�-
������ 	�������), �
 !
����� !
��� ���
�
��# !��
���

	���� ������)�� "
����� 
��� �
*""������� ������ � ����
� ���������# *""���
	: 

 

� �� �

0

ˆ ˆ1 (1 ) 1 (1 )ˆ ˆ(1 ) (1 ) ,ˆ(1 )

ˆ .

slip slip I slip slip M
slip slip slip slip

I slip slip M M

slip
slip

k A k A
k S S k A

k A

A
A

r

$ %� 
 9 � � 9
& '� � 
 
 �
& '9 � 9 
9
( )

�

 (15) 

�������, ��
 ����������
� ���������� (!��	��
 ����� ��� !����# 	������) ���� 

!
#
��� "
����� (	 ���	��# �����#): ˆ (1 )classic slip slip slipk S S k� � 
 . 
:���� 
���

�, *""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
���� ����
�
-

��� 
!���������� ����� ���
� �
!
���������# !�������
	: K  – �
*""������, 
!����-
���)�� �!��
	�� � ��
����������� "
��� ��!
����)�# ������� ������; ,Î Ml  – 
��
-

��������� ������ ���"�
�
� 

�� 	 ������� � 	��������; ˆ
slipA  – !
	��#�
����� ����
� 

����
�
��
�
 !�������� ��� �
*""������� ������. 
�
��� !
��
�� !�������
	 ��� ��������� �!!�
�������� *��!������������# ���-

��# �
 ������ [22] !
������ ������)�� ��
�������: 0.29slipk � , 3K � , ˆ 10slipA � . ����-
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� �.�., �!�#� �.�., ������-��$���%��
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� �����. ���
�
�
 4 (2015) 36–54 

 49

�� ���"�
�
� 

�� 	 ������� 0M̂ Ml l r�  	
��� �
 �!!�
�������� !������ !�
��
��� 
(��. ���. 3), ������ ���"�
�
� 

�� 	
 	�������� ���� 	
��� !
��� ��	�
� ���� ���, 
��
�� !������� 710I

�9 � . ( ��
������� !
������ ���"�� ��� �!!�
�������� *""����	-
�
�
 �
*""������� ������ !
	��#�
��� 	 �
!
���	����� � *��!�������������� ������� 
(�
���) � ������������ !��	��
� ����� (���. 6). 

 

���. 6. ?""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
����  
����
�
���: �
��� – *��!������������� ������; �!�
����  

����� – ������ !
 ���������
� �
���� 

?�� ������ !
������ !�� !
��
���
� 
������� ����
�
��
�
 !�������� ˆ .slipA  �
��-
������ 	�������� ��� *""����	�
�
 �
*""������� ������ ��!
������# 	��
�
�
����-
�����# !
�����
	 (21) �����	��� ���������� *""���� � 
!�������� �
���� ����
�
-
�������# �	
���	, �
�
��� 	!
��� ��
	���	
�������
 �
��������� � *��!������������-
�� �������. :�� �� ����� ������� ���#
������ � 
��������� *��!�������������� 
�
�����. ?�
 ���#
������ �
��� ���� ��������
, ���� *�
 ��
�#
���
, 
� ���� 	��
�� 

�	����
��� !
	��#�
���
� ����	�
��� 	 
�	����
��� 
� �
���������� 	�������� ˆ

slipA  
(�). $
 "�
������# �

�������� !
����
, ��
 !
	��#�
����� ����	�
���, 
��
�	��)�� 
	������ �� 

�� ���������
����, ���	��� � �
��
� �
���������� 	�������� (*""��� 
	
���
	������ � *""��� 
���

	���� �������
	). �
*�
�� 	 ������	� ���
� 
�	����
��� 
�
��
 !����
���� !
���
������
-*��!
����������� 
�	����
���. D���
 �
!
�������-
��# !�������
	, 	#
��)�# 	 !
���
�������� �����, �
���
 �

�	����	
	��� ����� *��-
!������������# �
���, ��!
��

	����# ��� ��
������ 
�	����
���. 7!!�
�������� 
�
��
 ������� �����
�, ���� 
�� 
������� ��
�#
���
� �����
���� � ���� ��
�������, 
�

�	����	��)�� "�
�����
�� ������.  

&
!�����, ��
 !������� ˆ
slipA  �	������ ���
�
�
� "������� �
���������� 	���-

����� �. �����
��� ������)�� 
�	����
��� ˆ ( ):slipA �  

� �2 3 4 2
0

ˆ ˆ 1 1 ) exp( ) .slipA A bc dc gc hc c. /� � 
 
 
 
 �94 5  �
��
����� 	 *�
� 
�	����
��� ������ 

���, ��
�� ��������� ���	�� ��� *""����	�
�
 �
*""������� ������ !�
#
���� ����
 
!��	�� ������ *��!������������� �
���. &�� *��!������������# �
���, !������	���-
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��# �� ���. 6, ��#
����� ������)�� 
������� �
*""������
	 	 !��	�����
� 	��� 
�	�-
���
���: 0,1,9 �  0, 432,b � �  0, 248,d �  0,0917,g � �  0,00762.h �  �������� 0,19 �  
!-
�������� ���!��� �
������� !
	��#�
���
� ����	�
��� � �
��
� �
����������, 
������� 

0Â  !���������� !�����
������
 ��	��� ��� �����
	����
�� 
������� 0
ˆ ˆ 10slipA AH � . 

 
���. 7. ?""����	��� �
*""������ ������ 	 ���������
� �
����  

����
�
��� � ����
� !��������	
��� ����
�
��
�
 !�������� 

/� ���. 7 !������	��� ������ *""����	�
�
 �
*""������� ������ !
 ���������
� 
�
���� ����
�
��� (21) � ����
� !�������
�
 #�������� !�������� ˆ

slipA  	 �
!
���	����� 
� *��!�������������� �������.  

 
Q���^#���� 

 
( ���
�� �����
����� !
�������� �
�!

��� �� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 

!
��*������, �
��"����
	����� !���� 		������ ��!
������� (	�
�
� "�
�) 	 	��� ���-
�
/���
��
�����# 	��������. �����
���� �
���� ��� 
!������ � !�
��

� ��
������# 
��#��������# � ����
�
�������# �	
���	, #���������# ��� ����# !
�������# �
�!

�-
�
	 !�� �
��"����
	���� �# ���!������� ��!
��������� 	 
!��������
� ���!�

�� 
�
����������. 

�
��
��
, ��
 ��!
��

	���� ���������
� �!���
��� 	 �
	
��!�
��� � �
����� *"-
"����	�
�
 ��
���� 	�������� � �
����� ����
�
���# �	
���	 !

	
���� ������ ���-
������� *""����, !�
���� ���
�������, �
������� ��������� ���"�
�
�
 ��
� 	 
�	�-
���
��� 
� ����
	
�
 �
�������� 	�������� ��!
�������. (	������ !
����� *""����	-
�
�
 ������� 	�������� ��!
������� � !��	������� �!���"�����
� �
���� ����
�� 
!

	
���
 �
�����
	��� ���
�
�
���� 
�	����
��� ��#��������# �	
���	 
� �
����-
������ 	��������, �
�
��� 
!�������� ����	����� �
���� �
������� ��������� ���-
"�
�
�
 ��
� � �
�������� 
�Q���
�
 �
�������� ������ ��!
������� ��� ���������-
	����# ��!
	 !
�������# �
�!

��
	. 

(!��	�� !����
���� �
���� "�����
���# �	
���	 ��� �
��"����
	����# 	��
�
-
�
���������# !
�����
	. %����
	���
, ��
 ����� �
����� ��#��������# �	
���	 � �
-
����� ������ ������� 
!���������� !������	���
���, !
��
���� ���� ���������# *"-
"���
	 ��� �
*""������
	 ������ !
����� � ��!
��

	����� 
�	����
��� *""����	�
�
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��
���� 	�������� (���������� !�������) 
� �
���������� ��!
�������, �������
� 
!�� !
���
���� �
���� ��#��������# �	
���	 �
�!

��
	. �
��
��
, ��
 !���!
�
����� 

� ����
��� ����� �
*""������
� ������ � ��#���������� #��������������� !
�����-
	
��� �	������ !���������. A ��!
��

	����� *�
� ����
��� ���� !����
���� ���
���� 

����� "�����
���# �	
���	 (�
*""������� ������) ��
��
�
���# !
�������# �����-
���, �����	��)�� �����	������� #������� 
�	����
��� *�
� #������������� 
� �
����-
������ �
��"������)��
 ��!
�������. 

 
$�����
	���� 	�!
����
 
� ���� ������ �
������
�
 �����
�
 "
���  

(!�
��� 14-33-00032). 
 

��-���/!�0�#����( �&���� 
 
1. � ���������
���� ���
��!
�������� !
�������# �
�!

��
	 / 7.�. '����
	, (./. 7��-

��#�, �.(. 7"
����	�, (.7. ����, /./. :�#
�
	, 7.@. (������
	, ?.H. A���-6����	, 7.(. /���-
���, 7.@. /��
���	 // :����� � �
�
�. – 2010. – :. 31, J 1. – A. 93–108. 

2. Briscoe B.J., Sinha S.K.. Wear of polymers // Proc. Inst. Mech. Eng. J. Eng. Tribol. – 2002. – 
Vol. 216. – P. 401–413. 

3. �
�������� ���
�
�!

���: !��. � ����. / !
� ���. @-(��� ���, +
��-+�� @. – �.: 
:�#�
�"���, 2011. – 688 �. 

4. D�������	 (.(., G
��
	 7.7. :���������� ���
���	
��� !
�������# ���
�
�!

��
	 �� 

��
	� �	�#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ � !
������"
�� [?�����
���� ������] // /���
	�-
�����. – 2013. – J 4. – A. 1–8. – URL: www.naukovedenie.ru 12:(/413. 

5. Tribological behaviours of PA/UHMWPE blend under dry and lubricating condition / C.Z. Liu, 
J.Q. Wu, J.Q. Li, L.Q. Ren, J. Tong, A.D. Arnell // Wear. – 2006. – Vol. 260. – P. 109–115. 

6. Tribological behaviour of UHMWPE/HDPE blends reinforced with multi-wall carbon nanotubes / 
Y. Xue, W. Wu, O. Jacobs, B. Schdel // Polymer Testing. – 2006. – Vol. 25. – P. 221–229. 

7. Kuo Hsien-Chang, Jeng Ming-Chang. The influence of injection molding on tribological charac-
teristics of ultra-high molecular weight polyethylene under dry sliding // Wear. – 2010. – Vol. 268. – 
P. 803–810. 

8. Briscoe B.J., Sinha S.K. Tribological applications of polymers and their composites: Past, present 
and future prospects // K. Friedrich, Alois K. Schlarb. Tribology of polymeric nanocomposites. – Else-
vier, 2008. – P. 1–14. 

9. Carbon nanofibre-reinforced ultra-high molecular weiht polyethylene for tribological applications / 
M.C. Galetz, T. Blar, H. Ruckdaschel, K.W. Sandler, V. Alstadt // Jornal of Applied Polymer Science. – 
2007. – Vol. 104. – P. 4173–4181. 

10. A study of the tribological behavior of carbon-nanotube-reinforeed ultrahigh molecular weight 
polyethylene composites / Z. Wei, Y.-P. Zhao, S.L. Ruan, P. Gao // Surface and Interface Analysis. – 
2006. – Vol. 38. – P. 883–886. 

11. �
�������� �
�!

���
���� ��������� 	 ����
��#���� / @.'. ����
	, >./. �	���, 
�.@. G����������, �.7. �����	; ��� «/����-G�
��������». – �., 2004. – 262 �. 

12. �
�������� �
�!

���
���� ���������: ���������, �	
���	�, ��#�
�
���: ����. !
�
-
��� / �.I. '�����, (.�. (��
����
	, 6.A. 6
�
	��� [� ��.]; !
� ���. 7.7. G������. – A��.: ��
-
"�����, 2008. – 560 �. 

13. ������
!
�������� ���
�
�!

���: !
�������, �	
���	�, !��������� / (.�. G�
���, 
(.�. �
���, 7.�. 7�#��
	 [� ��.]. – /
	
�������: $
�-	
 A� �7/, 2005. – (�!. 2. – 258 �. 

14. �#�
!�
	� 7.7., 6
�
��	� �.(., ��� H.@. �
�������� �
�!

���
���� ��������� �� 

��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ � ���������!����# �
�������� // :����� � �
-
�
�. – 2004. – :. 25, J 2. – A. 2002–2006. 



Buznik V.M., Lurie S.A., Volkov-Bogorodskiy D.B. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 36–54 

 52

15. Zhou J., Yan F. Improvement of the Tribological behavior of ultra-high-molecular weight poly-
ethylene by incorporation of poly (Phenyl p-Hydroxyzoate) // J. of Applied Polymer Science. – 2005. – 
Vol. 96. – P. 2336–2343. 

16. Effect of aerosil organophilization on tribological properties of low-filled UHMWPE compo-
sites / V.N. Aderikha, V.A. Shapovalov, A.P. Krasnov, Yu.M. Pleskachevskii // J. Friction and Wear. – 
2008. – Vol. 29. – P. 318–323. 

17. Processing and properties of MWNT/HDPE composits / Z. Vaobaug, F. Vongeheng, W. Lu, 
L. Viaobo // Carbon. – 2004. – Vol. 42. – No. 2. – P. 271-277. 

18. Influence of mechanical activation, ion implanta-Tion and type of filler on formation of 
transferfilm in tribounits of UHMWPE-based / S. Panin, L. Kornienko, V. Sergeev, S. Wannasri, 
S. Piriyayon, T. Poowadin, L. Ivanova, S. Shilko // Mechanics of Composite Materials. – 2011. – Vol. 4. – 
No. 5. – P. 727–738. 

19. �
��"����
	���� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
��*������ (A(��?) ���
��!
�����-
���� ��� !
������� ����"�����
���# �
�!

��
	 / A.(. �����, (.H. �����, I.7. '
������
, 
:. ��	����, A. �����
�, A.(. �����
 // $
	����� 	�

	. F���� � #��������� ��#�
�
���. – 
2011. – :. 54. – (�!. 7. – A. 102–106. 

20. Nano- and micro-structured UHMWPE composites filled with hydroxyapatite irradiated by ni-
trogen ion beams for bio-medical applications / S.V. Panin, L.A. Kornienko, M.V. Chaikina, V.P. Serge-
ev, L.R. Ivanova, S.V. Shilk // Russian Physics Journal. – 2014. – Vol. 56. – No. 10. – P. 1137–1143. 

21. Wear resistance of composites based on hybrid UHMWPE–PTFE matrix: Mechanical and 
tribotechnical properties of the matrix / S.V. Panin, L.A. Kornienko, T. Nguen Suan, L.R. Ivanova, 
M.A. Korchagin, S.V. Shil’ko, Yu.M. Pleskachevskii // Journal of Friction and Wear. – 2015. – Vol. 36. – 
No. 3. – P. 249–256. 

22. $
�
�
��
��
��� �	���
���

���# �
�!

��
	 �� 
��
	� �	��#	��
�
�
��������
�
 !
-
��*������, ��!
�����
�
 �������
� ������� / A.(. �����, I.7. '
������
, :. /���� A���, 
I.�. $	��
	�, �.7. �
��������, A.(. �����
, @.�. ��������	���� // ���������. :�#�
�
���. 
$����������. – 2015. – :. 20, J 1. – A. 8–15. 

23. Eshelby’s inclusion problem in the gradient theory of elasticity: Applications to composite ma-
terials / S. Lurie, D. Volkov-Bogorodsky, A. Leontiev, E. Aifantis // International Journal of Engineering 
Science. – 2011. – Vol. 49. – P. 1517–1525. 

24. Lurie S., Volkov-Bogorodskii D., Tuchkova N. Exact solution of Eshelby-Christensen problem 
in gradient elasticity for composites with spherical inclusions // Acta Mechanica. – 2015. – J 3. –  
�. 1–12. DOI: 10.1007/s00707-015-1422-3 

25. (
��
	-G
�
�
����� &.G., I���� A.7. $����������� "
����� ?����� 	 ���������
� 
��
��� �!���
��� // ��#����� �	���
�
 ����. – 2010. – J 4. – A. 184–194. 

26. Gurtin M.E., Murdoch A.I. A continuum theory of material surface // Archive for Rational Me-
chanics and Analysis. – 1975. – Vol. 57. – P. 291–323. 

27. Steigmann D.J., Ogden R.W. Elastic surface-substrate interactions // Proc. R. Soc. Lond. Ser. A, 
Math. Phys. Eng. Sci. – 1982. – Vol. 455. – P. 437–474. 

28. Calculation of deformations in nanocomposites using the block multipole method with the ana-
lytical-numerical account of the scale effects / D.B. Volkov-Bogorodsky, Yu.G. Evtushenko, V.I. Zubov, 
S.A. Lurie // Comp. Math. and Math. Phys. – 2006. – Vol. 46. – No. 7. – P. 1234–1253. DOI: 
10.1134/s0965542506070153 

29. The relationship between Shore hardness of elastomeric dental materials and Young’s modulus / 
I.M. Meththananda, S. Parker, M.P. Patel, M. Braden // Dental materials. – 2009. – Vol. 25. – P. 956–
959. 

30. Kunz J., Studer M. Determining the modulus of elasticity in compression via the Shore A 
hardnes // Kunststofe. – 2006. – Vol. 6. – P. 92–94. 

31. '��������� �. (	������ 	 ��#����� �
�!

��
	. – �.: ���, 1982. 
32. I���� A.7. :���
	� /.�. '
����������� �
���� ����
�� ��� ��"
��������# �	����# 

��� � ���� � ���
����������� // '
�!

��� � ���
���������. – 2009. – :. 2, J 2. – A. 25–43. 



�!"�
� �.�., �!�#� �.�., ������-��$���%��
& '.�. 
 %�. / �����
� �����. ���
�
�
 4 (2015) 36–54 

 53

33. I���� A.7., G��
	 �.7., A
���	 @.�. 7���
�
���� 	
���
�����	�� 	 ��#����� �!�
���# 
���� // ������������
� �
�����
	���� ������ � !�
����
	: ��
���� ������# ����
	. – 2008. – 
J 16. – A. 75–85. 

 
References 

 
1. Krasnov A.P., Aderiha V.N., Afonicheva O.V., Mit' V.A., Tihonov N.N., Vasilkov A.Yu., Saud-

Galiev E.E., Naumkin A.V., Nikolaev A.U. O systematizacii nanonapolnitelei polimernykh kompozitov 
[On systematization of polymer composites]. Friction and Wear, 2010, vol. 31, no. 1, pp. 93-108. 

2. Briscoe B.J., Sinha S.K., Wear of polymers. Proc. Inst. Mech. Eng. J. Eng. Tribol., 2002, 
vol. 216, pp. 401-413. 

3. Polymer nanocomposites. Eds Ju-Wing-May, Gong-Gen-Yu. Moscow: Technosphere, 2011. 688 p. 
4. Cherdyntsev V.V., Boikov A.A. Termicheskaia ustoichivost' polimernykh nanokompozitov na 

osnove sverkhmolekuliarnogo polietilena i polisylfona [Thermical stability of polymer nanocomposites 
on the basis of ultra-high molecular weight polyethylene and polysulfone]. Naukovedenie, 2013, no 4, 
pp. 1-8, available at: www.naukovedenie.ru 12:(/413. 

5. Liu C.Z., Wu J.Q., Li J.Q., Ren L.Q., Tong J., Arnell A.D. Tribological behaviours of 
PA/UHMWPE blend under dry and lubricating condition. Wear, 2006, vol. 260, pp. 109-115. 

6. Xue Y., Wu W., Jacobs O., Schdel B. Tribological behaviour of UHMWPE/HDPE blends rein-
forced with multi-wall carbon nanotubes. Polymer Testing, 2006, vol. 25, pp. 221-229. 

7. Kuo Hsien-Chang, Jeng Ming-Chang. The influence of injection molding on tribological characteris-
tics of ultra-high molecular weight polyethylene under dry sliding. Wear. 2010, vol. 268, pp. 803-810. 

8. Briscoe B.J., Sinha S.K. Tribological applications of polymers and their composites: Past, present 
and future prospects. Tribology of polymeric nanocomposites by K. Friedrich and Alois K. Schlarb, Else-
vier, 2008, pp. 1-14. 

9. Galetz M.C., Blar T., Ruckdaschel H., Sandler K.W., Alstadt V. Carbon nanofibre-reinforced ul-
tra-high molecular weiht polyethylene for tribological applications. Jornal of Applied Polymer Science, 
2007, vol. 104, pp. 4173-4181. 

10. Wei Z., Zhao Y.-P., Ruan S.L., Gao P. A study of the tribological behavior of carbon-nanotube-
reinforeed ultrahigh molecular weight polyethylene composites. Surface and Interface Analysis, 2006, 
vol. 38, pp. 883-886.  

11. Mashkov Yu. K., Ovchar Z.N., Baibaratskaia M.Yu., Mamaev O.A. Polimernye kompozi-
tsionnye materialy v tekhnike [Polymer composites in tribo techniques]. Moscow, 2004. 262 p. 

12. Kerber M.L., Vinogradov V., Golovin G.S. [et al.]. Polimernye kompozitsionnye materialy: 
struktura, svoistva, tekhnologia [Polymer composite materials: structure, properties, technology ] (teach-
ing aid). Ed. by A.A. Berlin. Saint-Petersburg: Professiia, 2008. 560 p. 

13. Buznik V.M., Fomin V.M., Alkhimov A.P. [et al.] Metallopolimernye nanokompozity: 
poluchenie, svoistva, primenenie [Metalpolymer nanocomposites: receiving, properties, applications]. 
Novosibirsk: Sibirskoe otdelenie Rossiiskoi akademii nauk, 2005, iss. 258. 

14. Okhlopkova A.A., Gogoleva O.V., Shic E.Yu. Polimernye kompozitsionnye materialy na 
osnove sverkhmolekuliarnogo polietilena and ultradispersnnykh soedinenii [Polymer composite materi-
als on basis of ultrahigh molecular weight polyethylene and ultradisperse compound]. Friction and Wear, 
2004, vol. 25, no. 2, pp. 2002-2006. 

15. Zhou J., Yan F. Improvement of the Tribological behavior of ultra-high-molecular weight poly-
ethylene by incorporation of poly (Phenyl p-Hydroxyzoate). J. of Applied Polymer Science, 2005, vol. 
96, pp. 2336-2343. 

16. Aderikha V.N., Shapovalov V.A., Krasnov A.P., Pleskachevskii Yu.M. Effect of aerosil 
organophilization on tribological properties of low-filled UHMWPE composites. J. Friction and Wear, 
2008, vol. 29, pp. 318-323. 



Buznik V.M., Lurie S.A., Volkov-Bogorodskiy D.B. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 36–54 

 54

17. Vaobaug Z., Vongeheng F., Lu W., Viaobo L. Processing and properties of MWNT/HDPE 
composits. Carbon, 2004, vol. 42, no. 2, pp. 271-277. 

18. Panin S., Kornienko L., Sergeev V., Wannasri S., Piriyayon S., Poowadin T., Ivanova L., Shilko S. 
Influence of mechanical activation, ion implanta-Tion and type of filler on formation of transferfilm in 
tribounits of UHMWPE-based. Mechanics of Composite Materials, 2011, vol. 4, no. 5, pp. 727-738. 

19. Panin S.V., Panin V.E., Kornienko L.A., Puvadin T., Piriyaon S., Shilko S.V., Modificirovanie 
sverhvysokomolekuliarnogo polietilina (SBMPE) nanonapolniteliami dlia polucheniia antifriktsionnykh 
kompositov [Modification of ultrahigh molecular weight polyethylene by nanoinclusions for receiving of 
antifriction composites]. Izvestia vuzov. Khimiia i khimicheskaia tekhnologiia, 2011, vol. 54, no. 7, 
pp. 102-106. 

20. Panin S.V., Kornienko L.A., Chaikina M.V., Sergeev V.P., Ivanova L.R., Shilk S.V. Nano- and 
micro-structured UHMWPE composites filled with hydroxyapatite irradiated by nitrogen ion beams for 
bio-medical applications. Russian Physics Journal, 2014, vol. 56, no. 10, pp. 1137-1143. 

21. Panin S.V., Kornienko L.A., Nguen Suan T., Ivanova L.R., Korchagin M.A., Shil’ko S.V., 
Pleskachevskii Yu.M. Wear resistance of composites based on hybrid UHMWPE–PTFE matrix: Me-
chanical and tribotechnical properties of the matrix. Journal of Friction and Wear, 2015, vol. 36, no. 3, 
pp. 249-256. 

22. Panin S.V., Kornienko L.A., Nguen Suan T., Ivanova L.R., Poltoranin M.A., Shilko S.V., 
Pleskachevskii Yu.M. Iznosostoikost' tverdosmazochnykh kompozitov na osnove sverkhmolekuliarnogo 
polietilena, napolnennogo stearatom kaltsiia. [Wear resistance of composites on basis of ultrahigh mo-
lecular weight polyethylene filled by stearate of calcium]. Materialy. Tehnologii. Instrumenty, 2015, 
vol. 20, no. 1, pp. 8-15. 

23. Lurie S., Volkov-Bogorodsky D., Leontiev A., Aifantis E. Eshelby’s inclusion problem in the 
gradient theory of elasticity: Applications to composite materials. International Journal of Engineering 
Science, 2011, vol. 49, pp. 1517-1525. 

24. Lurie S., Volkov-Bogorodskii D., Tuchkova N. Exact solution of Eshelby-Christensen problem 
in gradient elasticity for composites with spherical inclusions. Acta Mechanica, no. 3, pp. 1-12, 2015. 
DOI: 10.1007/s00707-015-1422-3 

25. Volkov-Bogorodsky D.B., Lurie S.A. Integralnye formuly Eshelby v gradientnoi teorii 
uprugosti [Integral formula Eshelby in gradient theory of elasticity]. Mekhanika tverdogo tela, 2010, 
no. 4, pp. 184-194. 

26. Gurtin M.E., Murdoch A.I. A continuum theory of material surface. Archive for Rational Me-
chanics and Analysis, 1975, vol. 57, pp. 291-323. 

27. Steigmann D.J., Ogden R.W. Elastic surface-substrate interactions. Proc. R. Soc. Lond. Ser. A, 
Math. Phys. Eng. Sci., 1982, vol. 455, pp. 437-474. 

28. Volkov-Bogorodsky D.B., Evtushenko Yu.G., Zubov V.I., LurieS.A. Calculation of defor-
mations in nanocomposites using the block multipole method with the analytical-numerical account of 
the scale effects. Comp. Math. and Math. Phys., 2006, vol. 46, no. 7, pp. 1234-1253. DOI: 
10.1134/s0965542506070153 

29. Meththananda I.M., Parker S., Patel M.P., Braden M. The relationship between Shore hardness 
of elastomeric dental materials and Young’s modulus. Dental materials, 2009, vol. 25, pp. 956-959. 

30. Kunz J., Studer M. Determining the modulus of elasticity in compression via the Shore A 
hardnes. Kunststofe, 2006, vol. 6, pp. 92-94. 

31. Christensen R.M. Mechanics of composite materials. J. Wiley & Sons. Inc., 1979. 
32. Lurie S.A., Tuchkova N.P. Kontinalnye modeli adgesii dlia deformiruemykh tverdykh tel i sred 

s nanostrukturami [A continual adhesion models of solid nanostructured media]. Komposity i 
nanostruktury, 2009, vol. 2, no. 2, pp. 25-43.  

33. Lurie S.A., Belov P.A., Solyaev Yu.O. Adgezionnye vzaimodeistviya v mekhanike sploshnykh 
sred [Adhesion interactions in mechanics of solid media]. Matematicheskoe modelirovanie system i 
protsessov, 2008, no. 16, pp. 75-85. 


