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 *�
	���� "�
��
#� � �
�"������� "
�����
���� �
�
�
��
-
"�������� ���
-
��
"
�, ��#������ �������� ������� ����
�
�, ���������� �
�
���
 ����
, � �
 
��� "
� �������� ��������
�. ��
	
� �������� � ��� "�
����
�� � ���#� � ��
	-
�
���
���> ��������� �
��
��� "��	
�
� ��� �����
��� � "����#�
���� ����
�-
�����. ; ������ "
��
	�
 �����������>��� ��
���������� ��"���� �
#����
�����
���������� �������
����
� ��#
�
� ���#����
��� �
�
�
��
-
"������
�
 ���
-
��
"� (;�\). ;������ "
�������� 
��
��
� "�����" ��	
�� ;�\, � ���
� 
"����-
������ "�
	���� ������
�����. �
���
���� 	�#
��� ������������� �����
�
;�\ "
 "�������, �� ��#���>���. *���
����� 
��
���� 
"������>��� �

��
-
����� "��#

"�������� !�����
�, �
#����>��� � �������
� �
�
���, ��
�� �
�
,
���
����������� "�
������ "
������� �������
�
 ��"�
�
�
 ������ ;�\. ����
���
���� ������� ������� � ��#������> ��������������
�
 ��������� ���
�-
��� ��#�
����� ���
�
�. /� 
��
����� �

��
����� "��#

"���� ���
���� �����-
��
���� "�
���� ��� ������� ������� �
�� ����� "
 
"������
�� �
����� ;�\.
; ��	
�� ���
� "
��
	�
 �#�������� "
!��"��� ���
���� ������� ������ � "��-
��������� ��� ��
�
���� "�
�������� "�
����
�, ��� � ���
���
�
 "�
������
�
 
�
��. $�������������� �#���
���#� � 
������
��� ��"
������ ������
� ��� "
-
������� ��#�������. A��, #����� ����
�"���
��� ;�\ ��#�������� � ��
�����
� 
"����� STAR-CCM+, � �
	������
 ������ ������ ������� ��#������
 � ����� 
MATLAB. *���
����� � �����#������� ������������ ������� ������ ;�\, "
��-
������ "����� ��������� �
�����
������ 	�# "���������� ���
����
� �����#�
�������. *����������
� ��������
�
 
������
 "
��"�
����
�� �������� ��
�
-
������� 
	��	
��� ���
���� ������, "
�������� �# ������� ����
�"���
���, �>-
	��� ���
���� � �"
�
	���, #�"�
�������
������� "
��#
������� � "
��"�
-
����
�. 
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 The prediction and compensation of the fiber-optic gyro errors caused by the influ-
ence of the environmental factors has been the subject of many studies for a long time, 
but still remains an urgent problem. In the past few years an interest in this problem has
been increased due to a need in improving the precision of instruments incorporated into
sensitive equipment. The theoretical aspects of thermally induced phase non-reciprocity 
of fiber-optic gyroscope phase (FOG) are considered in detail by the authors. The operat-
ing principle of the fiber-optic gyros is outlined and the main objective of the study is for-
mulated. The paper presents the basic classification of the FOG drifts based on the drift
root causes. The main constitutive relations for piezo-optical effects occurring in silica 
fiber are derived and the procedure of evaluating the design value of the FOG thermal
drift is described. The key idea of the computational procedure is the development of
solution to the differential equation of motion by the finite difference method. The peizo-
optical relations are used to elaborate the iterative scheme to calculate the time of the ray 
traveling through the FOG optical loop (optical path length). The paper also presents a
detailed (step-wise) procedure for the temperature drift computation, which employs both
the third-party programs and authors’ codes. The interrelation of computational steps and 
the precedence of operations to be made for obtaining the required estimates have been
determined. Thus, the problem of FOG thermoelasticity was solved based on the STAR-
CCM+ applied package, whereas the drift computation was done separately in the 
MATLAB environment. A qualitative picture of the FOG drift obtained by direct numerical
simulation without using the algorithms for signal analysis has been obtained and ana-
lyzed. The advantage of the externally connected processor is multiple processing of the 
initial data obtained from thermoelastic computations by any of the methods and algo-
rithms which have been programmed by users in the processors. 
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( ����
�)�� 	���� 	 ���
��
!������# � ��	�����
���# �������# ���
�
 !��������-

�� 	
�
�
��
-
!�������� ���
��
!� ((�6). ��� ����, �������, �
���, ������ ���
����-
�
	, !����)�# ������������ ���
��
!��, ����# ��� ����� �	���)�#�� ������, ���
���# 
� �
����	����, � ����� ��)���	���
� 	���� �
�
	�
��� ����
���	� (
���� 	����, 
����-
����
� �� ��
�
� ��#
	���) [1]. �������	�� !
�	����# ������� 
�Q�������� ����
���	
� 
(�6 ��� �� ��
 ���������
� �
�"���������. (
�
�
��
-
!�������� ���
��
! 	 �	
�� 
���������
� �
�"�������� 	������� 	 ���� ���
���� �	��� (��!���������������� ��
�, 
��
�� ��� ����	��� *����	�� 	
�
���), �	��
��������, �
�����
�, 
!�
	
�
�
���� �
�-
���, �
�������� � ������
� [2]. $�!���� �	���, !�
#
�� �	��
��������, ������� �� �	� 
	 ������ ���
����
 
�����
	�# ����, �
�
���, 	������
 ���!�
���������, 
�#
��� 
!�
	
-
�
�
���� �
����, 
���� �
�������� � �������������� ������
�
�. &���� ���
��
!
� 
�-
������	����� !
�������� ������, � �� 
��
	� 
����������
	���
� �����"������
��
� 
������� 
� �	��
	�# ����� ��������	����� 
������� ���
	
� ��
�
��� [3–5]. ( ��)�
���, 
*�
 � ���� ��� ��
�	����� *""��� A������.  

/
 
� 	���� !
�
���������� ������	��� (�6 ����	����� �
	
���
 ��)���	����� 
���
����
� – ����" !
��
���� 		��� 	

�����	�� 	�����# "���
�
	. 

:�� ��� !�����! ���
�� ���
��
!� 
��
	�� �� *""���� A������, ������	��	��)�� 
!����� !�
!
���
������� 
�	����
��� ����� ��
�
���� 	��)���� �
����� � "�

	�� 
�����
�, ��
������ !���
����� ����"� ����
 � ��� �	�
���. 
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 / (8 ),vc S�� �8� �  ((1) 

��� � – ��
�
��� �	���; � – ����� 	
��� �
�������; �� – ��
�
��� "�
 	������
 ����)�# 
�����; Sv – ��������� !�
)��� 	���
	 [6]. 

&���"� !�
�	���� ���� 	 �
��
���� !
�
� (�6 	 	��� �����
	������
�
 ���
 
��-
�������
�
 !
 	������ �#
�� !
��
�
�
 �������. ��
)� �
	
��, (�6 ������������ "��-
��	��� ���
	�� ��
�
���. $��
����
� ����"� �
��� ������� ��
����	
 "���
�
	. 
'����
	�������� �#
�� ��)� 	���
 ��	��� 	�
	��� �����
� ���
 	������
��
� ��-
���
�
�, ���������� !
 	������ – �
�������� ��!�
	
�
 �
��
���� 
!�
	
�
�
��
�
 
�
�����. &���" ����� �
��� !
�
����� ��
������ 	�������� 	 ������	��� 
!������
�
 
	
�
���, 	�
�	��)�� �*���	��
� ���������, !��	
��)�� � ��!������
���
�� �
������� 
"�
� �����. �������
��
� � *�����
�������
� 	

��)���� ����� 	����� �� !
��
���� 
(�6, �
 �� ���
������� ���� *�� !�
����� !���������� ������. A �*���	���� ������-
���� �
�����, �
	�������	�� !�
���� �
�
�
	����� 	
�
���, 
� 	

�����	�� �������� 
�
��	���� �!��������� �������
��
-��
���� 	
�
���, � *�����
��������� 	

��)���� 
!
��	������ �!���������� *�������, �����
	������� �� �
����� [6–8]. 

7�������
� !
-!������� 
������� !�
����� ���������� � ��#�������� �������
-
	����# ����"
	 [9; 10]. ( 
��
	� 
�
�# ����� 
�	����
��� �
*""������� !���
������ 
�	����	
� ���� 
!������
�
 	
�
��� 
� ��
 ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� 
(/&A).  

��� �������
����
� ����	�
����
� ���!�������
� 	

��)���� 
!�
	
�
�
���� 
�
���� 		��� 	��
�
� �����
��� �	���� ��"
��������� � ������ �������	��� �
��
� 
��!������� (!
����� 0,039 ���/���), ��
 !��	
��� � 
���������
�� !
 ��!������ 
����"� (
� 0,1 �
 4 ����/� � 	��� 	 
�	����
��� 
� ���!� �����	�). ����� �
*""������� 
���!������
!�
	
��
��� �����	��� *""���, �������	�� ��
 	
 	������. ( ������� �� 
!�
���	 
!�
	
�
�
��
�
 �
����� 
� 20 °A �
 60 °A � 	�#
� ��
 �� �	�
������
������ 
����� ��������� �� ����� 40 ����� !�� ���!� �����	� �
����� 1 °A/���. 

%������ � 	������
���� �����
�� �� ����� 
!����. >���� 	 !��	�� 
������ 	���� 
��!������ ����"�, �
������)�� �
��� ������
	 	 ���, ��
 �
	������
 ��!�������
. 

A�)���	��� ��� �
��������	���, ��� � !�
�������� �!
�
�� ����������  !
�
�-
��# !
�����
���� !���
��. '
��������	��� !��� 	���� � 
!����
���� �
���������, 
��
������ �
�����, !
��
�� ��������
	 � ���
���� �
*""��������� ���!�������
�
 
����������, !�
�������� ���
�� �
���� 	 
��
	�
� ��!
��
����� ��� �������� ���-
�������# ����"
	. ?�
 !����� 	���
 ��� ��
�	����� ���
����� �
������� !
��
���� 
���
��
!� 	 	��� !�
��

� � �
�!������� ����"� [11; 12], 
��
	����� �� �����
� ������� 
(�6 	 ������
� 	������. ?�
� �!
�
� �
	
���
 ��!����, �
 
� �� ������� ���� !�
���-
��, � ���� ��������� ��. 

:���� 
���

�, ����� ����
� ���
�� �	������ ������
	���� !���
�� 	

����
	�-
��� ����"� (�6 	 ���
	��# 	�����# ��!�
	�# �������
�����# 	

�����	�� � ��
���
�-
�� ���
����
	 �������
�
 �
�����
	���� !
�����
���� !���
��. 

 
1. ��"�$�"�#����� &��"������ 

 
����� �
 �������� 
�������# 	 "�����
	
� !���� !���� ������� 	

������ !�
-

����� �	������ !���
� �������
� �
�����
	����, �� !��	�
���
� � �����
� �������. 
( ����)�� ���
�� ���
����������� ���
���� !
������� ������� (�6 !�� �������
���-
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�
� ���������
� 	

��)���� ��!
������	���
 !
 
����� /&A 
!������
�
 	
�
���, 
��
����
�
 �� ������� ���
��
!�. 

(�� !�
������ ������� � !
������� ����"� � ����� 	���"������ �
���� ��
������ 
�� �	� 
��
	��# *��!�. ���	�� *��! �� ��
�� ��������� � !
���
���	��� 
������ ������ 
����
-/&A �
��������� (�6. >���� ��
�� ���� 
�������, ��
 �������� 
�����������-
��� 
����� ����
�!���
��� (���. 1), � 
!������
� 	
�
��
 !������	���
 �� ���

��
!��� 
����������� ��������
�, � ��������

	��
 � ����
� �
���	���
� ����
��������� [13]. 
?�
 

������ ������� !
��
��
� �
����
-
�Q���
� ����� �� ����
� 	���� 
!������
�
 
	
�
���. A���
� !
���	����� 
�� 
�)���
-�!�
����)�# !
������, �	����	�� 
�
�
��� 
� ���
	�� �����

���� ������� �
 �
�
��������
�
 ������ (���. 2). A�� 	
��
	
�, ��� 
�	��
!�
	
��)�� ����, �� �
���������� 		��� ����
��
 ���
�
 
������ ����
��#���-
�����# �	
���	 
� �	
���	 �	����	
� 
�
�
���. 

 
���. 1. '
�!�������� �
����: 1 – *�����
��������� *����; 2 – 	

��#; 3 – �
�!��;  

4 – 
!������
� 	
�
��
 

 

���. 2. A��
���� �
���� 
!������
�
 	
�
���: 1 – �
�!����; 2 – 	�
����
�  

�)���
-�!�
����)�� !
������; 3 – !��	���
� 
�)���
-�!�
����)��  

!
������; 4 – �	����	�� 
�
�
���; 5 – �
�
���������� ���
	�� ������� 

�
���
���� ����� !���������� !
��
���� �	�
����
��
	��
 ��� �� ��
������ �
�-
!��� (�6, ��� � �� ��
������ 
!������
�
 	
�
���. ������ ����� �	�
����
��
	�� � !�
-
#
��� !
� �!��	������ �!�������
 ��
���
�����# ����
�
	, �	
�	������
 *��!
���-
���)�# ��
�#
����� ������ 	 ��������� "����. 
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&���� !�
��#
��� 
����
��� !
�������# "���
	 	 ����� MATLAB !
 �!�������
�� 
���
�����. ����� ��!
������	����� �����
������� ���
����� ��
�� �
��� !
��
��
 !
-
������ !������ 	

����
	���� ���������� �������
	���
�
 ����"�. 

( 
!�
	
�
�
��
� �
����� (�6 	����� ��)���	��� ��#��������� ��!�������. $# 
������� 
����
	���
 ��� �
���������� ��	��	������
�
 *�������, ��� � ��#�
�
���� ��
 
�
�
�
	�����. ( �����
���, ��!������� 	 
!������
� 	
�
��� 	

������ !�� �
���� 
� ��������� 	
 	���� ���
���, � ����� !
��� !
������
���� �
�!�����
� 
���	��. 
( �
�������	� �
	�������# ���
��
!
	 ��!
��
����� 	
�
��
 � ���
���	
� !
����
�-
����. ?�
 �������� ��� �	�������� �	�����!���
������ � ��� ������	�� 
���!������ ��-
�
�� �	��
	
�� �� ����
� �
���	���
� !
����
���
��
� �
��. :���� 	
�
��� ����� 
������������� !�
"��� !
��
����� !���
������, �
�
��� �
��������� �

������ 	 
�-
����� ���������� 	
�
��� !
�� 
����
���# ��!������� �

�	����	��)�� ��������� [14, 
15]. ��� ��!��!

���� �# � ��#�
�
��������� ��!��������� 
���
����� ��
��������-
)�� /&A 
!�
	
�
�
��
�
 �
�����. 

( ���
	��# 	�����# ��!�
	�# 	

�����	�� �� 
!�
	
�
�
���� �
���� �
������� 
���!������� 	
�
��� !��	
��� � !
�	����� ����
��!�������, �
�����)�# 	������� 
!
��
����� !���
������. ( *�
� ������ ��
 ������� ������� "������� �	�# !�������
	 – 
���!������� � ��!������� (��� ��"
������) n = n(t,�). $
������� !
��
����� !���
�-
����� �
��
 !������	��� 	 	��� 

 .n n n ndn dt d dt
t t t
� � � � ��$ %� 
 � � 
& '� �� � �� �( )

 (1.1) 

/������ ��#��������# ��!������� 	 	
�
��� �
��� �
������ !��	
�������
� �
-
��
���� !
����
���� �
�������. ( �	��
	
��# � ���
���	
� !
����
����� �	� 
��
�
����-
��� �
�!
����� "������������
� �
�� ����� ��
��� "�

	�� !
��
����� ���!�
����-
�����. ?�
 ��������� �	�
� !
 �
)�
��� ����� �	��� !
����
������ �, ����
	������
, 
�	�
� ����� !
����
���
����� �
����. ( ����# �	��
	
��# �	�����!���
������ �

���
, 
��� !��	��
, 
� ���� ���

��
!�� 
����
���# ��!�������. ���
� *�
� ���

��
!�� �	��-
���� �
�����
� �	�����!���
������ [3]: 

 � � � �/ 2 / ,x y� G �G � �B  (1.2) 

��� Gx, Gy – "�

	�� !
��
����� ���!�
��������� ��� �	�# ��!��	����� !
����
����. 
��
��������)�� /&A 	 
������ ���������� 	
�
��� �
��� �
������ !��	
������-

��� 
��������� !�
)��
� ���	��# ��!������� � �	�
����� � ���� 
��������� ���	-
��# 
��� ���

�� ��*����������
� !�
������
���, 	 ��
������� ���
 ������
 !
����

-
	���
� �
������� ����
	���� *���!������� !
����

	����� � �����	����� �	�
� ����� 
!
����
���
����� �
����. 

 (������ ��!�
	�� 	

�����	�� !��	
��� � ���!��������� ��"
������� ������� 
� 
����
� �
�!����
� ������� 
!�
	
�
�
��
�
 �
�����. &�"
������ 	�
�	��� �
��-
����� !�
)��� 	���
	, � ��� ��� 
� *�
�
 !�������� 
�	���� "�
� A������, �
 	

������ 
������ 
�����. ?��!������������� ������
	���� (�6 !
��
���, ��
 ��� ������
���� 

����� ����
 �
����
	�	��� �
*""������� ��!�
	
�
 ���������� ��������� ������� 
� �
�!�����. :
��� ��"
������ 	���
	 �
����� ����
	���� ����������
� 
��
�������
 
�������� 	
�
���, � �������
	����� ��!��������� ��	
����
��� �����������. 
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����������� � 	��# 	
�
�
��
-
!�������# ���
��
!
	 ����������� ����" ������� 
	 ������� �
	
���
 !�
�
��������
�
 	������ !
��� 	��������. ?�
 	�
	��
 ���, ��
 
���
���� �
������� ��
��)�����, ��� !��	��
, 	���
� 
!�
	
�
�
��
�
 �
����� � ��
 
��������� ��

���	 �
 �����
����
�
 ���
���
 ������ ����
����� 	������� ��!�
	
�� 
	

�����	�� �� �
����. &�� 
����� 	������ !��


!�������# *""���
	 �� ����" (�6 
����
 �����
	��� �	�
� ����� 	

�����)�� 	 	
�
��� ��!������
-��"
����
	����� 
�
��
����� � ��
 !
����
���
��
-
!��������� #���������������. 

( 
��
	� ���
�� "
�
�!���
��� ����� �	����� �������	���
�
 �	
��
�
 ����!��-
�
������, �	�
���
� � ���, ��
 !�

������ ��������� !
� 	

�����	��� ��!������� 
!��
������� 
!�������� ���

��
!��. A��!��� *�
� ���

��
!�� 
�	���� 
� /&A ����-
����� � #��������
����� ���

�
� ��*����������
� !�
������
���. ( �	�
� � !
����
	-
�
� 
����� "
�
�!���
��� ��� 
!������
�
 	
�
��� �����
���� ���
�
��� 
��
	��� !
-
�
����� ���
��. 

/�!������
� �
��
���� 	 �
��� 
!�������� ��	��� �
�!
���� ��!�������, �
�
��� 
�	������ �
���	���)��� ���

�� 	�
�
�
 ����� 

 .
x xy xz

yx y yz

zx zy z

� # #

� # � #

# # �

T  (1.3) 

>���� � – �
��������, # – ����������� ��!�������. ?�� ��!������� �� ����
� ����� 
�������
 	���
���
�
 !��������!�!��� !������	���� �
�
� �
���	���)�� 	���
�� !
�-
�
�
 ��!������� �� �

�	����	��)�� !�
)����. &�� ����������# ��!������� 	�!
���-
���� 
��
� !���
���: 

 , , ,yx xy zx xz yz zy# � # # � # # � #  (1.4) 

�, ����
	������
, �
���
 6 �
�!
���� ���

�� ��!������� ��
�	����� [16]. 
/�!������� �� !�
)����#, !�
�
	
���
 
�������
	����# 
��
�������
 
��� �

�-

�����, 
!���������� !
 "
������ !��
���

	���� �
�!
���� ���

�� 	�
�
�
 ����� !�� 
!
	
�
�� �

��������# 
���.  

��� ���
� 	��� ��!������
�
 �
��
���� ����
 ������ �
��� �
��
 !�
	���� ��� 
	
����
 !��!������������ ���	��� !�
)����. /
�������� ��!������� �� *��# !�
-
)����# ��
�	����� ���	����, � ����������� ��!������� 
������	���. 6��	��� ��!��-
����� 
�

�������� ����
 1� , 2� , 3�  � ���������� ���, ��
 1 2 3� J � J �  . 

( "
�
�!���
��� 	����� �
�� ������ ��� ��
�	����� �	�
����	��� ��!�������. 
����� ������� �

������ x1, y1, z1 !
	������ �� ��
� 9 	
���� 
�� z1, �
	!����)�� � 
��� 
z ������� x, y, z (���. 3). >�!���� "
����� ��� ��!������� !
 �	�� 	
����
 !��!����-
�������� !�
)����� BC � AB, �
�
��� !���������� 
�� z (!��!����������
� !�
��
-
��� �������) � 	������ �
����� � �
�
��� !���������� 
��� x1 � y1. &�� !�
)���� BC 

 

2 2
1

1 1

1

cos sin sin 2 ,

sin 2 cos 2 ,
2

sin cos .

x x y xy

x y
x y yx

x z zy zx

,� � � 9 
 � 9 
 # 9
K

� ��K# � � 9 
 # 90
K
# � # 9 
 # 9K
6

 (1.5) 
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���. 3. /�!������� !
 !�
)�����, !����������� 
�� z 

&�� !�
)���� AB 

 

2 2
1

1 1 1 1

1

sin cos sin 2 ,

,

cos sin .

y x y xy

y x x y

y z zy zx

,� � � 9 
� 9 � # 9
KK# � #0
K# � # 9 � # 9K6

 (1.6) 

(������ 9 �����, ��
�� ��!������� 
1x�  � 

1y�  !�������� *����������
� 
�������: 

 

� �

11 0, 0 ,

sin 2 2 cos 2 0.

yx

x y xy

dd
d d

� �

�$ %�
� �& '9 9( )

� � �� 9 
 # 9 �

 (1.7) 

H��� ��
� 9 = 9�, �
 �� !�
)����# AB � BC 
������	��� ����������� ��!������� 
#xy. ?�� !�
)���� ��
�	����� �	�
����	����. ( 
������ 
� ���	��# !�
)��
� �� �	�
�-
���	��# !�
)����# ����������� ��!������� #xz 	 
�)�� ������ �� ��	�� ����. /
�-
������� ��!������� �� *��# !�
)����# )

1
( z�  � )

2
( z�  ��
�	����� �	�
����	���� ��� 	�-

�����
�
 ��!��	����� z. %�
� 9� �
�������� 
��
�������
 )
1
( z�  (�
����� ��!�������) 

� 
��� x. 
(������ 
�� x1 � y1 ���, ��
�� 
�� �
	!��� � ��!��	������� �	�
����	��# ��!��	-

�����, �
 (1.6) � (1.7) !
����� (!
����� 9 = –9�) 

 

� �

� � � �

� � � �

2
1

2 2
1 2

1 2

cos ,

sin cos ,

sin 2 .
2

z
x

z z
y

z z

xy

�

� �

�

,� � � 9
K
K� � � 9 
 � 9
0
K � ��
# � 9K
6

 (1.8) 

��
����� (1.8) 
��
�������
 �	�
����	�# ��!�������, !
����� 
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� �

� �

2
2

1

2
2

2

,
2 2

,
2 2

x y x yz
xy

x y x yz
xy

, � 
� � ��$ %K� � 
 
 #& 'K ( )K
0
K � 
� � ��$ %
� � � 
 #K & '
K ( )6

 (1.9) 

 
� �
2

tg .xy
z

x
�

#
9 �

� � �  
(1.10) 

(�������� (1.9) � (1.10) 
!�������� �	�
����	��� ��!������� � ��
� ����
�� !�
-
)��
� 	 ������� �

������ x, y, z ��� ��!��	����� z. &�� ����
�
 ��!��	����� *�� !��� 
�	�
����	��# ��!������� �	������ ������	���
�. 

�!�������� �	
���	� ����������# ���

��
!��# ���� #��������
����� ���

�
� 
��*����������
� !�
������
���. 7���
����
 ���

��� ��!������� � ��"
������ 
� �	-
������ ������������ ���

�
� 	�
�
�
 �����: 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

.
L L L

� L L L

L L L

A  (1.11) 

7���
����
 �	�
����	��� ��!�������� 		
����� !
����� 
 �	�
����	��# �
�!
-
�����# ��*����������
�
 ���

��. '	�
����	��� ��*������������ !�
������
��� 
!��-
������ �	
���	� 
!������
� ����� ��� 
�����
�
 ��!��	����� !�
�	���	���� (��!�����, 
z, ��� ��� ��!�������). $# 	������� 
!���������� 	���������� ��!� (1.9), � ��!��	��-
��� – "
������� ��!� (1.10). 

( 
!������� ���

��
!��# �����# ��!��	����� !�
��
���� !
����
���� �
	!����� 
� �	�
����	���� ��!��	������� ���

�� ��*����������
� !�
������
��� [17, 18]. ( ��-
���
���, ��� ��!��	����� !�
�	���	���� z ��
�
��� � !
��
����� !���
������ �	�# ��-
���, !
����

	����# 	 �	�
����	��# ��!��	�����#, 
!���������� ������)�� 
���-


� [19]:  

 
� �

� �

1 1 1 1

2 2 2 2

/ ; ,

/ ; ,

z

z

u c n n

u c n n

� � L

� � L
 (1.12) 

��� � – ��
�
��� �	���. 
��#�������� �

��
!��� �����, ��#
��)���� 	 ��!������
-��"
����
	���
� �
-

��
����, !��
������� 
!�������� ���

��
!��. �
*�
�� !�
��
!
����

	����� 	 �	�
�-
���	��# ��!��	�����# ��*����������
�
 ���

�� 	
��� !�� !�
#
������ ����
 ����� 
����� !
������ ��	�� "�
 ��� 
!�������� ��
�
��� #
��, 	������� �
�
�
� 
�	���� 
� 
/&A �����. 

���
	� ��
��� !��


!������
�
 *""���� ��� �!����# ���, !
������)�#�� 
��
��� 
6���, �
�
���� 	 ���
��# /������ � ����	����. ( �

�	����	�� � ���� ���	��� 
����-
��� ���

�� ��*����������
� !�
������
��� ������
 �	�
��� � ���	���� ��"
�������� 
(/�����) � ���	���� ��!��������� (����	���). &�� ��!������� *�� 
�	����
��� 	�-
������ ������)�� 
���

�: 
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� �
� �
� �

1 0 1 1 2 2 3

2 0 1 2 2 3 1

3 0 1 3 2 1 2

,

,

,

c c

c c

c c

,L � L 
 � 
 � 
�
K
L � L 
 � 
 � 
�0
KL � L 
 � 
 � 
�6

 (1.13) 

��� c1, c2 – 
!�������� ("
�
�!�����) !
��
����� ��������� ��� �	��� � �
��������� �
-

�	����	���
 !������������ � !��!������������� �����	�� ���	��# ��!�������. ��� 
#��������
��� 	���� 	 �
������� !
��
����� !���
������ 
� �

�	����	��)�# ��!����-
���; x0 – ��*������������ !�
������
��� 	 ����!������
� �
��
����. 

��
�
��� "�
 �	�# !
����

	����# 	
�� !�� !�
�	���	���� ��!������
�
 *������� 
	�
�� ��!��	����� x3 

 2 ,;8� � �
�

 (1.14) 

��� 
!�������� ��
�
��� #
�� ; !�� �
�)��� *������� d  

 � � � �1 2 1 2/ / .d d c u c u; � L � L � �  (1.15) 

$
 (1.13) ��#
��� 

 
� �1 1 2 2 3

1 0
0

1 .
c c� 
 � 
�

L � L 

L

 (1.16) 

&�� 	��# �
	�����# ��������
	 	�
�
� �������
� !
� �������
� <<1, !
*�
�� 

 � �1 1 2 2 3
1 0

0
1 .

2
c c. /� 
 � 
 �

L H L 
2 3L4 5
 (1.17) 

�
����� ����
����
� 	�������� ��� 2 ,L  �
 (1.16) � (1.17), ��#
��� 

 
� � � �1 2

0 1 2
0

,
2

c d
c d�

� ��
; � L � � ��

L
 (1.18) 

��� 

 1 2

0 02 2
c ccc

n n�
�

� �  (1.19) 


!�������� �
*""������ ��!�������. 
'�� 	���
 �
 (1.18), ��
����
��� ! c� 
������ ��
����
��� ��!�������. :���� 
���-



�, !
 ��
��� ����	���� 
!�������� ��
�
��� #
�� !�
!
���
������ ��
�
��� ���	��# 
��!�������, � ��!��	����� ���	��# ��*�����������# !�
������
���� �

��� � ���	��-
�� ��!���������. 

&�� 
!�������# 	
�
�
� � ���
���	
� !
����
����� !
��
����� !���
������ 	 �	�-

����	��# ��!��	�����# 
����
	���� !
��� 
����
���# ��!�������. ��� �
�
�
	����� 
	
�
�
��
�
 �
����� (�6 	����� 	
�
��� 	

������ ��#�
�
�������� ��!�������, 
� 	 ���
	��# 	�����# 	

�����	�� (���!�������, 	������� � �.�.) – �������
	���
� ��� 
«	������» !
�� ��!�������. A�!��!

���� 	��# *��# !
��� � �

���� ��
��������)�� 
��!������� 	����� 	
�
���, �
�
��� 
!�������� ������
� 
������� !
��
������ 	 ���-
��� �
���� 	������. 
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2. ?��"&!�>����! 
 
( ���
	��# �������
����
�
 ��!�
	
�
 ������ ����" 
!���������� �
�������� !
-

��
������ !���
������ 	
�
��� 
� 	���� !�
���� !
 �
����� 	������
 ����)�# ����� 
[20]. &�� ������� ��
��������)�� ��
�
��� "�
 ��
�#
���
 
!�������� 
!�������� !��� 

�
�# ����� ���
 	����, 	 ������� �
�
�
�
 
�� !�
������ �
����.  

�
��� ��
������� 
����� ����
�!���
��� (�6 	 !����� STAR-CCM+ ������� ��� 
"���
	 � ��#
��
� ��"
������� ��� !
��!�
����
��, ��������	��)��
 ����". ?�� ��-
"
������ !������	���� �
�
� ���!
���
������ �����	 �����#, 	������)�� 	 ���� 
��-
����� ���# ���	��# ��!������� � 	������� ���!������� 	 ������# ����
�
 	���� 
��-
����������
� �
����. A ��!
��

	����� �!�������
� !�
������ «��
	
����	����» 
��-
������������ !
�� ���
��# "������ 	 �

�	����	�� � !�����
� �#��
� ���
��� 
	
�
��� !��
���
����� 	 
��
������ "������ !
 ����� ��
����
�
 	 ������� 	
�
���. 
7��
���� «��
	
����	����» �
������� ��#
���� �����	 �����# !
 �

�������� 	���
	 
	 !
����
	������
��� ���
��� ��� ����
� 	��	� �
�����. �������, ��
 ��)���	��� ��-
��
���
 
��
	��# �#�� ������� 
!������
�
 	
�
��� �� ������ (�6. �!�������
� � �
�-
�� 
����� ������
���� ��!�
	
�
 ����"� �	������ �	����!
����� ���
��� [6, 8] ��� ��-
����� (���. 4, 
), 
�� �� � ��!
��
����� !�� ������� ����"�. A�)���	��� ����� � ����� 
������� �#���: ��!
�����, ��#������ � ��. 

    

    � 

���. 4. A#��� �������: 
 – �	����!
�����; � – ��!
�����. D����� �
��� –  
��������� 	��
� �������� �
�����, ����� �
��� – «��	�� 	��	�» �
�����,  

����� �
��� – «!��	�� 	��	�» �
����� 

������ 
!������
�
 !��� (��� 	������ !�
����) ��� ����
�
 ���� ������������ ���. 5.  

 
� �1 1 2 2 3

0 2
0

1 ,i i
i

c c
n n

n
� 
 � 
�

� 
  (2.1) 

��� n0i – !
��
����� !���
������ !�� �������
� ���!�������; �1, �2 – "
�
�!����� !
��
-
����� ���������. 

�
 	
�
��� 	 ��!��	����� � ����� ��� �
 ��
�
���� w. ( ������ � 	 �
��� ����
�
 
	���� ����
� l !
 "
������ ��!� (2.1) ��������	����� !
��
����� !���
������ 

� 1 � 1 � �
� � � �,  ,  ,  .n n n n� �  >���� 	��#��� ������� ���
�	��� �� !���������
��� �

�	����	��-
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)��� 	������
�� ��
�, � ������ – ������ (�) � �
��� (�) 	����. ( "
����� (2.1) n0i �	-
������ ������
� "������� ���!������� � 	���������� 	 
�	����
��� 
� ���!������� 
	 ����
� �
��� � 	 ������ �
���� 	������. 

��� �������# !���!
��������, ��
 ��� ��������
	���� h� ��
�
 �
���� 	������ 
!�
���� ���� !
 �
�����. &�� !�
�
	
���
�
 	���� 	���� 	#
�� ���� 	 	��
� �

�	����	�-
�� �� ������� �
��� 
, � 	�#
�� – �
��� b. (���� !�
���� 	���� ���
� ��	�
  ��. &�� ��
 

!��������� ����
 !�
��������
	��� ���	����� 

 ,
( , )

d x c
d n x

�
# #

 (2.2) 

��� � – ��
�
��� �	��� 	 	������. 

 
���. 5. A#��� ��������
	���� 

D������
� ��������
	���� ���	����� 	�!
������� 	 ������)�� !
�����. �!����-
������ ��
�
��� �
������� !
��
������ !���
������ 	 ������ � 	 �
��� 	����: 

 

� � 1
� �

�

� � 1
� �

�

,

.

n ndn
h

n ndn
h

�

#

�

#

�
�

�
�

 (2.3) 

(��
� ��
��	����� �� m ������
	 ����
� H = l/m, � ��� ������ �m ����
�
 ������� 
	���������� 
������� !
��
����� !���
������: 

 
� �

� � � � �
� � ,m m m m

n n dn dnn n x dn x
l l

$ %� �$ %� 
 
 
 #& ' & '
( )( )

 (2.4) 

��� �m – 	���� 	#
�� ���� 	 ������ �����
�. 
?�
 	���� ��� ����
�
 !
������)��
 ������� 	���������� !
 "
����� 

 
� �� � �

/ .
1 0,5 /

m
m m

m

n H c
dn x dn dn l



# � # 


� 
 �. /4 5
 (2.5) 

�
��� 	�#
�� �
 !�
������ ��������
	���� 	���� �m ��	�
 	������ !�
#
������ 
���
� ����
�
 	���� ��. A������� *�� 	������� ��� 	��# 	���
	, ��#
��� 
�)�� 	���� 
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!�
���� ���
� �
����� �1. 7���
����
 	���������� 	���� !�
���� 	������
�
 ���� �2. ��-

��������)�� ��
�
��� "�
 	������
 ����)�# ����� �
��
 
!�������� ������)�� 
�-
��

�: 

 � �1 2
1

2 ,
i i

N

i

c
�

�

8� � 8# �8#

� �  (2.6) 

��� N – ����
 	���
	 	 �
�����; 1 ,
i

8#  2i
8#  – 	���� !�
���� i-�
 	���� �
����� ������; � – 

����� 	
��� �
�������. 
&���� !
 �������
� "�

	
� ��	
����
��� ��������	����� «����)����» ���
	�� 

��
�
��� 	��)���� ���
��
!� 	 �

�	����	�� � �
	����
� "
����
� A������ ((1). 
( ����
�)�� 	���� �

��
����� ��� 	��������� !
��
����� !���
������ 	���� �!-

�
)��
 		��� 
������������
��� 
����� � ��
!��	����
��� 	 ���
� ������ ������� 	���� 
�� �������, ��� ��� ��� ��"
������ 
� /&A 	 !�
�����
���# �
���#. �����
 *�� "
����� 
!
���������
 !�������� !�� ������� 
����� 
 ����"� 	 ���#����
� !
����
	��. 

/� ���. 6 �
��
 	����� ��
������ ��� ��
�	���
� ��
�
��� 
!������
�
 	
�
��� 
	 !
��!�
����
��. >���� ���
����������� ���!��������� ���!������� !
 
�)�� ����� 

!������
�
 	
�
���. 4���������� 	���� ���!
�
���� �� �������� 
�)�� ����� 
!��-
����
�
 	
�
���, 
� �������� 	 
�� ��
�
�� ���#
����� «��	��» � «!��	��» 	��	�. ����-
����� �

�	����	��� !���#
�� �
 ��
� �� ��
� ���
 ����
 �	� ��
�, ������� 	!����� �
-

�	����	��� ���!��������� ���!������� !
 ��
�. ��
�����	����� �	��� ���������� 
�����	� 
��
�������
 ����������# 	���
	 �������, ���!
�
�����# �� �������� 
�)�� 
����� 
!������
�
 	
�
���. �
�
���� ���!��������� 
��
�������
 ����� 
!�
	
�
��� 
�
��
 !
������ � ��� ���	��# ��!������� (��!�����, ���. 7 ���
��������� ���!������-
��� !��	
�
 ���	�
�
 ��!�������).  

 

���. 6. ���!��������� ���!������� !
 ����� 	
�
��� 
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���. 7. ���!��������� !��	
�
 ���	�
�
 ��!������� 

���
	�
� 
������ �	������ !
������� "�

	
� ������� � ����"� 	 ���
�. :��, �� 
���. 8 �

������
 ���!��������� 	������ !�
���� 
��
�
 �
 ����� !
 ����
�� 	���� 
	 
�	����
��� 
� ����� 	
�
��� � ����
� �	����!
���
� �#��� ���
���. �������	
 
	���� !���#
�� �
 ��
� �� ��
� – ����� ������ �

�	����	��� !���#
�� �� �
������ 
��
�, �
����� ������ – !���#
�� ����
 �	� ��
�. �������
 � �������� 	������ #
�� ��-
�� !�� !���������� � ������ 
!������
�
 	
�
��� – ����������� 	���� ���!
�
���� 
��!
������	���
 �� ������� (�6.  

��� ��#
������ ��
�
��� 	����� #
�� !
������ "�

	�� �������, �

��������� �� 
���. 9. A���������
� �
������� "�

	
�
 ������ �
 
����������
� 
������ 	 !
�
��-
������� �

�	����	��� 
��
�� 	������
 ���!�
�������)���� ���
� �
������
�
 ���� 
�� !��	
� !
�
	��� 
!������
�
 !���, � 
���� 
����	���� 	������
�
 ���� �� 	�
�
� !
-
�
	��� !���. 

 
���. 8. (���� #
�� ���� 
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���. 9. ��

	�� ����� 

 
���. 10. &���" (�6 

7����
 !
������
� ��
�
��� "�
 � !
�
)�� �

��
����� A������ ((1) � ����
� !�-
��	
�� ������ �
������� !��	
��� � !
������� �������
�
 ����"� (�6 (���. 10). 

��
���
������ �
�!�������� �
���� !

	
���� 
������ �� ������	���
� ��
	�� 	�-
������ ����"� (�6 !�� 
�����
� ��
������ � ��������# ���
	��#. :�� ��� 
����� ���-
�
�!���
��� ��
�������� 	 �!������
��
	���
� ��������
� !�����, �
 	

�
��
 ���
-
�
� 	�����
	���� ��������# � ��������# ���
	��. (

�
��
 ����� ���
� 	�����
	���� 
��
����������# ��
���
	 �
��������� � ����� 	���
	/��
�	 
!������
�
 	
�
��� 	 	
�
-
�
��
� �
�����. ?�
 !

	
���� 
������ ������	
 ��
������ ��� �������, ��� � ������� 
��	��	������
��� (�6 	 ���
� ��� ����
� �
������
� �
���������. 

7!�
����� ��
���
����
� �
���� ��� ��
�����# ��������# 	������
	 !
��
��� 	

-
�
��
��� ����	���
�
 !�
��

� ����"�, 	�
	���
�
 �
�������� /&A 
!�
	
�
�
��
�
 
�
����� � �
��������� ������� ��	��	������
��� (�6, !�� ���
	�� 
�	��
�
 �
	�����# 
�
��
	����# �	
���	 	��# ��������
	. 
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