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 H����# ��	
�
�"
�
	�
��� �
#������ ����� !�����
"������� ({'*) ���>���� 
� ��	� ������� ����������� �
��
���� � �
��	���� "�
�
�
� (� ��
�
�) �
������
 �
�������
�, ���������� �
��	���� � ������� #����"������� �� ��� ����
�������.
@������ ��
��� �# !��� #���� �
#�
�
 �
���
 "�� �
������
� ����� ����������
��������� "�
�
�
�, �
��������� �
�
��� �
��������� "�
�
�
����� ��
��� ("
-
������), �������� ���� �� ����� "
� ��#���� ������ 
��
�������
 "�
�
���
� 
��.
/�"�����, ���
� ���� ��
	�
��� "�� "�
�����
����� ������ !����
	�#
"���
��� �
�����
��� ���
�����
��
-�����
���������
��
�
 
	��"������ �!�
��
�
�, 
������
���� � �������� ������, �
#������ {'* 
	���
 ��#�������, "
���������
���������
�� �
#�������> �����, 
�
	���
 � ���
���� 
	���������. 

)#-#� ��
�
� ��������� "�
�
�
���� �
��������� �
#����>� �#������� "�
-
	���� � 
������ �� ���
������, ����
����, ������� �"
�
	�
��� � "�. /�"��-
���, �#��	��� ����
��� "�
�
�� �
�� #�����
 �������� "
 ���� ��
 ���
���-
���, "
��
���� "�
�
�
���� ��
� "�
�
�� �
��� "�
�����#����� 
��
�������

���� �����, � 
�������� "�
�
�
�� – "����������� ������ "
���
�. ����
������-
�
, �������� �#��	�
� � ��������
� ����
���� �
��� �#�������� ��� ��
�� 
��
"�
�
��, ��� � �
 �������. 

; ��	
�� "����������� �
��� �
���� ���
����
����� "�
�
�
���� �
���-
������, "
�
	��� "�
�
��� {'*. : ����� �
���������� 
��
����� �� �
���
 "�
-
�
�� � ��
�� {'*, �
 � �"�������� #����, "�����#�������� ��� ��������,
"
������, �
��������, #����� � ���
��� "�
�
�
�. 

:���� "�
�
�
���� "
��� "������������� � "
#���� !�����������
�
 
����-
����� ��� !������������ "
 �"����� ��
������ ���#
��
"��� �������������� 
	
-
�
���, � ��� "�
�
� ��� �"�������� #��� �����������>��� ��� ������� ��
�����
���� � ����� �������������� 
	
�
���, ���� �
�
���� �
"�������� "�
�����#���-
��� � ����
� ��� �������� � ������. /� 
��
�� !�
�
 "
��
�� "
������ �
����� 
��� 
"��������� ������ "
������
��� � ����
��� �"�������� �
���������. ��
�-
�����
���� � ������ #����� 
 �#���
�������� �����
�
 #���� � ������� "
��-
�
� "�
�
�� � ������
��� ������#� "������� ������ � #���� �� "�
�
�. 
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 Analysis of power transmission lines (PTL) involves the calculations of static states
and vibrations of conductors (and cables) together with spiral accessories, vibration
dampers and other devices attached on them. Many of these problems can be properly 
solved only by taking into consideration the internal structure of the conductors, the de-
sign of which is formed by wire layers wound on each other at different angles relative to
the longitudinal axis. For example, such reference is required in the design of the sys-
tems of power safety and reliability of information-telecommunication supply of aero-
dromes, aircraft and rocket systems, overhead transmission lines, subject to intense 
wind, especially in icing conditions. 

Due to the complex design of the wire structures the known issues arise in the esti-
mates of their deformations, stiffnesses, bearing capacity, etc. For example, the bending 
stiffness of the conductor can sufficiently vary as its deformation, since the wire layers 
may slip relative to each other, and a separate wire is movable within the wire layer.
Consequently, the values of stiffnesses can be varied both along the conductor axis and 
in time. 

The paper proposes a new deformation model of wires structures which are similar 
toPTL conductors. These structures include not only conductors and cables, but spiral
clamps intended for tension, suspension, joints, protection and repair of conductors. 

On the basis of energy averaging, each wire layer is considered as an elastically-
equivalent anisotropic cylindrical shell, thus a conductor or a spiral clamp are modeled as
a system of cylindrical shells nested into each other and interacting by the forces of pres-
sure and friction. Following this approach the formulae for the flexibility and stiffness 
matrices of spiral structures have been obtained. The problem of interaction of a tension 
clamp with the external wire layer of a conductor has been formulated and solved. The
mechanism of the force transfer from the clamp on the conductor has been investigated. 

 
© PNRPU
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conductor, spiral clamp,  
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( ����
�)�� 	���� ����� 
 ��"
����
	���� �����# !�
	
�
���# �
��������� 

� ����
� �# 	���������
 ���
���� !��	������ �
���
� 	������� �����
����
	 �
	
�
 

�
���
	���� ��� �*�
�
�������
� ��#����, � ����� ��#
��� ���
�
� !��������� 	 
�-
����� *���������, 
!�
	
�
�
��
� ��#����, !
�	
��
�
 
�
���
	���� � ���
�������	� 
[1–19]. � 	
������)�� �������� � *�
�� ��!��	����� �
��
 ������, ��!�����, !
 ��-
�������� ��������
��
�
 ���!
���� International Symposium on Cable Dynamics, �
�
-
��� ��������
 !�
	
����� �� ��� 	���)�# �����
-������
	��������#, !�
��������# 
� ������# 
��������� [6, 18]. 

( �������
� !������� !�
	
�
���� �
���������, !
�
���� !�
	
��� I?�, �������-
��	����� ��� 
��
�
���� !
 ��������� ������� ��� ���� � 
����������� �����
������ 
!���������� �� ����� �# 	���������
 ���
����. :��
� !
�#
� ��!
�������, ��!�����, 
!�� ������� ���� 
 ������# !�
	��� !�
	
�
	 ����� 
!
���� 	 �������# *��!�������-

���# ������# ��� ���� 
 �
�������# !�
	
�
	 !
� 	
�����	��� 	���
	�# !
�
�
	 [1–
6]. �����
 ����� !
�#
�� �� 
!���	��� �	������ *""���� !�� ��"
����
	���� !�
	
-
�
	 [4–12], � �# ��!
��
	���� 	 �������# �
��� !��	
���� � ���
!������� 
������ [8]. 

/�!�����, ��� ������� �����
� � ��������
� �����
���� !�
	
�
	 	 ��������
� 
!������� ��!
������� �	� !���!
�
����� 
 �
	�����
� ��"
����
	���� !�
	
�
���# 
�!������. ��� «!
�����» !
 ������, 
!������� ������ � 	��#��� ������� ��
�������-
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�
� 
�����. ���
 � ��# 
��
	�	����� �� !���!
�
�����, ��
 !�
	
�
�� ��"
��������� 
���	����
 ���� 
� �����. &���
� – �� ��!
��� �	����
�
 ��"
����
	����, �
��� !�
-
	
�
���� �!����� �������
 �����
 �
��������� 	 
��
 ���
�, 
����� �	
�
������ 
�
�
������ ��������. �����
 ���	��������� ������� !
���	��� [19], ��
 	������� 
�����
����, !
��������� !
 *��� ���
����� ��� 	������
�
 !�
	
�� ��� ��
��, �
��� 
���������� ���� 
� ����� �
��� ��� 	 70 ��. /�
!��������
��� 	 ����� !�������
	 ��-
���
��� � ���!"��
	���� !�
	
�
	 � �����# ����
�����# ������ !��	
��� � ���
!����-
��� 
������ � ������ ���
*""����	���� ��)���	��)�� ��������� ���
�� � ���
���-
��. ����
���� "���
-��#��������� !������	����� 
 ��"
����
	���� !�
	
�
	 � !
-
�
���# ������ �������� ���
���
��� ������������
� �
����, !��	����
� 	
 ��
��# 
�����# ��!����#. 

(
�
��
 ��!
��
	���� ���
�� «�������
�
» �
����
-*�������
�
 �
�����
	���� 
!�
	
�
��
� �
��������� [13, 14]. �����
 ���
� !��� ������ ����
��
� � «���Q����-
	��», !
��
���� ��������� ������
	 	 ���������
� ���!��� �	���� 
� �
���� � ��
���-
��� �
�������# !
	��#�
����, "
��������# ���������
�. ?�
� !
�#
� !���������� ��-
!������� !�� ������
	���� ����������
�
 !
	������ !�
	
�
���# �
��������� ��� 

!�������� �# �
���������.  

A�)���	��� !
�#
��, 
��
	����� �� ���
�
��� 
��������� ��#��������# �	
���	 
!�
	
�
���# �!������ 	 ����
� !
	�	� (!�
	
�
��
� ��
�) !�
	
�� ��� ��
��. /�!��-
���, 	 ���
��# [4, 5, 9–12, 15–17] ���������	����� ��"
����
	���� !�
�	
���
� �!�-
�����
� !�
	
�
��, ���� 		
����� ��!
��� 
 �
	�����
� ���
�� 	��# !�
	
�
� !
	�	� 
��� 	���
 !�
	
��, �
�
��� !��	
��� � 	����
� �	��� !�
	
�
� 	 ������ ��������. 
�����
 	 *�
� ������ ������������
 		���� �
�������� �
���� ���!
	�	�
�
 	���
-
�����	�� � ����
� ��� ��	����� � ������ ����� �
������� !
	�	���. 

&���
� �!
�
�, !����
������ (.$. ����������� � 7./. &�������� � ��	���� 
	 ���
��# [18, 20–21], ���������� 	 *�����������
� 
��������� � !
������)�� �	���-
��� !
	�	� � ���
�
�
� *�	�	������
� !
 �!����� �	
���	�� ���
��
!�
� ����������-
��
� 
�
�
���. ��
	
� !�� ���
� �!
�
�� ���������	����� ��� ������� 	�
�����# ���� 
	 ����� �������������# 
�
�
���, 	���
�����	��)�# ����� �
�
� ������ ��	����� 
� ������. �����������
� ����
� !���������
�
 !
�#
�� �	������ !�
��
�� "
������
	-
��, �������
���, 	
�
��
��� !
������� ������������# �������, "
���� � *""����	-
��# 	 	�����������
� !���� ���
����
	. 

( ����
�)�� 	���� !
�	���� ����� ����, �	�����# � !�
�����
	����� � ��
�
	��-
���� ����
	 �!������
�
 ��!�, !������������# ��� !
�	����, ���������, �
��������, 
�)��� � ���
��� !�
	
�
	 � ��
�
	 I?� [21, 23–30]. A!�������� ���� !������	���� 
�
�
� 
��� ��� ����
���
 !
	�	
	 
���������
� �����, ������ � �
�
��# 
���
	�� 
� 
�������# �!�������# !�
	
�
� ��� �# !�����. '
��������� �!������
�
 ����� 

���� #
�
�
 �
�������� � !�
	
����, ��� ��� 
�� 
������� ����
���� � !
��� �
����� 
"��������� ������������� � !�
	
�
� 	 
��
 ���
�. A �
��� ����� ��#����� !
	�	� 
�!������
�
 �����, ��
����
	���
�
 �� !�
	
��, �
��
 ���������	��� ��� �
!
���-
������� 	������ (��� !�
	
��) ��
� 
���������
� �����. 

��� !�
�����
	���� ����� ���	���� ����� 
� 
!��������� ��
 ����)�� �!
�
��
-
���, � ����� ��#
������ 
!��������# ������� �
��������	��# !�������
	, ��!����� 
����� �����, ��!��	����� � ���� (���� !
�Q���) �!������. ��� �������
� �# 	��
�� 
���
�� ����� �
��� 
������� ��*""����	�
� � ���� !��	
���� � !
	��������� ���� 
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�
���������. ������ *�� ����� �
��
 �
���
 �� 
��
	� �����
������ �!������
� �
�-
�������� ��� ������� 	���
�����	��)�# !�
	
�
���# !
	�	
	 ������ ��	����� 
� ������. 

/�����# ���
�, !
�	�)����# ������
	���� ��"
������ � ����)�� �!
�
��
��� 
�!�������# ����
	, ����
�
. ?��!������������� ������
	���� ���� ����� !��	
���-
!���
� �������, �
 	��� �� ��� �
��
 !
��
	����� ��� ������ ���
�
�!
�
��
��� �-
���
	 � 
!�������� �# �
���������. /���
��� ����������� !������	������ ������
-
	���� A.(. ���
	�, �
�
��� !����
��� 
����������� ���
���� ������� ����
	, 
��
-
	����� �� ������ ��"
����
	���� 
������
� �!�����, ���
����
� �� ��������� [23, 
24]. 7	�
�
� !�� 
!���������# �
!�)����# !
���
��� "��
���
�
�������� �
���� ��-
"
����
	���� 
��
!
	�	�
�
 �!������
�
 �����.  

 
1. ������+� ��00�!��>���%�+� ���"������� ��� ���"���/� �"�!'�� 

 
�����
���� ��	�
	���� *������� 	���
	
�
 ������� 	 �
!�������)���� !�
��
���, 

��� !
����
 �� ���. 1. ����� ds  – ����� *�������, 2cosr�� 9  – ������ ���	���, ��� 9  
– ��
� !
�Q���; d ds� � � . 

 
���. 1. ��	�
	���� ��""����������
�
 *������� 	���
	
�
 �������  

	 �
!�������)���� !�
��
��� 

:
��� ���	����� ��	�
	���� ��� 	 !�
�����# �� 
�� � �
����� � 
�� �������  
����� 	�� 

 0, 0.dN Q dQ Nt q
ds ds

� 
 � 
 � �
� �

  (1) 

%��
	�� ��	����	� �
����
	 ���� ����� �	����
� �

��
����� dM ds Q� .  
 

2. �������� &����� � ]��������"��( >�����!�#����( �-���#�� 
 
����� S  – ����� 	���� 	���
	
�
 ������� !
 ��
 
��, � L  – ����� ���� 	���� !
 
�� 

!�
	
�� x . $# 	������� 
!���������� "
������� 

 2 cos , sin 2 sin cos .S r L S r� � 9 � 9 � � 9 9  (2) 

A
!�������)���� 
!�
��
��� 

ds

��
��
��� !
!�����
�
 
������� 

q

Q

Q dQ

N N dN


M

M dM


t ds

�

�d

y
L

r
x9
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�����
���� ��"
������ 	���� 	���
	
�
 ������� !
� �����	��� ������, �
�
��� 
	��	��� !
�	����� 	 ������� 	��������# ���, !
��
����# !
 ��
 �����. A������ ��-
����� �������� ���
� P  	�
�� 
�� !�
	
��, ��� *�
 !
����
 �� ���. 2, . 

  
     � 

���. 2. �
����� 	 ������� 	���
	
�
 ������� 
� �����	�� 	�����# ���
	�# "���
�
	:  
 – �
����� 
� �����	�� !�
�
���
� ����; � – �
����� 
� �����	�� �����)��
 �
����� 

(��	����� �
���� Pr 	 ������� ������� �
��
 ���
���� �� ������)�� ( )bM P  

� �����)�� ( )tM P  �
�����. :
��� 

 ( ) sin , ( ) cos .b tM P Pr M P Pr� 9 � 9  (3) 

( ������� !�
	
�
�� ����� !
�	������ !�
�
����� ���� 

 ( ) sin .N P P� 9  (4) 

(������ !������	��)�# ��� �� ��"
������ ������� �����	��� �� �����. 
�����
���� ��!��� ���������� 	���
	
�
 ������� �����)�� �
����
� – �
����
� M 

	 !�
��
���, �
������
� � 
�� x . '�� 	���
 � ���. 2, �, 	 �������# ������� 	
������ 
������)�� ������)�� � �����)�� �
�����: 

 ( ) cos , ( ) sin .b tM M M M M M� � 9 � 9  (5) 

G���� �������, ��
 !�� �����	�� !
!�����
� ������� q  (	 ��!��	����� ������� 
���	��� �������) �
��� 
�� ������� !�����)����� �� 	������� ���)���� w  ���
�
 
	�
�� ������
	 ���	��� � *�� !�����)���� !
��
���� !
 ����� �������. :
���, ��� 
������� � 	�
�
�
 ���	����� (1), 	 �������# ������� 	
������ �
���
 !�
�
����� ���� 

 2( ) cos .N q q qr� �� 9  (6) 

��� 
��
	������
� �����	�� 	��# ���# �����
� 	 �������# ������� !
�	������ 
��������� ������)��, �����)�� � !�
�
����� ���
	�� "���
��, 	������� �
�
��#, 
	 �

�	����	�� � "
������� (3)–(6) �

�	����	���
: 

 
2

( ) ( ) sin cos ,
( ) ( ) cos sin ,

( ) ( ) sin cos .

b b b

t t t

M M P M M P r M
M M P M M P r M

N N P N q P q r

� 
 � 9 � 9

� 
 � 9 
 9

� 
 � 9 
 9

  (7) 

�
����������� *������ ��"
������ 	���� !
������	����� !
 "
����� 

 
2 2 2

0

1 ,
2

S
b t

z t

M M NU ds
EJ GJ EF

$ %
� 
 
& '

( )
�  

r
sinbM M� 9

sintM M� 9
M

M

r
P

P

sinbM Pr� 9

costM Pr� 9
Pr
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��� zEJ , tGJ , EF  – �����
��� �� ����, �������� � ���������� 	���
	
�
 ������� �

�-

	����	���
 ��!��	������ �
����
	 bM , tM � ���� N . �
��� !
�����
	�� 	 *�
 	���-
����� �

��
����� (7) � ����
� (2) !
�����  

 
2 2 2 21 ( sin cos ) ( cos sin ) ( sin cos ) .

2 z t

P r M P r M P qrU S
EJ GJ EF

. /9 � 9 9 
 9 9 
 9
� 
 
2 3

4 5
 (8) 

(������ 	 ������	� 
�
�)����# !�����)���� ��������� 8  	���
	
�
 ������� !
 

�� x , ��
� ������	���� ������� 	
���� 
�� x  � !�
)��� S w , ��� w  – !�����)���� 
�
��� 	��
�
 ������� 	�
�� ������� ���	���. 

(	���� 
�
�)����� ���� ��� ����, �
	�����)�� ���
�� �� *��# 
�
�)����# !�-
����)����#. ��� ��	�� �

�	����	���
 

 
2

2

( )sin sin / cos ,

( ) cos cos .

P P N q P qr

M M N q r M qr

�

�

� 
 9 � 
 9 9

� 
 9 � 
 9
 (9) 

��
�)���
�� !�����)���� Sw �

�	����	��� �������	�
��� q ������, �����	��)�-
�
 �� �������� 	�
�� ������� ���	���. &����	������
, ���
�� ������ �� !�����)���� w 

!���������� "
����
� 

0

.
S

qA w qds� �  

H��� �������, ��
 w 	 !������# 	���� ����
� S �	������ 	������
� !
��
���
�, �
 

qA q Sw�  , ��
 � 
!�������� ���
��� 
�
�)����� !��� «����–!�����)����».  

�
����	��� 	 (8) 	�������� ��� P  � M  ���� P� , M �  � q , 	������)�� � (9), !
-
����� 

 

� � � �

22 2

2 22

1 1 sin cos (tg 1)
2

1 1cos sin 2 tg sin .

z

t

U S P r M qr
EJ

P r M qr P qr
GJ EF

� �

� � �

, . /� 9 � 9 � 9 � 
0 4 56
-
 9 
 9 � 9 
 9 
 1
7

 (10) 

( �

�	����	�� � ��
���
� '��������
 
�
�)����� !�����)���� 
!���������� 
	����������: dU dP�8 � , dU dM��� , Sw dU dq� . ( �������
� "
��� 

@ A ,
TTSw A P M q� �. /8 � � 4 5  

��� *������� ������� ( , 1, 2,3).ijA a i j� �  

2
2 2

11
1 cossin ,

z t
a Sr

EJ GJ
$ %
 M 9

� 9 
& '
( )

 12 21
1 1 sin cos ,

t z
a a Sr

GJ EJ
$ %

� � � 9 9& '
( )

 

 
2 2

22
sin cos ,

t z
a S

GJ EJ
$ %9 9

� 
& '
( )

 
2

3
13 31

tg (1 ) 2 sin ,
z t

a a Sr
EJ GJ

$ %9 � 
 M
� � � 
 9& '

( )
 (11) 
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2 2
2

23 32
2tg 1 tg cos ,

t z
a a Sr

GJ EJ
$ %9 � 9

� � � 
 9& '
( )

 
2 2 2

4
33

(1 tg ) 4tg ,
z t

a Sr
EJ GJ

. /� 9 
 M 9
� 
2 3

4 5
 

���������� �
*""������ 2
zJ FrM � . 

:�!��� ��
�#
���
 �����
����� ������� � n  	���
	�# �������� (!�
	
�
�) 
� �
!
���	��� �� � ������������
� 
�
�
��
� ������
� r  � ����
� L , ���������
� !
 
�
���� !
�
���� !�
�
����� ������� T , �����)�� �
����
� H  � 	��������� 
��	������ p  (���. 3). 

/������ 1P , 1M , 1q , �����	��)�� �� 
�������� �������� �������, � �������, 
�����	��)�� �� 
�
�
���, �	���� �

��
������� 

 1 1 12 , , 2 ( ),P T r n M H n q p r L nS� � � � �  (12) 

��� n  – �
������	
 ��������. 

 

���. 3. A	������ 
��
�
 !
	�	� !�
	
�� � *�	�	������
� 
�
�
��� 

H��� 		���� 
��
�������
� ��������� L� � 8  � 
��
��������� ��
� ������	���� 
L� � � , �
 ��� ������������
� 
�
�
��� � ����
� (12) !
����� 

 @ A @ A ,T Tw B T H p� � �  (13) 

��� *������� ������� ( , 1, 2,3)ijB b i j� �  ��	�� �

�	����	���
 

 
3 2

2 ( )
11 12

2 1 cos 1 1sin , sign cos ,
sin

i

z t t z

r rb b
n EJ GJ n GJ EJ

$ % $ %� 
 M 9
� 9 
 � 9 9 �& ' & '9 ( )( )

 

 
4 2

13
2 tg 1 2sin ,

z t

rb
n EJ GJ

$ %� 9 � � M
� � 9 
& '

( )
 

 
2 2

21 12 22
1 sin cos2 , ,

sin t z
b r b b

n GJ EJ
$ %9 9

� � � 
& '9 ( )
  (14) 

 
3 2 2

23
2 2tg 1 tgcos ,

t z

rb
n GJ EJ

$ %� 9 � 9
� � 9 
& '

( )
 

5 2 2 2
23

31 13 32 33
2 (1 tg ) 4tg, , sin .

2 z t

b rb b b b
r n EJ GJ

. /� � 9 
 M 9
� � � 9 
2 3� 4 5

 

L

H
T

p

nP�

nM � q

L

r �
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3. � '��"���"�[ &!����� 
 
G���� �����
	��� !�
	
� ��� �������� �
 �!���"������ ��#���������� �	
���	�-

��. ?�
 !
	
���� �!����� �

��
����� ����� ��������, �����	��)��� �� ��������, 
� ��
 ��"
�������� 	 !������# ��
�� 6��� 	 
�)�� 	���: 

 � � � �T TB N H M� � D �  ��� � � � � .T TN H M R� � � D  (15) 

>���� � , �, D  – 
��
�������
� ���������, 
��
��������� ��
� ������	���� � ���	��� 

�� �������; N , H , M  – !�
�
����� ����, �����)�� � ������)�� �
����� 	 �������; 
B  � R  – ������� !
�����	
���� � �����
����, �	������ �

��
������ 1R B�� . 

:������
��
� 
!��������� �����
���� �� ����������, �������� � ���� ������� � 
(15), ���� ������� B  � R  ����
������. ?�
�� �

�	����	��� ������, �
��� ���������	�-
���� �
��
!��� �������� 	 ���	��# ����������# 
��#. 

��
	
� !������	���� �
�
� �������, �
��
�)�� � ���������� (���������
� !�
	
-
�
��) � !�
	
�
���# ��
�	 (!
	�	
	), ������ � �
�
��# �
��
 �
�����
	��� ��� ���-

��
!��� �������������� ���
������� 
�
�
��� � �

��
������� 	��� (13), (14). 

G���� �������, ��
 ��
� !�
	
�� ��
���� �� �
�� � ������. ��
�������� ��
� 
� 
1 �
 n . 4��������
�� !�
	
�� !���	
�� ������ (0). :
��� ��� i -�
 !
	�	� �

��
����� 
(13) !����� 	�� 

 � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 .
T Ti i i i i iB T H p� � �  (16) 

>���� ( )iT  – !�
�
���
� ������ 	 �������
� !
	��#�
��� 
�
�
���, �
�
�
� �	���
 � 
���
� ( )iN , �����	��)�� �� 
�
�
���, �

��
������ 

 ( ) ( ) ( )2 ,i i iN r T� �  (17) 

��� ( )ir  – ������ �������
� !
	��#�
��� i -�
 !
	�	�.  

�
��� ���������� ( )ip  � �

��
����� (16), !
������� �	
����� � 	��� 

 � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
T Ti i i i iB T H� � �  (18) 

��� �������  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )13 31 13 32
11 12( ) ( )

33 33( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )23 31 23 32
21 22( ) ( )

33 33

;

i i i i
i i

i i
i

kl i i i i
i i

i i

b b b bb b
b b

B b
b b b bb b

b b

$ %
� �& '

& '� � & '
& '� �& '
( )

 , 1,2k l � .  (19) 

������ 

 � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
T Ti i i i iT H C� � �  � � 1( ) ( ) ( ) ;i i i

pqC c B
�

� �  , 1,2p q � .  (20) 

��� �����
������ !�
	
�� 	 ���
� 	
�����)�� 	 ��� !�
�
����� ���� N  � ���-
��)�� �
���� H  ������	����� � ��� � �
����
	, �����	��)�# �� ��������� � !
	�-
	�. �
*�
�� 



Danilin A.N., Kurdumov N.N., Kuznetsova E.L., Rabinsky L.N. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 72–93 

 80

 (0) ( ) (0) ( ) ( )

1 1
2 ,

n n
i i i

i i
N N N N r T

� �

� 
 � 
 �� �  (0) ( )

1
.

n
i

i
H H H

�

� 
�  (21) 

G���� �������, ��
 !
	�	� !�
	
�� �� !�
������	��� ���� 
��
�������
 �����, �.�. 
�# ��"
������ 
�����
	�. :
��� 

 ( ) ( ), ; 0, 1, ..., .i i i n� � � � � � �  (22) 

A

��
����� (21) �
��
 !������	��� 	 �������
� "
���: 
(0) ( ) ( )

(0) ( )
1

2 0 .
0 1

i in

i
i

N N r T
H H H�

$ % $ % $ %$ % �
� 
& ' & ' & '& '

( ) ( ) ( ) ( )
�  

�
����	��� ���� (20) � ����
� (22), !
����� 

,
T TN

R
H

�$ % $ %
�& ' & '�( ) ( )

 
(0) (0) ( )

( )
(0) (0)

1

0 2 0
0 0 1

in
i

it

E F rR C
G J �

$ % $ %�
� 
& ' & '

( )( )
� . 

>���� (0)E , (0)G  – �
���� �� ���������� � ��	�� ����������; !�
)��� (0) (0)2 4F d� � , 

!
������ �
���� ������� (0) (0)4 32tJ d� � ; (0)d  – ������� !�
	
�
�� ����������. 
�
�������� 	 ��������� ������� R  �	������ �������� �����
��� ��� !�
	
�� !�� 

��
 ���
�� �� ���������� � ��������. A������ 
������, ��
 		��� 	������
� ���
��� !
-
	�	
	 !�
	
�� *������� 12 21R R�  ���� !
 ���	����� � ����
�������� 11R  � 22R . (
 
	���
� ������ ���� ���
��� !
	�	
	 �
��� ���� !
�
����� ���, ��
�� ������
������� 
*������� 
������� 	��������� ������. :
��� 11R  � 22R  �
��
 ���������	��� ��� ����-
�������� �����
��� !�
	
�� �� ���������� � ��������. 

A

��
����� (18), (19) !
	
���� 
!�������� �����
��� !�
	
�
��
� �
��������� 
�� �������� � ����. 

�����
���� ������� ��������. ��� 0T �  � (18) �������, ��
 ��� i-�
 !
	�	� 

 ( ) ( ) ( )
22 .i i ib H� �  (23) 

��� ������	���� !�
	
�� �� ��
� � 	�� !
	�	� ������	����� 
�����
	
:  

 ( ) ;i� � �  0,1,..., .i n�  (24) 

( �
 �� 	���� �����)�� �
���� H  ������	����� � �����)�# �
����
	 �
���	���-
)�# !
	�	
	: 

 ( )

0
.

n
i

i
H H

�

��  (25) 

�
*�
��, �����	�� (23)–(25), ����� 

 ( ) ( ) ( )
22 22

0 0
.

n n
i i i

i i
H c c

� �

� � � �� �  (26) 

��
����� �����
��� !�
	
�� �� �������� ���� tGJ , ��� G  – ���
�
��� ���
	��� 
�
���� ��	���. :
��� 
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 .
t

H
GJ

� �  (27) 

A��	��	�� 	�������� (26) � (27), !
����� 

 ( )
22

0
.

n
i

t
i

GJ c
�

��  (28) 

&�� ���������� � i-�
 !
	�	� 

(0)
22 (0) (0) (0) (0)4

1 10 ;
t

b
G J G d

� H  

( ) ( )40,1 ,i i
tJ d�  ( ) ( )40,05 ,i i

bJ d�  
( )

( )
( ) ,

2(1 )

i
i

i
EG �

?

 

��� ( ) ( ),i iE ?  – �
���� �!���
��� � �
*""������ �����
�� ��������� i-�
 !
	�	�. A ���-
�
� !
������# "
���� 	�������� (28) !��
�������� � 	��� 

 (0) (0) ( )
22

1
0,1 .

n
i

t t
i

GJ G J c
�

� 
�  (29) 

�����
���� ������� �����
��� !�
	
��. '��	��� D , ������ ���	��� �  � ���-
���)�� �
���� bM  ������� �	���� �

��
������ 

 1 .b bM EJD � � �  (30) 

�
���� bM , !
���������� ���� �
�������� ��!������� �  	 !
!�����
� ������� F, 

 ,b
F

M y dF� ��  (31) 

��� y  – �����
���� 
� *������� dF  �
 ���������
�
 	
�
���. 
��� 	�!
������ ��!
��� !�
���# ������� ��������� 	
�
��� ������� � �������� dF 

 .y� � �  (32) 

H��� ���������	��� i-� !
	�	 ��� 
�
�
���, �
��
�)�� � !�
�
����# 	
�
�
�, 
	 �
�
��# �����	��� ��!������� ( ) ( ) ( )i i iT d� � , �
 � (18), (19) ������� ��
� 6��� ��� 

!�
�
���
�
 	
�
��� 	 	��� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11

i i i i i ib T b d� � � � . :
��� ��� i-�
 !
	�	� � (30)–(32) 
!
������ 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
11 11

1 .
i

i
i i i i i

b b i i i i
F F

E J M y dF y dF
b d b d
�

� � � � �� �  

&�� �
����	
�
 ������� ������
� ( )ir  � �
�)��
� ( )id  �������� 

( )
2 ( ) ( )3 ( )

i
i i i

F
y dF r d� �� . �
*�
�� �����
��� �� ���� i-�
 !
	�	� 

 ( ) ( ) ( )3 ( )
11 .i i i i

bE J r b� �  (33) 
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��� ����� !�
	
�� ���	��� ����� 
��� 	��# !
	�	
	 � ���������� !�
	
�� 
����-

�
	�, � ( )

0

n
i

b b
i

M M
�

�� . �
*�
�� ������� �����
��� !�
	
�� � ����
� (33) 

 
( ) ( )

( ) (0)4 (0) ( )3 ( )
11

0 0 1
0.05 .

i in n n
i i ib

b b b
i i i

E JEJ M M d E r c
� � �

� � � � � � � 
 �
�� � �  (34) 

 
4. ���"���"� &!������ ��!�� �� 

 
��������	����� ���������� � ������� �����
��� !�
	
�
	 ��������	
-������
� 

����� �
������
�
 !�
�	
���	� (7A) [1, 2]. :�!
	
� ������� !�
	
�� 7A !
����
 �� 
���. 4. �
	�	� 1 � 2 !������	���� �
�
� �
�
!�
	
��)�� ��������	�� !
	�	�. A�����
� 

��������� 
���
	�� !
	�	
� 3 � !�
	
�
�
� 4 	 ���-
���. &����� ��� ������
	 !������	���� 	 ����. 1, 2. 
( !��	�# ��
����# ������ ���� ����� ����������-
���	�# !�
	
�
	 ����� 7A 	 	��� 
��
����� �
��-
������# !�
)���� ��������	
� � ������
� ������ 
������� !�
	
�� (��2). (
 	�
��# ��
����# ���� 
	 	��� ���� �
������	� !�
	
�
� 	 ����
� � !
	�-
	
	: ������� �������
�
 ���� ����
 !�
	
�
� 	 !
-
	�	�, � ����
 ��������# ���� ����
 !
	�	
	. ( �����-
�# � ���	����# ��
����# ������ �
��������� ���-
����� !�
	
�
� � �����
��� �������, 
!�������)�� 
���� !
�Q��� � �������. '����
��� ������� !
	�	� 

!���������� "
����
� (2 )m L r d� 
 , ��� L – ��� 

�������; r  – ������ !
	�	�, �.�. ������ 
�����
���, �� �
�
�
� ����� ������ !
!����-
��# ������� !�
	
�
�; d – ������� !�
	
�
� !
	�	�. $ *�
� "
����� �������, ��
 

(2 )L m r d� 
 , 
����� !
 	�
�
� "
����� (2) ��#
��� � �Arctg 2L r9 � � . 

:������ 1 

��������� �
�
!�
	
��)�� (��������	
�) ����� !�
	
�
	 ����� 7A 

����� !�
	
�� 7A D���� !�
	
�
�  
	 !
	�	�# 

/
��������� ������� 
!�
	
�
�, �� 

'����
��� ������� 
!
	�	
	 

1 2 3 4 
120/19 10+16 2,40 15, 12 
120/27 12+18 2,20 15, 12 
150/19 9+15 2,80 15, 12 
150/34 12+18 2,50 15, 12 
185/24 9+15 3,15 15, 12 
240/39 10+16 3,40 15, 12 

185/128 24+30 2,10 15, 12 
300/39 9+15 4,00 15, 12 
300/66 12+18 3,50 15, 12 

 
���. 4. '
��������� !�
	
�� 7A 

y

z

1 

2 

3 

4 
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��
������ ����. 1 
1 2 3 4 

330/30 10+16+22 2,98 15, 12, 10 
330/43 12+18+24 2,80 15, 12, 10 
400/22 10+16+22+28 2,57 18, 15, 13, 11 
400/64 10+16 4,37 15, 12 
400/93 12+18 4,15 15, 12 

300/204 24+30 2,65 15, 12 
500/26 8+14+20 3,90 15, 12, 10 
500/64 12+18+24 3,40 15, 12, 10 
550/71 12+18+24 3,60 15, 12, 10 
600/72 12+18+24 3,70 15, 12, 10 
650/79 15+21+27+33 2,90 18, 15, 12, 10 

:������ 2 

��������� ���������
	 – ������
� ����� !�
	
�
	 ����� 7A 

����� !�
	
�� 7A D���� !�
	
�
�  
	 !
	�	�# 

/
��������� ������� 
!�
	
�
�, �� 

'����
��� ������� 
!
	�	
	 

120/19 1+6 1,85 20 
120/27 1+6 2,20 20 
150/19 1+6 1,85 20 
150/34 1+6 2,50 20 
185/24 1+6 2,10 20 
240/39 1+6 2,65 20 

185/128 1+6+12+18 2,10 25, 20, 15 
300/39 1+6 2,65 20 
300/66 1+6+12 2,10 25, 20 
330/30 1+6 2,30 20 
330/43 1+6 2,80 20 
400/22 1+6 2,00 20 
400/64 1+6 3,40 20 
400/93 1+6+12 2,50 25, 20 

300/204 1+6+12+18 2,65 25, 20, 18 
500/26 1+6 2,20 20 
500/64 1+6 3,40 20 
550/71 1+6 3,60 20 
600/72 1+6+12 2,20 25, 20 
650/79 1+6+12 2,30 25, 20 
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��������� 	��������� !������	���� 	 ����. 3. >���� !��	�� �
�
��� – ����� !�
	
-
��, 	�
��� – 	������ ������� !�
	
�� (������� 
�����
���, 	 �
�
��� 	!����
 !
!�-
����
� ������� !�
	
��). :����� � ���	����� �
�
��� ������� �
������ ������� ����-
�
� � ��������
� �����
����, !
��������� �

�	����	���
 !
 "
������ (34) � (29). ��-
��� �
�
��� �
������ ������� ���������# �����
����, 	���������# !
 "
����� 

40,00027tGJ d� , ��� d – 	������ ������� !�
	
�� 	 ����������#, � ����
	
� �
*""�-

����� ����� ������
��� 2 4/ � �� . ?�� "
����� !
������ 	 ��������� Montefiore 
(G������, I������� ���	�������) 	 ��������� 
�����
�
 ������ *��!������������# 
�����# [7]. A�������������# �����# 
� ������# �����
���# !�
	
�
	, ��������# 
	 ��������� ����#-���
 *��!�������
	, 	 ���������� ����� �� ����
��. 

A��	����� 4-� � 5-� �
�
�
� ����. 3 �
	
��� 
 #
�
��� �

�	����	�� !����
����
� 
�
���� *��!������������� ������. 

:������ 3 

+����
��� !�
	
�
	 ����� 7A 

����� !�
	
�� AC d, �� EJb, /·�2 GJt, /·�2 *��! ,tGJ  /·�2 
120/19 15,15 113,6 15,37 14,22 
120/27 15,40 125,3 16,50 15,19 
150/19 16,75 166,8 23,03 21,25 
150/34 17,50 208,9 27,50 25,32 
185/24 18,90 269,5 37,18 34,45 
240/39 21,55 463,1 62,60 58,23 

185/128 23,10 835,9 82,66 76,88 
300/39 23,95 695,4 96,14 88,84 
300/66 24,50 812,2 101,48 97,28 
330/30 24,78 807,5 103,77 101,81 
330/43 25,20 867,2 120,92 108,88 
400/22 26,56 1041,6 163,73 134,36 
400/64 27,68 1261,3 170,52 158,50 
400/93 29,10 1615,0 200,79 193,61 

300/204 29,15 2119,1 209,61 194,95 
500/26 30,00 1684,2 244,93 218,70 
500/64 30,60 1885,4 262,89 236,73 
550/71 32,40 2369,7 330,42 297,54 
600/72 33,20 2632,8 360,17 328,03 
650/79 34,70 3134,4 468,10 391,45 

 
5. ���#�" ��"�'��/� �&�!��%��/� )�'�$� 

 
F���������� !������	������ �������� �!������
�
 ��!� �	������ �!�������� ��-

����
� ���� (���. 5), �
��������� �
�
�
�
 �
��
�� � 
��
�
 ��� ����
����# !
	�	
	, 
������ � �
�
��# 
���
	�� � !����� !�
	
�
�� � ��!
��
	����� �!��������# 
"�����
���# !
������ [27–30]. ����������� �!�������� ���� ��� !
�	���� � ����-
����� !�
	
�
	, ��
�
	 � ������� (I. H�
 �
���� ����
 
��)���	������ 	������ !
���-
�
	������
� ��	�	�
� !
	�	
	. 
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���. 5. /�����
� �!�������� ���� �� !�
	
�� 

��� !�
�����
	���� ����� ���	���� ����� 
 ��#
������ 
!��������# ������� 
��
 !�������
	, ��!����� ����� �����, ��!��	����� � ���� (���� ���
���) �!������, 
�
*""������
	 ������. ( !�
��	�
� ������ ���
�� ����� �
��� 
������� ��*""����	-
�
� � ���� !��	
���� � !
	�������� ����������. 

A!�������� ���� �
��
, ��� �� ��� � !
	�	 !�
	
��, �	���� � *�	�	������
� ��-
����������
� 
�
�
���. 

&�� ������� ����� 
 	���
�����	�� ����� 
� !�
	
�
� �����
���� ��	�
	���� *���������
�
 
�
���� ����
� dx, *�	�	������
� ����� 
�
�
�-
��, !
� �����	��� !�
�
���
�
 ������ T, 
����-
�
�
 ������ 2(2 )h H r� �  � ���� ������ f, �
���	-
���)�� �
�
�
� 	 !�
�
���
� � 
�����
� ��-
!��	�����# 
�
����� ���� xf  � yf . ?������ 
���
�
 �
���� ����
� dy  	 
�����
� ��!��	����� 
!
���� �� ���. 6. 

$ ���
	�� ��	�
	���� *������� ������� 
���	����� 

 2, 2 .x y
dT dHf r f
dx dx

� � � � �  (35) 

G���� �������, ��
 ���� ������, ���!���������� !
 !
	��#�
��� �
������ ����� �-
���
� � �������, ��	�� �f k p� , ��� p  – ��	����� !
 !
	��#�
��� �
������; �k  – �
*"-
"������ ������. G���� ����� �������, ��
 ���� f  ��!��	���� 	�
�� ��	�
�����	��)�� 
��	����)��
 ������, 
���
	���
�
 ������ T  � h, �.�. 

 
22 2 2 2

sin , cos ;

sin , cos ; .
2

x yf f f f

T h Hh
rT h T h

� G � G

G � G � �
�
 


 (36) 

'
������
� ������ p  !�� ������# ������# T  � h � ��������
� !�����)���� (��-
����) ����� 0w  
!��������� � �������
 ���	����� (13) ��� 

 0 31 32 33( ) .p w b T b H b� � �  (37) 

H��� �� �����	��� ���������� �������� ������ � ���� ��
 	���
�����	�� � ���-
�
�, �
 	������� 0w  ��	�� ���
��� ��������# ������
	 !�
	
�� � �����, ������ �� !
-
�
�������
�, ���� ��������� ������ ����� ������ ������� !�
	
��. 

H��� ���
	�� ����!����� ����� �� 
!
��, �.�. !�� 0x � , !
	
���� 
!�������� 
��������� ������� 0T  � 0H  ������ T  � �
����� H , �
 ���	����� (35), (36) !
	
���� 
�"
������
	��� ��������� ����� 

 
���. 6. ��	�
	���� *������� �
����  

*�	�	������
� 
�
�
��� 

G f

dxh

T dT


h dh


xf
yf

T

h

dy

h dh


G

 
'
�� A!����� ���
	�� ��
	
�
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2

� �

0 0

sin , 2 cos ;

(0) , (0) ,

dT dHk p r k p
dx dx

T T H H

� � G � � � G

� �
 (38) 

��� ��	����� � ������ "
����
� (37). 
:���� !
����
	�� !���!
������, ��
 ����� ����� ����
���
 	�����, ��
 	���
-

	������� ��
 �
��
	 �
��
 !���������, �.�. ���������	��� ���� ��� !
������
������ 

�
�
���. 

( ������	� !��	
�
 !���������� �����
���� ���
� ���
	�� ����!����� ����� �� 

!
��, �
�
�
� !
	
���� ��� �	
�
��
 !
	
����	�����, �.�. !����� 0 0H � . :
��� 	�
�
� 
���	����� (38) ����� ������� ( ) 0H x � , � ��� !��	
�
 ���	����� ��������� ����� !��-
������ 	�� 

� �0 31
� 0 1

33
,T

w b TdT k k a a T
dx b

�
� � � � 
  0(0)T T� , 

��� 0 0 33 ,a w b�  1 31 33 .a b b� �  
H� ������� 	������� ���: 

 � � 1
0( ) ,Tk a xT x T T T e�� �� 
 �  (39) 

��� 0 1 .T a a� � �  
�������, ��
 ������� (39) ����� ����!�
�������� �
���	���)�� 

0 31lim
x

T T w b� ��
� � � . F������� ��
 �������� !
���� �� ���. 7. $ ���
 	���
, ��
 ���-

�� �����, ��
�#
����� ��� �
�
, ��
�� 
� ������	�� ������ 0T , �
���� ���� �� ������ 

minl . $ ������� (39) �������, ��
 	������� minl  

0
min

� 1

1 ln 1 .Tl
k a T�

$ %
� �& '

( )
 

�����
���� ��!��� ����� 	���
�����	�� 	 �������, !
�����
� �� ���. 8, �
��
�-
)�� � �����, 	������
 !
	�	� !�
	
�� � 	��������� ��
 �����, �
�
��� ����� ���-
	��� ���
�. 

 
���. 7. F������� ��������  

������� (39) 
���. 8. (���
�����	�� �����, 	������
 !
	�	�  

!�
	
�� � 	��������� ��
 ����� 

 

(2)r
(1)r

(1)
0T (1)T

(2)T

(2)T

(3)N

(2)d

(1)d

(2)f

(1)f

x

(1)
0T

(1)T

0T

T

x
minl0

T�
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%��	����� ��	�
	���� ����� � 	������
 !
	�	� !�
	
�� ����� 	�� 

 

(1) (1)
(1) (1) (1)

2(1) (1)
(1) (1)

(2) (2) (2)
(2) (1) (2) (2) (2)

2 2(2) (2) (2)
(1) (2) (2) (2)

2 2 ,
2

2 ,
2

2 2 2 ,
2 2

2 2 ,
2 2

x

y

x x

y y

dT dr f r
dx

dH df r
dx

dT d dr f r f r
dx

dH d df r f r
dx

$ %
� � � � �& '

( )

$ %
� � � �& '

( )
$ % $ %

� � � 
 � � �& ' & '
( ) ( )

$ % $ %
� � 
 � � �& ' & '

( ) ( )

 (40) 

� ������ (3)N  	 ���� !�
	
�� 
!���������� � ���
	�� ��	�
	���� 	 "
��� 
(3) (1) (1) (2) (2) (1) (1)

02 2 2 .N T r T r T r
 � 
 � � �  

H��� �������, ��
 	
�����)�� ����� ��
��� ���� ������ (1)f  � (2)f  !�
!
���
-

������ ����� ��	����� ����� ��
��� (1)p  � (2)p , �
 

 (1) (1) (1) (2) (2) (2), .T Tf k p f k p� �  (41) 

'�� � �����, ����� !���!
������, ��
 ���� ������ ��!��	���� 	�
�� ��	�
�����-
	��)�� ��	����)��
 ������ ����� ��
���. :
��� 

 

� �

� �

(1) (1) (1) (1) (1) (1)

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

(1) (1) (1)

(2) (2) (2) (2) (2) (2)

(2) 2 2 (2) 2 2
12 12 12 12 12 12

(2) (2) (2)

12

2 2 2 2

2

2

sin , cos ,

cos , sin ,

2 ,

sin , cos ,

cos , sin ,

2 ,

x y

x y

f f f f

h T h T T h

h H r

f f f f

h T h T T h

h H r

T

� G � G

G � 
 G � 


� �

� G � G

G � 
 G � 


� �

� � � � �(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)
12, .T r r T h h r r h
 � 


 (42) 

&�	����� (1)p  ����� ����
� � !�
	
�
� 
!���������� �

��
������ (37): 

 � �(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
0 31 32 33 ;p w b T b H b� � �  (43) 

��	����� (2)p  ����� 	������ !
	�	
� !�
	
�� � ��
 ���
� 
!���������� ��� �� �

�-
�
������, �
 �!������� ��� 	������
 !
	�	�, !������� ��
 !�
��� ��	��� ����: 

 � � � �(2) (1) (1) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
31 32 33 .p p r r b T b H b� � 
  (44) 
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'�� � �����, ����� �������, ��
 ���� �� 
!
�� �
��� �	
�
��
 !
	
����	�����. :
-
��� ��� ���	����� (40) � ����
� 
�
������� (41)–(44) �
��
 �"
������
	��� ������-
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