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 �	T���
� ������
����� �������� ��"�����
-���
����
����
� �
��
���� 
(/��) �	��#� � ��"
����������
 � 
�
	�� �
���� �
��������� � 
�
	���
����� �
���� �
������� "�
���� ������� � "�
������������� ��	��, ����>����� "�����-
������ 
	��#�>��� "
�����
���� ����"������ ���. \�������� ���
���, ���
��� 
��"������
��� ��"������ � ���
������ �� ����� ("
�����
���) �
��������
!������
� �
���������, � ���� ������ 
����������, 
	���
������� "
����
��
� 
#����� � 
�
	�� �
���� !������
� �
���������, 
	��#�>� 
	�#�������� ����	���-
������ ��������� (�H@), �
�
��� "���������>� �
	
� ������� �������� ��
��
-
�
���� ����	��������� ���������. :
�������
 �H@, �
���������
� � 
�
	��
�
����, "�������� �
�������
 �H@ � 
	����� (�� 
�
	��) �
���� �������, ��


����������� �
#�
�
��� "
���
���� �������, ��
�����
��>���
 ���� �H@,

	������ ���
���� �������� ���
�������
�
 �����
�
 ����. 

*
!�
�� ���� ��	
�� – "
���
���� ���
�����, "
#�
��>���
 ���
��� ����-
���, �
����
����
� �
 ����� �H@, #���������� � 
�
	�� �
����. *�����������
"
������������ ��������� �������
���� �
����
-!��������� ���
� ((:'). 
*
���������� – ����� �������
� 
	�����, � �
�
��� "�������� �
��
���� �� "��-
���"���>� ��#���
�. 

���
���� ��#�������: "
���
��� ���
���� � �� ��
 
��
�� "�
�������� �
�-
"���� ��� ������
����� /�� �	��#� � ��"
����������
 � 
�
	�� �
���� !�����-
�
� �
���������. ; #������
��� 
� ��
���� ��
����������� � ������������ "���-
����
� �������������
� "�
��
� ��� "�
�����������
� �
��������� #����� �"��-
�
��� � ����
�"���
��� ������� �� ��"� � "
���"�, 
�����>����� �
�������
� 
#��������� �H@. ��������� ������� (:' ���� �
#�
�
��� ��������� "���-
����� /�� � �#��� :'-����� 	�# 
"������ �����������
����� "��	�����
�
 
������� � 	�# "��������� ���
�
-��	
 ���
�� �
�"
������. )������
���� "
�-
�
� "
#�
���� "
���
��� �������, �
����
����
� �
 ����� �H@, #����������
� 
�
	�� �
����. �"��������� "�
������ "���������
�
 ���
����� � ��
 �������-
������� �����#���� �� �#��� Fortran-95. �	����>��� 
�
	���
���, ���#����� 
� "���������� ����
�
��� OpenMP � �����#���� ���
�����. 
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 The target of research is the stress-strain state (SSS) near and directly in the special 
points of structures with features in the form of flat composite wedges or spatial edges,
which are the intersections of the forming bodies surfaces. Boundary conditions, continui-
ty conditions of stresses and strains on the line (surface) connections of structural mem-
bers and other constraints, posed by the problem statement into structural elements spe-
cial points, form a mandatory algebraic equality (MAE), which represent a system of line-
ar inhomogeneous algebraic equations. The MAE number, formulated at special points,
exceeds the MAE number in ordinary (not special) points of the boundary, which limits
the ability to build solutions meeting all of the UAR using usual solid mechanics methods.

Therefore, the works purpose is to create an algorithm allowing constructing a solu-
tion consistent with all MAE formulated at special points. Substructure iterative mixed
finite element method (FEM) is proposed. Substructures are parts of the computational 
area with continuous state parameters. 

The main results. The algorithm and software package for the stress state study 
near and directly in special points of construction elements are suggested. Depending on 
the considered flat or spatial structure geometric and material parameters properties,
problems of elasticity and thermo elasticity are divided into types and subtypes, distin-
guished by the MAE number. Mixed finite element method version allows calculating 
nodal stress parameters without the differentiation of the approximate solution or without 
using any replenishment method. The iterative approach allows building a solution that is 
consistent with all MAE at special points. 

The procedure of the proposed algorithm and its Fortran-95 implementation is de-
scribed. Features, associated with OpenMP technology used in the algorithm implemen-
tation are discussed. 
 

© PNRPU

Keywords: 
special point, mixed finite element 
method, algorithms, numerical 
methods, parallel computing 

 

 
�������� 

 
���������	����� ���
� ������
	���� ��!������
�
 �
��
���� 	���� 
�
��# �
��� 

�
��������� � 
�
����
���� 	 	��� �
���	��# !�
���# ������	 � !�
�������	����# ��-
���. �
��
���� 	������ ������	 � ����� �	������ !
������������ �
��������
���� 
��!�������, ������� ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� (/&A) 	 �# 
������
-
���# !
�	�)��� ��
�
��������� !��������� [1–10 � ��]. �����
 �	�
�� !
��)��� 
	 
�
��� �
��� !
��� ���	
������
� ������� �

������ � �	
��� ������
	���� /&A 
	 �� 
������
��� � !�
����� �
���	����# ����� 
��
�
��
� �!���
� �����. ��� ���
� 
!
�#
�� �� �����	����� ������
 ������� 
���������� �� !�������� �
��
���� ��!
-
������	���
 	 
�
�
� �
���, ��� ��� 	 !
���� ���	
������
� ������� (!
����
�, �����-
�������
� ��� �"�������
�) !�������� �
��
���� �� 
!��������. G
��� �
�
, ������
 
������� 
���������� 	 
�
��# �
���# 
������� ���
����, ��!
�������� ��� �����-
�
	���� /&A, �� �
��� ���� ������, !
�
�� ��
 ����, ��� !��	��
, �
������	
 ���	��-
��# 
���������� !��	
�#
��� �
������	
 ���	����# 
���������� 	 
����
� �
��� !
-
	��#�
��� (�
�����) ����. /�!�����, 	 	������ �����, 
�����)�� �
�
�
�
 �	
�
��� 

� �������, ����	
� 	���
� ��!������� ������� �� �	�# !�
)����# (	 
����
� �
��� 
���� �� 
��
� !�
)����). $ ������
�
 �������, ��
 	 ��)���	��)�# ������
	����# 
/&A 	���� 
�
��# �
��� �� ���������	����� 
����������, ������� ��!
������	���
 
	 *��# �
���#, � ������� !��!����	�� � ����� ����# 
����������, �	������ � ��������-
������ �# �������. &���
� 
���
�������	
 
����
	��	��� ��
�#
���
��� �����
��� 
�
	�# !
�#
�
	, �!
�
���# ���
��� ������� 	 
������
��� 
�
��# �
���, �
������)��-
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�� �
 	���� �������� 	 ��# 
������������. ���� � 	
�
���# !
�#
�
	 !����������� 
	 ����
�)�� ���
��. �� 
��
	�	����� �� 
������	���� 	�!
������ 	 
������
��� 
�
�
� 
�
��� 	��# ������# 	 ��� 
���������# �������������# ��	����	 (�7�), �	��	��)�# 
!�������� �
��
����. ( �7�, 	 �����
���, 	#
��� ��������� ���
	��, � ����� ���
	�� 
��!����	�
��� !�����)����, ��!������� � ��"
������ �� !
	��#�
���# �
�������� 
�������# *������
	 � �.!. '
������	
 �7�, "
����������# 	 
�
�
� �
���, !��	����� 
�
������	
 �7� 	 
����
� �
��� !
	��#�
��� (�
�����) ����. ' !������, 	 !�
��
� �-
���� 	 
����
� �
��� �)������
�
 �
����� �7� – *�
 
���)���� 	 ���� �
�!
����
	 
	���
�� !�����)���� � 
��
�������
�
 ��������� ������
�
 *�������, ��!��	����
�
 
!
 ���������
� � �
����� (	���
 ��� ��	����	�). ( �
��� �
�����, �	���)���� 	�����
� 
�����, 
�����)�� �
�
�
�
 �)������, �
������	
 �7� ��	�
 !���: 
���)���� 	 ���� 
�
�!
����
	 	���
�� !�����)���� 
��
��������# ��������� �������# *������
	, ��-
!��	�����# !
 
�����)�� �����, � ��	��� ����� *���� *���������. A"
������
	��-
��� 	 
�
�
� �
��� �7� ������ ���������� �
��
	���
��� �������, !
�������# ��-
������� ���
����. $�����
	���� �7� ��� ������� �������# ���	����� !
	
���� �)� 
�
 ������� ����� ��#����� [11, 12] 

– ��#
���� �
������� ��
����������# � �����������# !�������
	 �
���������, !�� 
�
�
��# 
�
��� �
��� ������ �	
� ������ (!�������� ���� 
�
�
�); 

– 
�������	��� �	����
��� ����� ��
������������ � ������������� !���������� 
�
���������, � 
��
� ��
�
��, � !���������� ������� – � ����
�, 
����
	��	��)��� 
���
	�����
��� �7�, �
�
��� ������ !�����
� ���������
�
 !
	������ /&A; 

– 	��	���� 
���������� �� !�������� �������, 
���!���	��)�� �
������
��� ��-
����
	���� /&A 	 �����# ����������
� ��
��� ��!�������. 

( ����
�)�� ���
�� !��	
����� !����������� �	�
���� �������
���� ���
���� 
� ��
 �
����
-*��������� ���������. 

 
1. ?��"������ )���#� 

 
���������	����� *������� �
���������, ����)�� 
�
����
��� 	 	��� !�
��
�
 ����� 

��� !�
�������	���
�
 �����, �
���	������ � �	�# �������# �
��
!��# ��������
	 
(���. 1.1, 1.2), !
�	�����)���� ��#�������
�� ��� ���!�������
�� ����������. �
	��#-
�
��� ���� 	���� 
�
��# �
��� ��������� �	
�
��
� 
� ����#-���
 	�����# 	
�����	��. 

n	

m	

�

�

1x

2x

9 A
n

m

G

1

2

  
���. 1.1 A
���	�
� ����: ( , )n m  – 	������ 
�
����� � 
�����)�� �����; ( , )n m	 	  –  

!��!������������ �� 
��� 

���. 1.2. /
������
� ������� ����� 6 
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1.1. *�
���� #����� 
 
���������	����� !�
���� ���� (��. ���. 1.1). A
���	���)�� *������� ����� �
���-

���� !
 �����, ����������� � �
�
�
� 	 	������ ����� !���������� � 
�� 1x  ������
	
� 


��
�
����
	���
� ������� �

������ 1 2( )x x . ������
: 
�����)�� ����� �	
�
��� 
� 
�������, ���� !�� 	������ �
���	���)�# *������
	 1, 2 ����� – ,9 G , ��� 

 0 2 , 0 2 , 2 .B 9 B � B G B � 9 
G � �  (1.1) 

&�� �
�!
����
	 ���
�
	 ��!������� � ��"
������ !������ 
�
������� ( )k
ij� , 

( )k
ij� , ��� (1, 2)k � "  – �
��� �
���	���)��
 *�������; �
�������� ��!������� – ,n m� � ; 

����������� ��!������� – ,n m	 	# # .  
/� !�������� �
��
���� 	 	������ � �������	����� 
���������� (�7�): 
�) ��������� ���
	�� (�	
�
���� �������)  

 0, 0, 0, 0;n n m m	 	� � # � � � # �  (1.2) 

�) ���
	�� ��!����	�
��� ��!������� �� ����� �
������ 

 (1) (2) (1) (2)
22 22 22 12 12 12, ;� � � � � � � � � �  (1.3) 

	) ���
	�� ��!����	�
��� ��"
������ �� ����� �
������ 

 (1) (2)
11 11 11.� � � � �  (1.4) 

%��
	�� (1.4) 	 ���������	���
� ����� 	�!
������� �	�
��������� ���� 	 �����-
��������# ������#. 

 
1.2. *�
������������� #����� 

 
���������	����� �
���	�
� ����
 (��. ���. 1.2). �
� !�
�������	����� ����
� 6 !
-

�������� �����, 
���
	����� !����������� �	�# �������# 
�����)�# !
	��#�
���� 
*������� �
���������. ( �
��� 7 ����� 6 !
���
��
 ��
 �
������
� ������� � 		���� 
�-
�
�
����
	����� ���� 1 2 3( , , )r r r . 

��� 1r  ��!��	��� 	
 	������ ��
�
�� ���� !
 ���������
� 	 �
��� 7 � ����� !���-
������� �
������
� !�
��
��� ����� 6 � !
	��#�
��� �
�������� *������
	 �
������-
���; 
�� 2r  – !
 ���������
� � �����, � 3r  ���, ��
�� ��
��� 	���
�
	 1 2 3( , , )r r r  ���� !��-

	
�. A !
���
������ 
����� �	���� ������
	� ������� �

������ 1 2 3( )A x x x . �������-
����, ��
 �
����� ( , )n m  !���������� �
������
� !�
��
��� ����� 6. &
!
��������
 
� 
�
�������� !.1.1 !�����
: 2n# – ����������� ��!������� �� !
	��#�
��� *������� 1 

����� 	 ��!��	����� 2r , 2m#  – ����������� ��!������� �� !
	��#�
��� *������� 2 ����� 

	 ��!��	����� 2r . 
/� !�������� �
��
���� 	 �
���# ����� 6 �������	����� 
���������� (�7�): 
�) �
�������� � ����������� ��!������� �� !�
)����#, 
�����������# 	���
���� 

( , )n m , 
���)����� 	 ����, �.�. 
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 2 20, 0, 0, 0, 0, 0;n n n m m m	 	� � # � # � � � # � # �  (1.5) 

�) �� !
	��#�
��� �
�������� �
�������� � ����������� ��!������� ��!����	��: 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
33 33 33 31 31 31 32 32 32, , ;� � � � � � � � � � � � � � �  (1.6) 

	) �� !
	��#�
��� �
�������� ��!����	�� 
��
��������� ��������� � ��	���: 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
11 11 11 22 22 22 12 12 12, , .� � � � � � � � � � � � � � �  (1.7) 

��	����	� (1.7) 	 ����
� ����� �	�
��������� �� 	�!
�������. ?�� ��	����	� ���-
��� ���
	���� �
����
	���� �������������# �

��
����� � "��������� ���	�������, 

!���	��)��� ��#�������
� �
��
���� �
��������# *������
	. 

>����� �
��
�� 	 �����
��� ���
�����, !
	
���)��
 ��� !
������)��
�� "����-
���� ���	������ ����
�!���
��� �
���	�
�
 ���� !
���
��� �������, ��
	���	
���)�� 
�

��
������ ��#����� ��"
�������
�
 ���� � 
����������� (1.2)–(1.4) 	 ������ !�
-
��
� ��� 
����������� (1.5)–(1.7) – 	 ������ !�
�������	���
� �����.  

 
2. ��/�!�"$ &��"!����� !������ 

 
2.1. *
������������ ������� �������
�
 ���
�� �
������ !������
� 

 
$������
���� ���
���� !
���
���� ������� �� ����
� ���� !
����
	�������# 

!���������� ��!
����� ���
� �
�����# *������
	 (�'?) 	 "
��� �������
�
 !
�-
���������
�
 	�������. ���������� �������
�
 "�����
���� ��� !
���
���� ����-
���)�# ���	����� �'? !
	
���� 	������ �
�!
����� ��"
������ 	 ���# '?-����� 
(� ����
	������
, � ��!�������) �� ��!
��
	���� 
!������ ��""�������
	���� !��-
�������
�
 ������� � ����#-���
 ���
�
	 	
�!
������. ������
���, 	 �
�
�
� ���	�-
������ "�������� �	������ !�����)���� � ��"
������, !
���
�� 	 ���
�� [13], 

 0( , ) [( ) ( ) 0.5 ] ,T T

V

J u Lu D D dV W� � � � � � � � " 
�  (2.1) 

��� L  – ������� ��""�����������# 
!����
�
	 ��� �!��� 	���
�� ��"
������ ���� 
!�����)����, �.�. Lu � � ; D – ������� �!����# �
����� ���������; 0� – 	���
� ���!���-
�����# ��"
������; W – !
����������� *������ ������# 
�Q����# � !
	��#�
����# 
���. $ ���
	�� �����
����
��� "�����
���� (2.1) ������� ���	����� ��	�
	����, �	�-
���
��� '
�� � ��������� ���
	�� 	 ��!�������#. 

A ��!
��
	����� "�����
���� (2.1) ���
���� !
������������ 	������ �'?. :��
 
V, 	 �
�
�
� ������	����� �������, ����	����� �� r ������ (!
���������, !
�
�������) 
���, ��
�� 	 ����
� ����� ������������ !�������� ���� ��!����	��. '����� ����� ���� 
(!
����������) � �
���
� k ����	����� �� �
������ *�������. ������� ��� !�����)�-
��� ������	����� 	 ������ ��!����	��# "������ 	
 	��� ���� V, � ��� ��"
������ – 
	 ������ "������, ��!����	��# 	 
�������# !
����������#.  

(	����� !��������: Un  – ����
 �
�!
���� 	���
�� !�����)���� 	 ���; dimn – ���-

�
 !�������
	 ��"
������ 	 ���; 1fn  – ����
 ��
	 	 �
����
� *�������; ( )k
PSn  – ����
 

��
	 	 !
���������� � �
���
� k; Pn – 
�)�� ����
 ��
	; 2 1 3 1 dim,f f U f fn n n n n n�  �   
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!�������� ������
��� 	���
�
	 � ������ 	 �
�����# *�������#; 

2 3 dim,S PS U S PSn n n n n n�  �   – ������
��� �����	
	 	 !
����������#, st U Pn n n�   – !
��-
�
� �������)�� ������� �������# �������������# ���	����� �'?.  

&�� ���������	����# 	 ���
�� ���� (!�
���# � 
�������������#) 	��������� ��-
����#��
����� 8-��
	�� �
������ *������� 1( 8).fn �  

&���� �� !������ !�
��
� ����
�!���
� ����� ( 2Un � , dim 3)n �  "
��������� ��-
�����)�� ������� �'?.  

( �
����
� *������� ����
� !
���������� 
!��������:  
1) 	���
� ��
	�# !�����)���� ( ) ( )

2 1 1 2 2 8 8{ [ ]} { , , , , , , }e e T
f X Y X Y X YU n U U U U U U� � ; 

2) 	���
� � ������� "������ "
�� 	 �
�����
� ������� �

������ ( , ) :X U  

@ A( )
1 2 8[ ( , )] ,en N N NX U � �  

( )
1 8( ) ( )

2
1 8

0 ... 0
[ , ] [ ( , )] ,

0 ... 0

e
e e

U f
N N

N n n N
N N

. /
� X U � 2 3

4 5
 

1 8
( ) ( )

dim 3 1 8

1 8

0 0 ... 0 0
[ , ] [ ( , )] 0 0 ... 0 0 ;

0 0 ... 0 0

e e
f

N N
M n n M N N

N N

. /
2 3� X U � 2 3
2 34 5

 

3) ������� ��������
	 "������ "
�� 

1 8
( )

dim 2 1 8

1 1 1 8

/ 0 ... / 0
[ , ] 0 / ... 0 / ;

/ / ... / /

e
f

N x N x
B n n N y N y

N x N y N x N y

� � � �. /
2 3� � � � �2 3
2 3� � � � � � � �4 5

 

4) 	���
� ��"
������ ( ) ( )
3 1 1 1 8 8 8{ [ ]} { , , , , , , }e e T

f XX YY XY XX YY XYE n E E E E E E� � . 
( ��������� !
������ �
����
-*��������� �

��
����� 

( ) ( ) ( ) ,e e eu N U�  ( ) ( ) ( ) ,e e eM E� �  ( ) ( ) ( )( ) ,e e eLu L N U B U� �  ( ) ( )( ) ,e T T e TLu U B�  

� "�����
��� (2.1) !��	
����� � 	���  

 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) [ ( )

0.5 ( ) ] .

e

T e T e e e T e e e

k e V
e T e T e e e

J U E U B D M E U B D

E M D M E dV W

� � � �

� " 


�� �
  (2.2) 

(������	�� ���	����
��� 	���
�
	 !�����)���� � ��"
������ ���
	�� �����
���-
�
��� "�����
���� �!���	����� ��	����	���  

 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) / [ ] [ ][ ] 0, (1, ),k k T k k
PS PS PS PSJ U E E G U S E k r� � � � � �   (2.3) 

 ( ) ( )( , ) / 0.k k
PS PS

k
J U E U G E F� � � 
 ��  (2.4)  

&�� �!��� �

��
����� (2.3) � (2.4) 	 �������# ���
�� �
�����# *������
	 ��� 
!
��������� 		����� ������� 

 ( ) ( )

( )
,k e

PS
e k

G G� �  ( ) ( )

( )
,k e

PS
e k

S S�  ( ) ( )

( )
.k e

PS
e k

E E� �   (2.5) 
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?����������� ������� ( ) ( ) ( )( , , )e e eG S E  	���������� � ��!
��
	����� "
����  
6����� 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

G B D M dV a G
X U

� � X U X U��  ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eG B D M JX U � X U X U , 

    
( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

S M D M dV a S
X U

� � X U X U��  ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eS M D M JX U � X U X U ,  (2.6) 

( )

( ) ( ) ( ) 0( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

E B D dV a E
X U

� � � X U X U��  ( ) ( ) 0 ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eE B D E JX U � X U X U , 

0 ( )( , ) ( , ) {1 1 0} ,e T
PSE TX U � 8 X U  9  ( ) ( ) ( )

1 8( , ) { , , } { } ,e e e TT N N dT8 X U � �  

( ) ( )

( ) ( ) 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
[ ] .

e e

e T e e e T e e T e

e SV V

F B D dV N Q dV N q dS P� � 
 
 
� � � �  

>���� ( , )a X U  – �	���������� �
*""������� 6����� 	 ���# ��������
	����; 

( , ) [ 1; 1]X U F �  – �
������� �

�������; J  – ��
���� !��
���
	����; ( ) ( ), ,e eP q Q  – �

�-
	����	���
 	���
�� ��
	�#, !
	��#�
����# � 
�Q����# ���.  

$ ���
	�� (2.3) ��� ����
� !
���������� !
������ 	���
�� ��"
������ 

 ( ) ( )
3[ ] [ ] , (1, ),k k

PS PSE R U k r� �  (2.7) 

��� 

 ( ) ( ) 1 ( )
3 [ ] [ ] .k k k T

PS PS PSR S G��  (2.8) 

H��� �

��
����� (2.7) ��� ��"
������ 	 !
���������� !
����	��� 	 (2.4) � 		���� 
������� �����
��� !
���������� 

 ( ) ( ) ( )
3 ,k k k

PS PS PSK G R�  (2.9) 

!
����� �������)�� ������� ���	����� �'? ��� 	��� �������
� 
������  

 ( ) .k
all PS all

k
K U K U F� ��  (2.10) 

������
��� ������ 	 �

��
�����# (2.6)–(2.10): 	 �
����
� *������� – 
( )

2 3[ , ],e
f fG n n  ( )

3 3[ , ]e
f fS n n , 	 !
���������� – ( ) ( )

2 3 3 3[ , ], [ , ]k k
PS S S PS S SG n n S n n , 

( )
3 3 2[ , ]k

PS S SR n n , ( )
3[ ]k

PS SE n , ( )
2 2[ , ]k

PS S SK n n , [ , ]all st stK n n . 
��
����
���� !
�����������# ������ � ��
�����
� ������� �����
��� �	������ �# 

������� ��������
���, ��
 �����	����� !�� ��������� ���
�����. 
�������� �������)�� ������� �������������# ���	����� (2.10) �	������ ��
-

������� 	���
� !�����)����. &�"
������ 	 ���# !
���������� 
!�������� �

��
��-
��� (2.7). &�� 
!��������� ��!������� 	 ���# !
���������� 	 	���
�� ��"
������

( )k
PSE 	��������� ������� – �
�!
����� ��"
������ 	 ����
� ���, �����	����� ��-

������� ��"
������ 0�  � !�
�	
����� 	��������� 	 �

�	����	�� � "��������� ���	-

������� 0( )D� � ��� .  
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2.2. ������� �

������, ��"
��#����� � ���
����� 
 
D��� X, Y 
�
�������� �

������� �
��� !�
��
�
 ���� 	 ��
�����
� 
��
�
����-

�
� ������
	
� �������. ( ���# '?-�����, !���������)�# �
�����, ����� �
�������� 
*������
	 �
���������, � 	 
�
�
� �
��� 		
����� ������
	� 
��
�
������� �

������� 
x, y (����� ��
	�� �

�������). ���������� ��
	
� ������� �

������ 
��
�������
 
��
�����
� ������	��	����� !
 ������)�� !��	����. /� ���. 2.1,  !
���� ���, ���!
-
�
������ �� �
�����. ' ��
�
��� ������# *������
	 	 *�
� ��� !�
	����� �
���-
�� 1,n  2n , �
���	���)�� ���� 1�  � 2�  � 
��� X. D��� 1 2( ) / 2� � � 
�  
�
�������� ��
� 
����� 
���� X � x.  

/� ���. 2.1, � !
���� ��� �� ����� �
�������� �������# *������
	 �
���������. 
'�� � 	 !������)�� ������, ���
���� ���� 1�  � 2� , �
���	������ �
������� 1n , 2n  

� 
��� X. %�
� ����� 
���� X � x 	��������� ��	��� 1 2( ) / 2 / 2� � � 
� 
� . /� ���. 2.1, � 
!
���� ���, �
	!����)�� � 
�
�
� �
��
�. ��� x ��!��	������ !
 ���������
� � ����� 
�
�������� �
���	���)�# *������
	. D��� �  
�
�������� ��
� ����� 
���� X � x. 
( ������ !�
�������	���
� 
������������
� ����� ����
����
 ���
���� ��
	�� ���-
���� �

������ xyz. ��� *�
� !�
��
��� xz �
	!����� � !�
��
���� RZ ��
�����
� ��-
����������
� �������.  

 
 

 
� 

�

 
� 

���. 2.1. %�� i:  – ��#
����� �� �	
�
��
� �������; � – ����� �� 
�)�� �����; � – �	������ 
�
-
�
� �
��
� � 

���
���
	���� �
�!
���� ��!������� !�� !���#
�� 
� ��
������# �

������ 
� ��
	�� 
��)���	������ � ��!
��
	����� ������: 

 

– ��� !�
��
� ����� 

2 2

2 2

2 2

Cos Sin 2Sin Cos
[ ] Sin Cos 2Sin Cos ;

Sin Cos Sin Cos Cos Sin
S

. /� � � �
2 3

Y � � � � � �2 3
2 3� � � � � �� �4 5

 

– ��� 
�����������-
�
� (2D) ����� 

2 2

2 2

2 2

Cos 0 Sin 2Sin Cos
0 1 0 0[ ] ;

Sin 0 Cos 2Sin Cos
Sin Cos 0 Sin Cos Cos Sin

S

. /� � � �
2 3
2 3Y �
2 3� � � � �
2 3
� � � � � �� �2 34 5
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– ��� 
�����������-
�
� (3D) ����� 

2 2

2 2

2 2

Cos 0 Sin 0 2Sin Cos 0
0 1 0 0 0 0

Sin 0 Cos 0 2Sin�Cos 0[ ] .
0 0 0 0 Sin

Sin Cos 0 Sin Cos 0 Cos Sin 0
0 0 0 Sin 0 Cos

S Cos

. /� � � �
2 3
2 3
2 3� � � �

Y � 2 3
� � �2 3

2 3� � � � � �� �
2 3

� �2 34 5
 
7���
����
 ���
���� ������� EY  !��
���
	���� �
�!
���� ��"
������. ?�� ���-

���� !
	
���� 	������ ��!������� � ��"
������ 	 i-� ��� k-� !
���������� 
	 ��
	�# �

�������# !
 "
������ 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

k k k k k k
PS S PS S i PS S i PS

k k k
PS E PS E i PS

i D E i D R U Dr U

i E i R U

	� � Y � Y  � Y 

	� � Y � Y 
 (2.11) 

��� 
( )

3 dim 2 3[ , ] ,k
i S iDr n n D R�   

3 dim 2[ , ]i SR n n  – �������, 	�������
� 	 �����	� ( )
3

k
PSR , �

�	����	��)�� *�
�� ���. 

/�!�����, ��� ��!������� 	 !�
��
� ������ ����� ����� 

1

2

3

,

k

k L J L
J Lxx

yy L J L
J L

xy L
L J L

J L

V U

V U

V U

, -
K K

	, -� K K
K K K K	� �0 1 0 1
K K K K	�6 7 K K

K K6 7

�

�

�

 ��� 
3 1 3 2

( )
dim 3 1 3 2

3 1 3 2

(1, ) (1, )
[ , ] (2, ) (2, ) .

(3, ) (3, )

i i
k

U S i i

i i

R j R j
V n n D R j R j

R j R j

. /
2 3� Y  2 3
2 34 5

 

>���� ������� 1 2,j j  
!�������� �
�!
����� – ��
���� ������� ( )
3

k
iR , �

�	����	��)�� 

!�����)����� iLU  	 i-� ���, 1,2L � . 
 

2.3. �H@ � �#��� :'-����� 
 
D��� * +spA  
�
�����
 !
���
����	
 ��
	 '?-�����, 	 ����
� � �
�
��# ����� 

�����-���
 
���������� �� !�������� �
��
����. ������)����, 
�	����)�� ���� 

* + ,spA  
������ 	���
�–!
���
����	
 spU UF . ����������� 	 ���# * +spA  	 ����
�!��-

�
� ����� !������	���� �
�
� �������� �������������� �

��
�����. ( �	����
��� 
� 
!
�
����� ��� '?-�����, ��
����������# � �����������# !�������
	 *������
	 �
���-
������ �������������� �

��
����� ���������� �� ����
���
 ��!
	 � !
���!
	. A��
-
���� *�� �

��
����� 	 ��
	�# �

�������#. 

 
 
 
 



Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 171–187 

 180 

2.3.1. �H@ ��� "�
��
�
 ������ 2D (ndim = 3) 
 

1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 120, 0	 	� � � � .  

2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 3 �

��
�����: (1) (2)
11 11 ,	 	� � �  

(1) (2) (1) (2)
22 22 12 12, .	 	 	 	� � � """� � �  

3. ��' 0. ��
��� �
���. ( �	����
��� 
� ��
����������# � �����������# !�������
	 
�
���	���)�# *������
	 �����
����� ������)�� 	
�
���� !
���!� 
�
�
� �
���: 

3.1) , , ,9 Z � G Z � 9 
G Z �  �
*""������� ��!�
	
�
 ���������� 1 2,9 �9  �� !���-

����� �
��
���� �������	����� 6 
����������: ( ) ( )
11 220, 0,k k	 	� � � �  ( )

12 0, 1,2;k k	� � �  
3.2) , , ,9 � � "G Z � "9 
G Z �  !�������� �
��
���� !
��������� 6 
�����������: 

(1) (2) ( ) ( )
11 1 1 2 11 22 12( ) , 0, 0, 0, 1,2;k kE T k	 	 	 	� � � 9 �9 8 � � "� � "� � �  

3.3) , ,9 Z � G � � 9 
G Z � , !�������� �
��
���� !
��������� 6 
�����������: 
(1) (2) ( ) ( )

11 11 2 1 2 22 120, ( ) , 0, 0, 1,2.k kE T k	 	 	 	� � � � 9 �9 8 "� � ""� � �  
3.4) , ,9 Z � "G Z � "9 
G � � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 
����������: 

(1) 2 (2) 2 ( ) (1) (2)
11 11 22 12 12ctg , ctg , , 1,2, ctg , ' ctg .k

H H H H HF F F k F F	 	 	 	� � 9 """� � G "� � "" � "� � � 9 ""� � G  

>���� 2 2
2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  1 2( ) / .HF T F� 9 �9 8  

 

2.3.2. �H@ ��� 
������������
�
 ������ 2D (ndim = 4) 
 

1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 130, 0.	 	� � "� �  

2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 4 �

��
�����: (1) (2)
11 11 ,	 	� � �  

(1) (2)
22 22 ,	 	� � �  (1) (2) (1) (2)

33 33 13 13, .	 	 	 	� � � � � �  
3. ��' 0. ��
��� �
���. �����
����� ������)�� 	
�
���� !
���!� 
�
�
� �
���: 
3.1) , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  � �
*""������� �����
�� 1 2: Z : , �� !�������� �
��
�-

��� �������	����� 8 
����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, ( 1,2),k k k k	 	 	� � � � � � �  

(1) (2)
22 1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2(1 )( ) ( ) , (1 )( ) ( );E T E T	 	� � 
: 9 �9 8 : �: ""� � 
: 9 �9 8 : �:  

3.2) , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  � �
*""������� �����
�� 1 2: � : , �� !�������� �
��
�-

��� �������	����� 7 
����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, ( 1,2)k k k k	 	 	� � � � � � � ; 

(1) (2)
22 2 1 22/ 0.E E	 	�  �� �  

3.3) , ,9 Z � ""G � � "9 
G Z � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 7 
����������: 
(1) (2) (1)

33 13 110, 0, ( 1,2), 0,k	 	 	� � � � � "� �  (1) (2) (2)
22 1 2 1 11 2 22 2 1 2( / ) ( ) ,E E E T	 	 	�  : 
� �: � � 9 �9 8  

(1) (2) (2)
22 2 1 2 11 22 2 1 2( / ) ( ) ;E E E T	 	 	� � �: � 
� � 9 �9 8  

3.4) , ,9 Z � "G Z � " 9 
G � � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 7 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
(1) (2) (1) (1)

33 33 22 1 2 1 33 2 1 2 2
(1) (2)

22 1 2 2 33 1 1 2

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

0, ( )/ ( ) ( ) (1 ),

( )/ ( ) ( )

E F H T

E F H

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � "� �� G � "� 
 � 9 � � �� G �

	 	 	 	� �� � � : �: 
� 
 : � 9 �9 8 
 :

	 	� : �: 
 � 
 : � 9 �9 8 1(1 ).T 
 :

 

>���� 2 2
2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  2

1 1 2 2( / / )(1 ctg ).H E E� : �: 
 9  
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2.4. �H@ ��� 
������������
�
 ������ 3D (ndim = 6) 
 
1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 13 120, 0, 0.	 	 	� � ""� � ""� �  
2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 6 �

��
����� 

(1) (2) (1) (2)
11 11 22 22, ,	 	 	 	� � � � � �  (1) (2)

12 12 ,	 	� � �  (1) (2) (1) (2) (1) (2)
33 33 13 13 23 23, , .	 	 	 	 	 	� � � � � � � � �  

3. ��' 0. ��
��� �
���. �����
����� ������)�� 	
�
���� !
���!� 
�
�
� �
���. 
3.1) , , ,9 Z � "G Z � " 9 
G Z �  �
*""������� �����
�� 1 2: Z : , �
*""������� ��!�
	
-

�
 ���������� 1 29 Z 9  � 2 1ctg ctg 0,G G9
 G Z  �� !�������� �
��
���� �������	����� 12 


����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, 1,2;k k k k	 	 	� � " � � ""� � �  (1)

12 32ctg ,	� � �� 9  (1)
22	� �  

(2)
1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2(1 )( ) /( ), (1 )( ) /( ),E T E T	� 
: 9 �9 8 : �: � � 
: 9 �9 8 : �:  

� � (1) (2)
2 1 32 32 32ctg ctg 0, ' ;G G 	 	9 
 G � � � � �  

3.2) , , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  1 2 ,: � :  1 29 �9  � 2 1ctg ctg 0G G9
 G Z  – 11 
����������:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 13 33 12 230, 0, 0, 0, 0, (1,2),k k k k k k	 	 	 	 	� � � � � � � � � � "" �  
(1) (2)

22 2 1 22/ 0;E E	 	� �� �  
3.3) , , ,9 Z � "G Z � " 9 
G Z �  1 2: � : , 1 29 �9  � 2 1ctg ctg 0G G9
 G �  – 10 
����������: 

( ) ( ) ( ) (1) (1) (1) (1)
11 13 33 12 32 12 32

(1) (2)
22 1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)
22 2 1 22 23 22

0, 0, 0, (1,2), ctg 0, ctg 0,

(1 )( ) ( ) , (1 )( ) ( ) ,

/ 0, 0;

k k k k

E T E T

E E

	 	 	 	 	 	 	� � � � � � � ""� 
 � 9 � ""� �� G �

	 	� � 
 : 9 �9 8 : �: "� � 
 : 9 �9 8 : �:

	 	 	 	�  �� � � �� �

 

3.4) , ,9 Z � ""G � � "9 
G Z �  – 11 
����������: ( ) ( ) ( )
33 13 230, 0, 0,k k k	 	 	� � � � "� �  ( )

12 0,k	� �  
(1)

11(1,2), 0,k 	� � �  (1) (2) (2)
22 1 2 1 11 2 22 2 1 2( / ) ( ) ,E E E T	 	 	�  : 
� �: � � 9 �9 8  (1)

22 2 1( / )E E	� � �
(2) (2)

2 11 22 2 1 2( ) ;E T	 	�: � 
� � 9 �9 8  

3.5) , ,9 Z � "G Z � "9 
G � � , 1 2ctg (1/ 1/ ) 0G G9 � Z  – 11 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
( ) ( ) (1) (2) (1) (1)

12 23 33 33 22 1 2 1 33 2
(1

1 2 2 22

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

0, 0, (1,2), 0, ( )/ ( )

( ) (1 ),

k k k E F H

T

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � ""� �� G � � 
� 9 � ""� �� G �

	 	 	 	 	 	� � ""� � "" � � �� � � : �: 
� 
 : �

	� 9 �9 8 
 : � ) (2)
1 2 2 33 1 1 2 1( )/ ( ) ( ) (1 );E F H T	: � : 
 � 
 : � 9 �9 8 
 :  

3.6) , , ,9 Z � ""G Z � ""9 
G � �  1 2ctg (1/ 1/ ) 0G G9 � �  – 10 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
(1) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2)

12 32 12 32 33 33 32 32
(1) (1)

22 1 2 1 33

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

ctg 0, ctg 0, 0, 0,

( )/ (E F

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � � �� G � "� 
� 9 � � �� G �

	 	 	 	 	 	 	 	� 
� 9 � � �� G � � �� � � �� �

	 	� : �: 
� 
 : (1) (2)
2 1 2 2 22 1 2 2 33 1

1 2 1

) ( ) (1 ), ( )/ ( )
( ) (1 ).

H T E F H
T

	 	� 9 �9 8 
 : "� : �: 
� 
 : �

� 9 �9 8 
 :  
>���� 2 2

2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  2
1 1 2 2( / / )(1 ctg ).H E E� : �: 
 9  

�
���
����� �7� � ��!
��
	����� ��	����	 (2.11) 	 ����
� ������ �!���	����� 
	 	��� �������
�
 ��	����	� 
 .SP SPU fV  �   (2.12) 

������� SPV � 	���
� SPf 
!���������� ��!
� (!
���!
�) �

�	����	��)��
 ������. 
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2.5. *�
������ �������
��
�
 "�
�����  
 
(���
� U !������	������ 
�Q��������� 	���
�
	 ������� ������
��� 

SP lastU U U� C , � ������� SPV  – 
�Q��������� �	�# !���
��
����# ������ 

0 1SP SP SPV �V CV , 	 ��������� ���
 ��	����	
 (2.12) �!���	����� 	 	��� 

 0 1 .SP SP SP SP lastU f UV  � �V   (2.13) 

��	����	
 (2.13) ���������	����� ��� ������� ���	����� ��� !�����)���� SPU . 

������� 0SPV *�
� ������� �	������ !���
��
���
�, ����
 ���	����� 
���	����� 
�
�����, ��� ����
 ���	�����#, !
*�
�� �� ������� ��)���	��� ���� 	 
�
�)���
� 
������ (!��	�
�������). $������
���� !�
���� !
���
���� ������� ����� 
��������-
�� ������)�� 
���
�: 

1) !�����)���� lastU  ��������� �	������� �� n–1 ���� !����������, � ���	��-

��� (2.13) 
!���������� 	���
� !�����)���� ( )n
SPU 	 n-� !����������;  

2) !�����)���� ( )n
SPU ���������	����� ��� ��������� ���
	�� 	 ���# * +spA  !�� 

������� ����
�!���
� ����� (2.10). ( ��������� 
!���������� n-� !���������� ��� !�-
����)���� ( )n

lastU ;  

3) �������
� !���������� (0)
lastU  ��#
����� � ������� �����, 	 �
�
�
� 	 ������	� 

�7� �����	����� ���� ��������� ���
	��. 
$������
���� !�
���� !�
�
������� �
 ��# !
�, !
�� �������������� �

��
����� 

(2.12) �� ����� 	�!
������� � �����
� �
��
����. A#
���
��� �
���
�������� ������-
�	���������� �������� 	������� 	���
�� ��	�
�.  

:���� 
���
�, !�
���� �������
��
�
 ������� ����� !�
	
����� !���� ������� 
�� ����
� ���� �������� 
�����
� ����� – !
���� !�����)����, 
���!���	��)�# ��-
����� 	������� 	���
�� ��	�
�. 

 
3. �����)�>�� ��/�!�"$� 

 
3.1. ��������� "�
������
�
 �
�"����� 

 
7��
���� ������� ����� �����
	�� 	 	��� !�
������
�
 �
�!�����, �
��
�)��
 

� !��!�
����
��
� !
��
�
	�� �����#, 
��
	�
� ����� � !
��!�
����
��
� 
����
��� 
��������
	.  

�(�'(	��))	( ������ ��� !
��
�
	�� 	#
���# �����#. (#
���� ������ ��� !��-
!�
����
�� – *�
 �
����
-*��������� �����, �	
���	� ��������
	, ������� !�����)�-
���, ��
	�� � ���!���������� ����, !����)���� ���!�������, �
�
��� 	���������� � 
!�
������
�
 �
�!����� ANSYS. ���!�
����
� ���������� *�� ������, 
!�������� 

�
��� �
���, �# ��!, !�������� ��� !
���
���� ��
	�# �

������, "
������� �����
-
	�� "���� � ������� 
 ����� � 
�
��# �
���#. 

+)
	-
�� 7�);< �
�!����� ������� �� !��� ��
�
	 (	�!
�
��������# � 
��
	��#): 
1) ������������ 	#
���# �����#, �!��	����� !�
����
� ������� (������ �������, 

!�
�
�����);  
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2) "
����
	���� – ��
��� ��
	
� �������)�� ������� �'? (2.10) � �
*""�����-
�
	 sp-!
�������� (2.13); 

3) ������� ������� (2.13) ��� 
!��������� 
������
�
 !���������� !�����)���� 

SPU ; 
4) ������� ��
	
� (��� �
��"����
	���
� �� ��������#) �������)�� ������� 

�'? (2.10); 
5) 
!��������� !�������
	 /&A (��"
������, ��!�������), 
����� !
�����
��� 

�������, "
����
	���� �����
	�# "���
	 ��� ��!
��
	���� !
��!�
����
�
�. 
�	);'(	��))	( ������ ��� 	��������� ��������
	 ������� (!
���
���� �
��-

���, ����� ��
	�� � �.�.) [14], � ����� ��� �# !����!��� 	 "
�����, !���
��
� ��� ���-
"������# ������ SURFER, TECPLOT.  

 
3.2. ��
	���
��� �����#���� "�
������
�
 �
�"����� 

 
�!���	����� !�
�������� �
�!���� �����
	�� �� �
	������
� ���� Fortran-

90/95 [15–18]. (��
� *�
�
 ���� 	�	�� ���, ��
 �� ��� ��!����
 �
�������	
 	��
�
-
*""����	��# ���
����
	 !
 ��������� ���
���, ��!
������� 	 �
�!�����. 
( �����
���, ���
���� ���������
�
 ���
����� ������ ��� 
!��������� !�����)���� – 
������� !���
��
���
� sp-!
�������� [16, 17] � LU – ���
����� ��� ������� �����
-
��������
� �������)�� ������� (�
���� Ma28 � �����
���� HSL (Harwell Subrou-
tine Library)).  

��� ������
	���� !
��� ��!�������, ����)�# ����������� �������� 	 ����# 

������#, #���������� ����� �
�����# *������
	 �
��� 
������� ����
���
 �����, 
��
 !�� 	��������� ��
 !�
)��� ���������� ���
���� !
�����
��� 	��������� 
���-
	����� �
������
� ��� ���� !��	����)�� 	������� *�
� !�
)���. �
*�
�� 	 !�
-
������
� �
�!����� 	��������� !�
	
����� � ����������
 	
�
��
� 	 ���� Fortran 
��!
� �
��
��� real_16. &���
� 
�
����
���� 	�����������
� ��������� �
�!����� 
�	������ �
���
� �
������	
 ��������# 
!������. (�� *�
 
����
	��	��� ��)���	����� 
������ ������
�
 	������ !�� ������� ����. 

%��
����� 	��������� 	 !�
������
� �
�!����� 
��)���	������ !
������	
� !��-
������� ��#�
�
��� OpenMP � !
������	��)�# *�� ��#�
�
��� �
�!����
�
	 Intel, 
!-
�������
 �������)�# 	���
����� ��������� � 	���
���� "������ (��
�����, 	�����-
���, �������
� !�
�	������). ?�� ���� !
	
���� ���
���� 	��������� 	 4–5 ��.  

'
�!������ 	�!
����� �� ��!���
�!������ � !���������
� ��#�������
� TESLA 
Fermi K20 	 ������
� �
�������	���
� �����
� ������
	�������
� ���	��������.  

A ��!
��
	����� !�
������
�
 �
�!����� ������ ���
�
��� �
�������� ����� 
��#����� ��"
�������
�
 �	���
�
 ���� [12, 19, 20].  

 
4. 	�&!�'���� &!� "�$&�!�"@!��( ��/!@)�� �-��)� �!�� &���![���"�  
���������� ���"����/� >�����!� (&!�$�!) 

 
( !��	�����
� ���� !������ ���
����������� �#
���
��� !���������
�
 	������-

�����
�
 !�
����� � 
������ !
���
���
�
 �������
��
�
 ������� 	���� 
�
�
� �
��� 

� �������, !
������
�
 	 ����������
� �
����
-*�������
� !
�#
��. 
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���������	����� �
���	�
� ������� 	��
�
� 
l = 20 ��, ������
� R= 5 �� (���. 4.1). ?������� 1, 2, �
-
���	���)�� �������, ����� ������������ #�����������-
��: 1 0,206 6 ���,E e� "  2 0,7 5 ���,E e� "  1 0,3,: �  2 0,25,: �  

1
1 0,11 4 ���� ,e �9 � � "  1

2 0,85 5 ���� .e �9 � � "  4������ !
�-
	�������� 
��
�
��
� ���!�������
� �������

100 C.T8 � "N  ����������� �������������� ��	����	� �� 
����� 
�
��# �
��� (������� !
	��#�
��� �
��������) 
!
���
��� 	 ���
�� [19], !��	����� 	 !. 2.3.2 (!
���! 3.4) 
� !�����������
 � ����
�)��� !������, �!���	����� 
������� �

��
�������: 

 
(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

0, 0, 0, 0, 0,
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zz zz zz z z z
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� � �

� � � � � � � � ""� � � �

� � � � � "� � � � �
  (4.1) 

 
(1)
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( )/ (1 )( / / ) ( )(1 ) ,

( )/ (1 )( / / ) ( )(1 ) .
zz

zz
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� : �: 
� 
: : �: � 9 �9 
: 8

� : �: 
� 
: : �: � 9 �9 
: 8
 (4.2) 

����������� (4.1) 
�	����� ����������
�� !
�#
�� � ������� �����. ��� !������	-
���� �
�
� ��������� ���
	�� �� ����� 
�
��# �
��� � ���
	�� ��!����	�
��� ��!����-
��� �� !
	��#�
��� �
�������� *������
	 1, 2. ��	����	� (4.2), 
������)�� ���
	�� ��-
!����	�
��� ��"
������ �� !
	��#�
��� �
��������, 	 ����������
� !
�#
�� �� �������-
��	�����. A��������, ��
 *�� ���
	�� ����� 	�!
����� �	�
��������� 	������	�� 
��!����	�
��� !�����)���� �
��� *������
	 1, 2 �� !
	��#�
��� �
��������. $�����
	�-
��� !
���	���, ��
 �	�
��������
� 	�!
������ ���
	�� ��!����	�
��� ��"
������ �� 
!
	��#�
��� �
�������� 	 
�
��# �
���# 	
�
��� ���� 	 �������������# ������# !�� 

!���������# �
�������# �����������# !�������
	 �
��������# *������
	 [20]. 

( �������
��
� ������� ����� ��!
��
	���� 4-��
����� 8-��
	
� *������, #�-
��������� �������� ����� *������� �
���	��� 0,1 ���. A#
���
��� �������
��
�
 
!�
����� �������������� �� ���. 4.2, , ��� !��	����� �	����
��� �������	����������
-
�
 ������� 	������� 	���
�� ��	��� U  
� �
������	� ��������. ( ��������� 	�!
���-
��� 380 �������� ������� ��� ��!�������, 
�������
� � ����������
�� ������� zz� , 
��
	���	
���� 
����������� (4.1) � !
�����
����, �� !��	����)�� 0,5 %. ��	����	� 
(4.2) 	�!
������� �

�	����	���
 � �
��
���� 0,6 � 0,3 %. 6��"��� ���!��������� 	��# 
��!������� 	 
������
��� 
�
�
� �
��� !��	����� 	 ���
�� [19].  

/� ���. 4.2, � !
����� ��!������� ( )i
zz�  (i = 1,2) 	���� 
�
�
� �
���, !
�������� �� 


��
� '?-����� ���
�
� �'? (ANSYS) � ���
�
� ��������. (���
, ��
 	 ���
� 
�����-
�
��� �
��� � ������� ��)���	���
 �������. ANSYS-������� �� ��
	���	
���� ���
-
	�� ��!����	�
��� ��!�������. %��
	�� ��!����	�
��� ��"
������ (4.2) 	 ANSYS-
������� 	�!
������� � �
���
� !
�����
����, �

�	����	���
 176 � 198 %. (�� ���
� 

������
��� 
�
�
� �
��� �������, !
�������� ������ ���
����, �
	!�����. 
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      � 

���. 4.2. ��������� 	��������� !
��� 380 ��������:  – �	����
��� �������	����������
�  
	������� 	���
�� ��	��� U  
� �
������	� ��������; � – ��!������� zz�  �� ����� �7  
	���� 
�
�
� �
���: 1, 2 – ANSYS-������� 	 *�������# 1, 2; 3, 4 – �

�	����	��)��  

�������
��
� ������� 

 

Q���^#���� 
 
������������ 	 ���
�� �������
���� �
����
-*��������� ���
���� !���������� 

��� !
���
���� ������� �!���
� � ����
�!���
� ����, �
����
	���
�
 �
 	���� ����-
���� 
������������ ��!
������	���
 	 
�
��# �
���# �
���	��# !�
���# � !�
�������-
	����# �
���������. :���� �������, 	 �����
���, ���� 	
�
��
��� 
������ 
������ 
�
��
	���
��� ��������
	 ������
	����, !
�������# ���
���� ��#����� ��"
������-
�
�
 �	���
�
 ����, �� �����	��)��� ������������
� ������ ��������# ���
	�� 	 
�
-
��# �
���#. &����� !
�#
� �
��� ����� !��������� 	 ������
	���� !
��� ��!������� 
	���� ���
#
	���# !
	��#�
����, � ����� 	 ������� !�
���� ��#����� �
�!
����# 
��������
	 � �
���������, 	 ��#����� ���������, 	 ��#����� ���)�� � �.�. 

 
��-���/!�0�#����( �&���� 

 
1. Bogy D.B. Two Edge-bonded Elastic Wedges of Different Materials and Wedge Angles under 

Surface Tractions // Trans. ASME. Ser. E. – 1971. – Vol. 38. – No. 2. – P. 377–386. DOI: 
org/10.1115/1.3408786 

2. D
����� '.A. /�!������� 	 �
���	��# �!����# ����#. – H��	��: $�-	
 7/ 7��AA�, 
1987. – 338 �.  

3. 7������� �.'. ��
����
��� ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� !���� 	 
������
-
��� ����� // ���������� ���������� � ��#�����. – 1967. – J 1. – A. 178–186. 

4. ���	����
 (.�., ���
�
	 7.@. �!�������� ��
������ �
���	��# �!����# ��� ��� 
��
	� 
�
	�������	
	���� ���
��� ��!������ �� !�
��
��� ����	�# �
�������� // (������������� ��-
#����� �!�
���# ����. – 2011. – :. 4, J 4. – A. 63–70. DOI: org/10.7242/1999-6691/2011.4.4.40. 

5. Sinclear G.B. Stress singularities in classical elasticity. Part I: Removal, interpretation and analy-
sis // App. Mech. Rev. – 2004. – Vol. 57. – No. 4. – P. 251–297. DOI: org/10.1115/1.1762503. 

6. Sinclear G.B. Stress singularities in classical elasticity. Part II: Asymptotic identi¥cation // App. 
Mech. Rev. – 2004. – Vol. 57. – No. 4. – P. 385–439. 

7. Barut A., Guven I., Madenci E. Analysis of singular stress fields at junctions of multiple dissimi-
lar materials under mechanical and thermal loading // Int. J. of Solid and Structures. – 2001. – Vol. 38. – 
No. 50–51. – P. 9077–9109. 

1

2 

3, 4 



Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 171–187 

 186 

8. ��
����
��� ��!������
�
 �
��
���� 	 �
�����# 
������# 	���� ���
	�# �
��� ������� / 
�.&. '
	�����
, A.(. 6�������	, �.A. 6
�
��	�, &.(. :������
	 // ��#����� �
�!
���
���# 
��������
	 � �
���������. – 2011. – :. 17, J 1. – A. 53–60.  

9. 7�����	 7.(. A�!��!
���� ���!���
-�
����"�������# � ���!����# ����������# ������� 
	 �	������# �����# ��
��� �!���
��� // (������ �/$�%. ��#�����. – 2014. – J 1. – A. 5–30.  

10. Paggi M., Carpintery A. On the stress singularities at multimaterial interfaces and related analo-
gies with fluid dynamics and diffusion // Appl. Mech. Rev. – 2008. – Vol. 61. – �. 020801-1-22. 
DOI.org/10.1115/1.2885134.  

11. ��������� (.�., ���������� $.(., I����� I.(. /������������ ����� ��#����� ��"
�-
������
�
 �	���
�
 ���� � �������
���� ���
� �# ������� // ��#����� ���
����������
	����# 
��������
	 � ������: ��. ��. 2-� (���
�. �
�".: 	 3 �. :. 3 / $�-� !����. ��#. �7/. – �., 2013. – 
A. 104–118.  

12. ��������� (.�., ���������� $.(., I����� I.(. $�����
	���� ��!������
�
 �
��
���� 	 
�
���	�
� !�������� 	���� ���� ����� �
�������� 	 �	����
��� 
� �
�)��� � �����������# 
!�������
	 �
������)�� !�
��
��� // (������ �/$�%. ��#�����. – 2014. – :. 1. – C. 153–166. 

13. ��������� (.�., ���������� $.(. ��#����� �
�!
����# ��������
	 � *������
	 �
�-
��������; ����. �
�. ��-�. – �����, 2005. – 364 �. 

14. 7!���
	 (./., I����� I.(., A����
	 7.�. :�#�
�
��� ��!
��
	���� �
	�������# !���-
�
	 !��������# !�
����� !�� ������� ���� ��#����� �!�
���# ����: ����. !
�
���; ����. �
�. 
��-�. – �����, 2007. – 154 �. 

15. 7��
�
	 7.A.. ����������
� !�
�������
	���� � ��!
��
	����� ��#�
�
��� OpenMP: 
����. !
�
���. – �.: $�-	
 �6%, 2009. – 77 �. 

16. 6
����� 7.�. A
	�������� "
����� ��� �
�!�����
	 �������
��
� ��#�������� � ��� 
!����������# 	��������� // (������������� ���
�� � !�
�������
	����. – �.: $�-	
 �6%, 
2004. – :. 5. – A. 1–12. 

17. �
����� &.+., �����
��� �., �
���� '. �������� ���
�� �������������# 	������-
���. – �.: ���, 1980. – 279 �. 

18. Wolfe M. OpenACC Features in PGI Accelerator Fortran Compilers. Part 1. PGInsider. – URL: 
https://www.pgroup.com/lit/articles/insider/v4n1a1a.htm (accessed 3 April 2015). 

19. ��������� (.�., ���������� $.(., I����� I.(. /������������ ����� ��� *������
	 
�
��������� � 
�
����
���� 	 	��� �
���	�
�
 !�
�������	���
�
 ����� // �'�. – ����, 2015. – 
:. 51, J 4. – A. 691–714. 

20. ��������� (.�., ���������� $.(., I����� I.(. /�!������
� �
��
���� 	���� 
�
�
� 
�
��� �
���	�
� �
��������� 	 !�
��
� ����� // (����. :
�. �
�. ��-��. ���������� � ��#�����. – 
2013. – J 4(24). – A. 78–87. 

 
References 

 
1. Bogy D.B. Two Edge-bonded Elastic Wedges of Different Materials and Wedge Angles under 

Surface Tractions. Trans. ASME. Ser. E., 1971, vol. 38, no. 2, pp. 377-386. DOI.org/10.1115/1.3408786 
2. Chobanian K.S. Napriazheniia v sostavnykh uprugikh telakh [The stresses in the composite elas-

tic bodies]. Erevan: Akademiia nauk ArmSSR, 1987. 338 p.  
3. Aksentian O.K. Osobennosti napriazhenno-deformirovannogo sostoianiia plity v okrestnosti 

rebra [Features of stress-strain state in the vicinity of the rib plate]. Prikladnaia matematika i mekhanika, 
1967, no. 1, pp. 178-186. 

4. Matveenko V.P., Fedorov A.Y. Optimizatsiia geometrii sostavnykh uprugikh tel kak osnova 
sovershenstvovaniia metodik ispytanii na prochnost' kleevykh soedinenii [Optimization of the geometry 
of compound elastic bodies with aim to improve strength test procedures for adhesive joints]. 
Vychislitel'naia mekhanika sploshnykh sred, 2011, vol. 4, no. 4, pp. 63-70. DOI.org/10.7242/1999-
6691/2011.4.4.40  



�������
� �.�., �������
� �.�., ��%
� �.�. / �����
� �����. ����
� 4 (2015) 171–187 

 187

5. Sinclear G.B. Stress singularities in classical elasticity. Part I: Removal, interpretation and analy-
sis. App. Mech. Rev., 2004, vol. 57, no. 4, pp. 251-297. DOI.org/10.1115/1.1762503  

6. Sinclear G.B. Stress singularities in classical elasticity. Part II: Asymptotic identi¥cation. App. 
Mech. Rev., 2004, vol. 57, no. 4, pp. 385-439. 

7. Barut A., Guven I., Madenci E. Analysis of singular stress fields at junctions of multiple dissimi-
lar materials under mechanical and thermal loading. Int. J. of Solid and Structures, 2001, vol. 38, no. 50-
51, pp. 9077-9109. 

8. Kovalenko M.D., Galadzhiev S.V., Gogoleva O.S., Trubnikov D.V. Osobennosti napriazhennogo 
sostoianiia v konechnykh oblastiakh vblizi uglovykh tochek granitsy [Features of the stress state in a fi-
nite region near the corner points of the boundary]. Mekhanika kompozitsionnykh materialov i 
konstruktsii, 2011, vol. 17, no. 1, pp. 53-60.  

9. Andreev A.V. Superposition of power-logarithmic and power singular solutions in two-
dimensional elasticity problems. Vestnik PNIPU. Mekhanika, 2014, no. 1, pp. 5-30. 

10. Paggi M., Carpintery A. On the stress singularities at multimaterial interfaces and related analo-
gies with fluid dynamics and diffusion. Appl. Mech. Rev., 2008, vol. 61, pp. 020801-1-22. 
DOI.org/10.1115/1.2885134 

11. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. Nestandartnye zadachi mekhaniki deformirue-
mogo tverdogo tela i iteratsionnyi metod ikh resheniia [Custom problem of solid mechanics and an itera-
tive method for solving them]. Sbornik trudov 2-i Vsesoiuznoi konferentsii “Mekhanika nanostrukturi-
rovannykh materialov i system”. Vol. 3. Moscow: Institut prikladnoi mekhaninki Rossiiskoi akademii 
nauk, 2013, pp. 104-118. 

12. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. Study of the stress state in composite plate near the 
connecting line edge depending on the thickness and material parameters of the connecting interlayer. 
Vestnik PNIPU. Mekhanika, 2014, vol. 1, pp. 153-166. 

13. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V. Mekhanika kompozitnykh materialov i elementov konstruktsii 
[Mechanics of composite materials and structures]. Permskii gosudarstvennyi universitet, 2005. 364 p.  

14. Aptukov V.N., Landik L.V., Skachkov A.P.. Tekhnologii ispol'zovaniia sovremennykh paketov 
prikladnykh programm pri reshenii zadach mekhaniki sploshnykh sred [Technologies using modern 
software packages for solving continuum mechanics]. Permskii gosudarstvennyi universitet, 2007. 154 p. 

15. Antonov A.S. Parallel'noe programmirovanie s ispol'zovaniem tekhnologii OpenMP [Parallel 
programming using OpenMP technology]. Moscovskii gosudarstvennyi universitet, 2009. 77 p. 

16. Gorelik A.M.Sovremennyi fortran dlia komp'iuterov traditsionnoi arkhitektury i dlia 
parallel'nykh vychislenii [Modern Fortran for computers of traditional architecture and parallel compu-
ting]. Vychislitel'nye metody i programmirovanie. Moscovskii gosudarstvennyi universitet, 2004, vol. 5, 
pp. 1-12. 

17. Forsait D.Zh., Mal'kol'm M., Mouler K. Mashinnye metody matematicheskikh vychislenii [Ma-
chine methods of mathematical calculations]. Moscow: Mir, 1980. 279 p. 

18. Wolfe M. OpenACC Features in PGI Accelerator Fortran Compilers. Part 1. PGInsider, availa-
ble at: https://www.pgroup.com/lit/articles/insider/v4n1a1a.htm (accessed 3 April 2015). 

19. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. Nonstandart problems for structural elements with 
spatial composite ribs. Mechanics of Composite Materials, 2015, vol. 51, no. 4, pp. 489-504. 

20. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. Napriazhennoe sostoianie vblizi osoboi tochki 
sostavnoi konstruktsii v ploskoi zadache [Stressed state near a singular point of a composite structure in 
the plane problem]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika, 2013, 
no. 4(24), pp. 78-87. 

 
 


