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 �	T���
� ������
����� �������� ��"��
���
-���
����
����
� �
��
���� 
(/��) �	��#� � ��"
����������
 � 
�
	�� �
���� �
��������� � 
�
	���
����� �
���� �
������� "�
���� ������� � "�
������������� ��	��, ����>����� "�����-
������ 
	��#�>��� "
�����
���� ����"������ ���. \�������� ���
���, ���
��� 
��"������
��� ��"��
���� � ���
������ �� ����� ("
�����
���) �
��������
!������
� �
���������, � ���
� ������ 
����������, 
	���
������� "
����
��
� 
#����� � 
�
	�� �
���� !������
� �
���������, 
	��#�>� 
	�#�������� ����	���-
������ ��������� (�H@), �
�
��� "���������>� �
	
� ������� �������� ��
��
-
�
���� ����	��������� ���������. :
�������
 �H@, �
���������
� � 
�
	��
�
����, "�������� �
�������
 �H@ � 
	����� (�� 
�
	��) �
���� �������, ��


����������� �
#�

�
��� "
���
���� �������, ��
�����
��>���
 ���� �H@,

	������ ���
���� �������� ���
�������
�
 �����
�
 ����. 

*
!�
�� ���� ��	
�� – "
���
���� ���
�����, "
#�
��>���
 ���
��� ����-
���, �
����
����
� �
 ����� �H@, #���������� � 
�
	�� �
����. *�����������
"
������������ ��������� �������
���� �
����
-!��������� ���
� ((:'). 
*
���������� – ����� �������
� 
	�����, � �
�
��� "�������� �
��
���� �� "��-
���"���>� ��#���
�. 

���
���� ��#�������: "
���
��� ���
���� � �� ��
 
��
�� "�
�������� �
�-
"���� ��� ������
����� /�� �	��#� � ��"
����������
 � 
�
	�� �
���� !�����-
�
� �
���������. ; #������
��� 
� ��
���� ��
����������� � ������������ "���-
����
� �������������
� "�
��
� ��� "�
�����������
� �
��������� #����� �"��-
�
��� � ����
�"���
��� ������� �� ��"� � "
���"�, 
�����>����� �
�������
� 
#��������� �H@. ��������� ������� (:' ���� �
#�

�
��� ��������� "���-
����� /�� � �#��� :'-����� 	�# 
"������ �����������
����� "��	��
���
�
 
������� � 	�# "��������� ���
�
-��	
 ���
�� �
�"
������. )������
���� "
�-
�
� "
#�
���� "
���
��� �������, �
����
����
� �
 ����� �H@, #����������
� 
�
	�� �
����. �"��������� "�
������ "���������
�
 ���
����� � ��
 �������-
������� �����#���� �� �#��� Fortran-95. �	��
��>��� 
�
	���
���, ���#����� 
� "���������� ����
�
��� OpenMP � �����#���� ���
�����. 
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 The target of research is the stress-strain state (SSS) near and directly in the special 
points of structures with features in the form of flat composite wedges or spatial edges,
which are the intersections of the forming bodies surfaces. Boundary conditions, continui-
ty conditions of stresses and strains on the line (surface) connections of structural mem-
bers and other constraints, posed by the problem statement into structural elements spe-
cial points, form a mandatory algebraic equality (MAE), which represent a system of line-
ar inhomogeneous algebraic equations. The MAE number, formulated at special points,
exceeds the MAE number in ordinary (not special) points of the boundary, which limits
the ability to build solutions meeting all of the UAR using usual solid mechanics methods.

Therefore, the works purpose is to create an algorithm allowing constructing a solu-
tion consistent with all MAE formulated at special points. Substructure iterative mixed
finite element method (FEM) is proposed. Substructures are parts of the computational 
area with continuous state parameters. 

The main results. The algorithm and software package for the stress state study 
near and directly in special points of construction elements are suggested. Depending on 
the considered flat or spatial structure geometric and material parameters properties,
problems of elasticity and thermo elasticity are divided into types and subtypes, distin-
guished by the MAE number. Mixed finite element method version allows calculating 
nodal stress parameters without the differentiation of the approximate solution or without 
using any replenishment method. The iterative approach allows building a solution that is 
consistent with all MAE at special points. 

The procedure of the proposed algorithm and its Fortran-95 implementation is de-
scribed. Features, associated with OpenMP technology used in the algorithm implemen-
tation are discussed. 
 

© PNRPU

Keywords: 
special point, mixed finite element 
method, algorithms, numerical 
methods, parallel computing 

 

 
�������� 

 
���������	����� ���
� ������
	���� ��!������
�
 �
��
���� 	���
� 
�
��# �
��� 

�
��������� � 
�
����
���� 	 	��� �
���	��# !�
���# ������	 � !�
�������	����# ��-
���. �
��
���� 	������ ������	 � ����� �	������ !
������������ �
��������
���� 
��!�������, �
������ ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� (/&A) 	 �# 
������
-
���# !
�	�)��� ��
�
��������� !��������� [1–10 � ��]. �����
 �	�
�� !
��)��� 
	 
�
��� �
��� !
��� ���	
������
� ������� �

������ � �	
��� ������
	���� /&A 
	 �� 
������
��� � !�
����� �
���	����# ����� 
��
�
��
� �!���
� 
�����. ��� ���
� 
!
�#
�� �� �����	����� ������
 
������� 
���������� �� !�������� �
��
���� ��!
-
������	���
 	 
�
�
� �
���, ��� ��� 	 !
���� ���	
������
� ������� (!
����
�, �����-
�������
� ��� �"�������
�) !�������� �
��
���� �� 
!��������. G
��� �
�
, ������
 

������� 
���������� 	 
�
��# �
���# 
������� ���
����, ��!
��
������ ��� �����-
�
	���� /&A, �� �
��� ���� ������, !
�
�� ��
 
����, ��� !��	��
, �
������	
 
���	��-
��# 
���������� !��	
�#
��� �
������	
 
���	����# 
���������� 	 
����
� �
��� !
-
	��#�
��� (�
�����) ����. /�!�����, 	 	������ �����, 
���
��)�� �
�
�
�
 �	
�
��� 

� �����
��, ����	
� 	���
� ��!������� 
������� �� �	�# !�
)����# (	 
����
� �
��� 
���� �� 
��
� !�
)����). $
 ���
���
�
 �������, ��
 	 ��)���	��)�# ������
	����# 
/&A 	���
� 
�
��# �
��� �� ���������	����� 
����������, 
������� ��!
������	���
 
	 *��# �
���#, � ������� !��!����	�� � ����� ����# 
����������, �	�
����� � ��������-
������ �# 
�������. &���
� 
���
�������	
 
����
	��	��� ��
�#
���
��� ��
���
��� 
�
	�# !
�#
�
	, �!
�
���# ���
��� ������� 	 
������
��� 
�
��# �
���, �
������)��-



�������
� �.�., �������
�
 �.�., �
�%
� �.�. / �����
� �����. ���
�
�
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�� �
 	���� 
�������� 	 ��# 
������������. ���� �
 	

�
���# !
�#
�
	 !����������� 
	 ����
�)�� ���
��. �� 
��
	�	����� �� 
������	���� 	�!
������ 	 
������
��� 
�
�
� 
�
��� 	��# 
������# 	 ��� 
��
�������# �������������# ��	����	 (�7�), �	�
�	��)�# 
!�������� �
��
����. ( �7�, 	 �����
���, 	#
��� ��������� ���
	��, � ����� ���
	�� 
��!����	�
��� !�����)����, ��!������� � ��"
������ �� !
	��#�
���# �
�������� 
��
�����# *������
	 � �.!. '
������	
 �7�, "
����������# 	 
�
�
� �
���, !��	����� 
�
������	
 �7� 	 
����
� �
��� !
	��#�
��� (�
�����) ����. ' !������, 	 !�
��
� 
�-
���� 	 
����
� �
��� 
�)������
�
 �
����� �7� – *�
 
���)���� 	 ���� �
�!
����
	 
	���
�� !�����)���� � 
��
�������
�
 ��������� ������
�
 *�������, ��!��	����
�
 
!
 ���������
� � �
����� (	���
 ��� ��	����	�). ( �
��� �
�����, �	���)���� 	�����
� 
�����, 
���
��)�� �
�
�
�
 
�)������, �
������	
 �7� ��	�
 !���: 
���)���� 	 ���� 
�
�!
����
	 	���
�� !�����)���� 
��
��������# ��������� �������# *������
	, ��-
!��	�����# !
 
���
��)�� �����, � ��	��� ����� *���� *���������. A"
������
	��-
��� 	 
�
�
� �
��� �7� ������ ���������� �
��
	���
��� �������, !
�������# ��
-
������� ���
����. $�����
	���� �7� ��� ������� �������# ���	����� !

	
���� �)� 
�
 ������� 
����� ��#����� [11, 12] 

– ��#
���� �
������� ��
����������# � �����������# !�������
	 �
���������, !�� 
�
�
��# 
�
��� �
��� ������ �	
� ������ (!�������� ���� 
�
�
�); 

– 
�������	��� 
�	����
��� ����� ��
������������ � ������������� !���������� 
�
���������, � 
��
� ��
�
��, � !���������� �����
�� – � ����
�, 
����
	��	��)��� 
���
	�����
��� �7�, �
�
��� ������ !�����
� ���������
�
 !
	������ /&A; 

– 	��	���� 
���������� �� !�������� �����
��, 
���!���	��)�� �
������
��� ��-
����
	���� /&A 	 �����# ����������
� ��
��� ��!�������. 

( ����
�)�� ���
�� !��	
����� !����������� �	�
���� �������
���� ���
���� 
� ��
 �
����
-*��������� �����
����. 

 
1. ?��"������ )���#� 

 
���������	����� *������� �
���������, ����)�� 
�
����
��� 	 	��� !�
��
�
 ����� 

��� !�
�������	���
�
 �����, �
���	������ �
 �	�# ��
�����# �

��
!��# ��������
	 
(���. 1.1, 1.2), !
�	�����)���� ��#�������
�� ��� ���!�������
�� ����������. �
	��#-
�
��� ���� 	���
� 
�
��# �
��� ��������� �	
�
��
� 
� ����#-���
 	�����# 	

�����	��. 

n	

m	

�

�

1x

2x

9 A
n

m

G

1

2

  
���. 1.1 A
���	�
� ����: ( , )n m  – 	������ 
�
����� � 
���
��)�� �����; ( , )n m	 	  –  

!��!������������ �� 
��� 

���. 1.2. /
������
� ������� ����� 6 
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1.1. *�
���� #����� 
 
���������	����� !�
���� ���� (��. ���. 1.1). A
���	���)�� *������� ����� �
���-

���� !
 �����, ����������� � �
�
�
� 	 	������ ����� !���������� 
� 
�� 1x  ������
	
� 


��
�
����
	���
� ������� �

������ 1 2( )x x . ������
: 
���
��)�� ����� �	
�
��� 
� 
�����
��, ���� !�� 	������ �
���	���)�# *������
	 1, 2 ����� – ,9 G , ��� 

 0 2 , 0 2 , 2 .B 9 B � B G B � 9 
G � �  (1.1) 

&�� �
�!
����
	 ���

�
	 ��!������� � ��"
������ !������ 
�

������� ( )k
ij� , 

( )k
ij� , ��� (1, 2)k � "  – �
��� �
���	���)��
 *�������; �
�������� ��!������� – ,n m� � ; 

����������� ��!������� – ,n m	 	# # .  
/� !�������� �
��
���� 	 	������ � �������	����� 
���������� (�7�): 
�) ��������� ���
	�� (�	
�
���� �������)  

 0, 0, 0, 0;n n m m	 	� � # � � � # �  (1.2) 

�) ���
	�� ��!����	�
��� ��!������� �� ����� �
������ 

 (1) (2) (1) (2)
22 22 22 12 12 12, ;� � � � � � � � � �  (1.3) 

	) ���
	�� ��!����	�
��� ��"
������ �� ����� �
������ 

 (1) (2)
11 11 11.� � � � �  (1.4) 

%��
	�� (1.4) 	 ���������	���
� 
����� 	�!
������� �	�
��������� ���� 	 �����-
��������# ������#. 

 
1.2. *�
������������� #����� 

 
���������	����� �
���	�
� ����
 (��. ���. 1.2). �
� !�
�������	����� ����
� 6 !
-

�������� �����, 
���

	����� !����������� �	�# ��
�����# 
���
��)�# !
	��#�
���� 
*������� �
���������. ( �
��� 7 ����� 6 !
���
��
 ��
 �
������
� ������� � 		���� 
�-
�
�
����
	����� ��
�� 1 2 3( , , )r r r . 

��� 1r  ��!��	��� 	
 	������ ��
�
�� ���� !
 ���������
� 	 �
��� 7 � ����� !���-
������� �
������
� !�
��
��� ����� 6 � !
	��#�
��� �
�������� *������
	 �
������-
���; 
�� 2r  – !
 ���������
� � �����, � 3r  ���, ��
�� ��
��� 	���
�
	 1 2 3( , , )r r r  ���� !��-

	
�. A !
���
������ 
����� �	�
��� ������
	� ������� �

������ 1 2 3( )A x x x . �������-
����, ��
 �
����� ( , )n m  !���������� �
������
� !�
��
��� ����� 6. &
!
��������
 
� 
�

�������� !.1.1 !�����
: 2n# – ����������� ��!������� �� !
	��#�
��� *������� 1 

����� 	 ��!��	����� 2r , 2m#  – ����������� ��!������� �� !
	��#�
��� *������� 2 ����� 

	 ��!��	����� 2r . 
/� !�������� �
��
���� 	 �
���# ����� 6 �������	����� 
���������� (�7�): 
�) �
�������� � ����������� ��!������� �� !�
)����#, 
�����������# 	���
���� 

( , )n m , 
���)����� 	 ����, �.�. 
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 2 20, 0, 0, 0, 0, 0;n n n m m m	 	� � # � # � � � # � # �  (1.5) 

�) �� !
	��#�
��� �
�������� �
�������� � ����������� ��!������� ��!����	��: 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
33 33 33 31 31 31 32 32 32, , ;� � � � � � � � � � � � � � �  (1.6) 

	) �� !
	��#�
��� �
�������� ��!����	�� 
��
��������� ��������� � ��	���: 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
11 11 11 22 22 22 12 12 12, , .� � � � � � � � � � � � � � �  (1.7) 

��	����	� (1.7) 	 ����
� 
����� �	�
��������� �� 	�!
�������. ?�� ��	����	� ���-
��� ���
	���� �
����
	���� �������������# �

��
����� � "�
�������� ���	�������, 

!���	��)��� ��#�������
� �
��
���� �
��������# *������
	. 

>����� �
��
�� 	 ��
���
��� ���
�����, !

	
���)��
 ��� !
������)��
�� "�
���-
���� ���	������ ����
�!���
��� �
���	�
�
 ���� !
���
��� �������, ��
	���	
���)�� 
�

��
������ ��#����� ��"
�������
�
 ���� � 
����������� (1.2)–(1.4) 	 ������ !�
-
��
� ��� 
����������� (1.5)–(1.7) – 	 ������ !�
�������	���
� 
�����.  

 
2. ��/�!�"$ &��"!����� !������ 

 
2.1. *
������������ ������� �������
�
 ���
�� �
������ !������
� 

 
$������
���� ���
���� !
���
���� ������� �� ����
� ���� !
����
	�������# 

!���������� ��!
��
��� ���
� �
�����# *������
	 (�'?) 	 "
��� �������
�
 !
�-
���������
�
 	�������. ���������� �������
�
 "�����
���� ��� !
���
���� ��
��-
���)�# ���	����� �'? !

	
���� 	���
��� �
�!
����� ��"
������ 	 �
��# '?-����� 
(� ����
	������
, � ��!�������) ��
 ��!
��

	���� 
!������ ��""�������
	���� !��-
�������
�
 ������� � ����#-���
 ���
�
	 	
�!
������. ������
���, 	 �
�
�
� ��
�	�-
������ "�������� �	������ !�����)���� � ��"
������, !
���
�� 	 ���
�� [13], 

 0( , ) [( ) ( ) 0.5 ] ,T T

V

J u Lu D D dV W� � � � � � � � " 
�  (2.1) 

��� L  – ������� ��""�����������# 
!����
�
	 ��� 
�!��� 	���
�� ��"
������ ����
 
!�����)����, �.�. Lu � � ; D – ������� �!����# �
����� ���������; 0� – 	���
� ���!���-
�����# ��"
������; W – !
����������� *������ 
������# 
�Q����# � !
	��#�
����# 
���. $
 ���
	�� �����
����
��� "�����
���� (2.1) ������� ���	����� ��	�
	����, 
�	�-
���
��� '
�� � ��������� ���
	�� 	 ��!�������#. 

A ��!
��

	����� "�����
���� (2.1) ���
���� !
������������ 	������ �'?. :��
 
V, 	 �
�
�
� ��
����	����� �������, ��
��	����� �� r ������ (!
���������, !
�
�������) 
���, ��
�� 	 ����
� ����� ������������ !�������� ���� ��!����	��. '����� ����� ���� 
(!
����������) � �
���
� k ��
��	����� �� �
������ *�������. ������� ��� !�����)�-
��� ��
����	����� 	 ������ ��!����	��# "������ 	
 	��� ���� V, � ��� ��"
������ – 
	 ������ "������, ��!����	��# 	 
�������# !
����������#.  

(	����� !��������: Un  – ����
 �
�!
���� 	���
�� !�����)���� 	 �
��; dimn – ���-

�
 !�������
	 ��"
������ 	 �
��; 1fn  – ����
 �
�
	 	 �
����
� *�������; ( )k
PSn  – ����
 

�
�
	 	 !
���������� � �
���
� k; Pn – 
�)�� ����
 �
�
	; 2 1 3 1 dim,f f U f fn n n n n n� 
 � 
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!�������� ��
����
��� 	���
�
	 � ������ 	 �
�����# *�������#; 

2 3 dim,S PS U S PSn n n n n n� 
 � 
  – ��
����
��� �����	
	 	 !
����������#, st U Pn n n� 
  – !
��-
�
� ��
�����)�� ������� �������# �������������# ���	����� �'?.  

&�� ���������	����# 	 ���
�� 
���� (!�
���# � 
�������������#) 	��������� ��-
����#��
����� 8-�
�
	�� �
������ *������� 1( 8).fn �  

&���� �� !������ !�
��
� ����
�!���
� 
����� ( 2Un � , dim 3)n �  "
��������� ��
-
�����)�� ������� �'?.  

( �
����
� *������� ����
� !
���������� 
!��������:  
1) 	���
� �
�
	�# !�����)���� ( ) ( )

2 1 1 2 2 8 8{ [ ]} { , , , , , , }e e T
f X Y X Y X YU n U U U U U U� � ; 

2) 	���
� � ������� "������ "
�� 	 �
�����
� ������� �

������ ( , ) :X U  

@ A( )
1 2 8[ ( , )] ,en N N NX U � �  

( )
1 8( ) ( )

2
1 8

0 ... 0
[ , ] [ ( , )] ,

0 ... 0

e
e e

U f
N N

N n n N
N N

. /
� X U � 2 3

4 5
 

1 8
( ) ( )

dim 3 1 8

1 8

0 0 ... 0 0
[ , ] [ ( , )] 0 0 ... 0 0 ;

0 0 ... 0 0

e e
f

N N
M n n M N N

N N

. /
2 3� X U � 2 3
2 34 5

 

3) ������� ��������
	 "������ "
�� 

1 8
( )

dim 2 1 8

1 1 1 8

/ 0 ... / 0
[ , ] 0 / ... 0 / ;

/ / ... / /

e
f

N x N x
B n n N y N y

N x N y N x N y

� � � �. /
2 3� � � � �2 3
2 3� � � � � � � �4 5

 

4) 	���
� ��"
������ ( ) ( )
3 1 1 1 8 8 8{ [ ]} { , , , , , , }e e T

f XX YY XY XX YY XYE n E E E E E E� � . 
( ��
������� !
������ �
����
-*��������� �

��
����� 

( ) ( ) ( ) ,e e eu N U�  ( ) ( ) ( ) ,e e eM E� �  ( ) ( ) ( )( ) ,e e eLu L N U B U� �  ( ) ( )( ) ,e T T e TLu U B�  

� "�����
��� (2.1) !��	
����� � 	���  

 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) [ ( )

0.5 ( ) ] .

e

T e T e e e T e e e

k e V
e T e T e e e

J U E U B D M E U B D

E M D M E dV W

� � � �

� " 


�� �
  (2.2) 

(������	�� ��
�	����
��� 	���
�
	 !�����)���� � ��"
������ ���
	�� �����
���-
�
��� "�����
���� 
�!���	����� ��	����	���  

 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) / [ ] [ ][ ] 0, (1, ),k k T k k
PS PS PS PSJ U E E G U S E k r� � � � � �   (2.3) 

 ( ) ( )( , ) / 0.k k
PS PS

k
J U E U G E F� � � 
 ��  (2.4)  

&�� 
�!��� �

��
����� (2.3) � (2.4) 	 �������# ���
�� �
�����# *������
	 ��� 
!
��������� 		����� ������� 

 ( ) ( )

( )
,k e

PS
e k

G G� �  ( ) ( )

( )
,k e

PS
e k

S S�  ( ) ( )

( )
.k e

PS
e k

E E� �   (2.5) 
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?����������� ������� ( ) ( ) ( )( , , )e e eG S E  	���������� � ��!
��

	����� "
����  
6����� 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

G B D M dV a G
X U

� � X U X U��  ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eG B D M JX U � X U X U , 

    
( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

S M D M dV a S
X U

� � X U X U��  ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eS M D M JX U � X U X U ,  (2.6) 

( )

( ) ( ) ( ) 0( )

,
( , ) ( , ),

e

e e T e e

V

E B D dV a E
X U

� � � X U X U��  ( ) ( ) 0 ( )( , ) ( , ) ( , )e T e eE B D E JX U � X U X U , 

0 ( )( , ) ( , ) {1 1 0} ,e T
PSE TX U � 8 X U 
 
9  ( ) ( ) ( )

1 8( , ) { , , } { } ,e e e TT N N dT8 X U � 
�  

( ) ( )

( ) ( ) 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
[ ] .

e e

e T e e e T e e T e

e SV V

F B D dV N Q dV N q dS P� � 
 
 
� � � �  

>���� ( , )a X U  – �	���������� �
*""������� 6����� 	 �
��# ��������
	����; 

( , ) [ 1; 1]X U F �  – �
������� �

�������; J  – ��
���� !��
���

	����; ( ) ( ), ,e eP q Q  – �

�-
	����	���
 	���
�� �
�
	�#, !
	��#�
����# � 
�Q����# ���.  

$
 ���
	�� (2.3) ��� ����
� !
���������� !
������ 	���
�� ��"
������ 

 ( ) ( )
3[ ] [ ] , (1, ),k k

PS PSE R U k r� �  (2.7) 

��� 

 ( ) ( ) 1 ( )
3 [ ] [ ] .k k k T

PS PS PSR S G��  (2.8) 

H��� �

��
����� (2.7) ��� ��"
������ 	 !
���������� !
����	��� 	 (2.4) � 		���� 
������� �����
��� !
���������� 

 ( ) ( ) ( )
3 ,k k k

PS PS PSK G R�  (2.9) 

!
����� ��
�����)�� ������� ���	����� �'? ��� 	��� �������
� 
������  

 ( ) .k
all PS all

k
K U K U F� ��  (2.10) 

��
����
��� ������ 	 �

��
�����# (2.6)–(2.10): 	 �
����
� *������� – 
( )

2 3[ , ],e
f fG n n  ( )

3 3[ , ]e
f fS n n , 	 !
���������� – ( ) ( )

2 3 3 3[ , ], [ , ]k k
PS S S PS S SG n n S n n , 

( )
3 3 2[ , ]k

PS S SR n n , ( )
3[ ]k

PS SE n , ( )
2 2[ , ]k

PS S SK n n , [ , ]all st stK n n . 
��
����
���� !
�����������# ������ � ��
�����
� ������� �����
��� �	������ �# 

������� ��
������
���, ��
 �����	����� !�� �����
���� ���
�����. 
�������� ��
�����)�� ������� �������������# ���	����� (2.10) �	������ ��
-

������� 	���
� !�����)����. &�"
������ 	 �
��# !
���������� 
!�������� �

��
��-
��� (2.7). &�� 
!��������� ��!������� 	 �
��# !
���������� 	 	���
�� ��"
������

( )k
PSE 	��������� ������� – �
�!
����� ��"
������ 	 ����
� �
��, �����	����� ��-

������� ��"
������ 0�  � !�
�
	
����� 	��������� 	 �

�	����	�� � "�
�������� ���	-

������� 0( )D� � ��� .  
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2.2. ������� �

������, ��"
��#����� � ���
����� 
 
D���
 X, Y 
�

�������� �

������� �
��� !�
��
�
 ���� 	 ��
�����
� 
��
�
����-

�
� ������
	
� �������. ( �
��# '?-�����, !���������)�# �
�����, ����� �
�������� 
*������
	 �
���������, � 	 
�
�
� �
��� 		
����� ������
	� 
��
�
������� �

������� 
x, y (����� �
�
	�� �

�������). ���������� �
�
	
� ������� �

������ 
��
�������
 
��
�����
� ������	��	����� !
 ������)�� !��	����. /� ���. 2.1, 
 !
��
�� �
��, ���!
-
�
������ �� �
�����. ' ��
�
��� ������# *������
	 	 *�
� �
�� !�
	����� �
���-
�� 1,n  2n , �
���	���)�� ���� 1�  � 2�  � 
��� X. D���
 1 2( ) / 2� � � 
�  
�

�������� ��
� 
����� 
���� X � x.  

/� ���. 2.1, � !
��
�� �
�� �� ����� �
�������� ��
�����# *������
	 �
���������. 
'�� � 	 !������)�� ������, ���
���� ���� 1�  � 2� , �
���	������ �
������� 1n , 2n  

� 
��� X. %�
� ����� 
���� X � x 	��������� ��	��� 1 2( ) / 2 / 2� � � 
� 
� . /� ���. 2.1, � 
!
��
�� �
��, �
	!����)�� � 
�
�
� �
��
�. ��� x ��!��	������ !
 ���������
� � ����� 
�
�������� �
���	���)�# *������
	. D���
 �  
�

�������� ��
� ����� 
���� X � x. 
( ������ !�
�������	���
� 
������������
� 
����� ����
����
 ���
���� �
�
	�� ���-
���� �

������ xyz. ��� *�
� !�
��
��� xz �
	!����� � !�
��
���� RZ ��
�����
� ��-
����������
� �������.  

 

 

 
� 

�

 
� 

���. 2.1. %
�� i: 
 – ��#
����� �� �	
�
��
� �������; � – ����� �� 
�)�� �����; � – �	������ 
�
-
�
� �
��
� � 

���
���

	���� �
�!
���� ��!������� !�� !���#
�� 
� ��
������# �

������ 
� �
�
	�� 
��)���	������ � ��!
��

	����� ������: 

 

– ��� !�
��
� 
����� 

2 2

2 2

2 2

Cos Sin 2Sin Cos
[ ] Sin Cos 2Sin Cos ;

Sin Cos Sin Cos Cos Sin
S

. /� � � �
2 3

Y � � � � � �2 3
2 3� � � � � �� �4 5

 

– ��� 
�����������-
�
� (2D) 
����� 

2 2

2 2

2 2

Cos 0 Sin 2Sin Cos
0 1 0 0[ ] ;

Sin 0 Cos 2Sin Cos
Sin Cos 0 Sin Cos Cos Sin

S

. /� � � �
2 3
2 3Y �
2 3� � � � �
2 3
� � � � � �� �2 34 5
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– ��� 
�����������-
�
� (3D) 
����� 

2 2

2 2

2 2

Cos 0 Sin 0 2Sin Cos 0
0 1 0 0 0 0

Sin 0 Cos 0 2Sin�Cos 0[ ] .
0 0 0 0 Sin

Sin Cos 0 Sin Cos 0 Cos Sin 0
0 0 0 Sin 0 Cos

S Cos

. /� � � �
2 3
2 3
2 3� � � �

Y � 2 3
� � �2 3

2 3� � � � � �� �
2 3

� �2 34 5
 
7���
����
 ���
���� ������� EY  !��
���

	���� �
�!
���� ��"
������. ?�� ���-

���� !

	
���� 	���
��� ��!������� � ��"
������ 	 i-� �
�� k-� !
���������� 
	 �
�
	�# �

�������# !
 "
������ 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

k k k k k k
PS S PS S i PS S i PS

k k k
PS E PS E i PS

i D E i D R U Dr U

i E i R U

	� � Y � Y 
 � Y 


	� � Y � Y 

 (2.11) 

��� 
( )

3 dim 2 3[ , ] ,k
i S iDr n n D R� 
  

3 dim 2[ , ]i SR n n  – �������, 	�������
� 	 �����	� ( )
3

k
PSR , �

�	����	��)�� *�
�� �
��. 

/�!�����, ��� ��!������� 	 !�
��
� ������ ����� ����� 

1

2

3

,

k

k L J L
J Lxx

yy L J L
J L

xy L
L J L

J L

V U

V U

V U

, -
K K

	, -� K K
K K K K	� �0 1 0 1
K K K K	�6 7 K K

K K6 7

�

�

�

 ��� 
3 1 3 2

( )
dim 3 1 3 2

3 1 3 2

(1, ) (1, )
[ , ] (2, ) (2, ) .

(3, ) (3, )

i i
k

U S i i

i i

R j R j
V n n D R j R j

R j R j

. /
2 3� Y 
 2 3
2 34 5

 

>���� ������� 1 2,j j  
!�������� �
�!
����� – ��
���� ������� ( )
3

k
iR , �

�	����	��)�� 

!�����)����� iLU  	 i-� �
��, 1,2L � . 
 

2.3. �H@ � �#��� :'-����� 
 
D���
 * +spA  
�

�����
 !
���
����	
 �
�
	 '?-�����, 	 ����
� �
 �
�
��# 
����� 

�����-���
 
���������� �� !�������� �
��
����. ������)����, 
�	����)�� �
��� 

* + ,spA  
���
��� 	���
�–!
���
����	
 spU UF . ����������� 	 �
��# * +spA  	 ����
�!��-

�
� 
����� !������	���� �
�
� �������� �������������� �

��
�����. ( 
�	����
��� 
� 
!
�
����� �
�� '?-�����, ��
����������# � �����������# !�������
	 *������
	 �
���-
������ �������������� �

��
����� ��
�������� �� ����
���
 ��!
	 � !
���!
	. A��
-
���� *�� �

��
����� 	 �
�
	�# �

�������#. 
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2.3.1. �H@ ��� "�
��
�
 ������ 2D (ndim = 3) 
 

1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 120, 0	 	� � � � .  

2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 3 �

��
�����: (1) (2)
11 11 ,	 	� � �  

(1) (2) (1) (2)
22 22 12 12, .	 	 	 	� � � """� � �  

3. ��' 0. ��
��� �
���. ( 
�	����
��� 
� ��
����������# � �����������# !�������
	 
�
���	���)�# *������
	 �����
����� ������)�� 	

�
���� !
���!� 
�
�
� �
���: 

3.1) , , ,9 Z � G Z � 9 
G Z �  �
*""������� ��!�
	
�
 ���������� 1 2,9 �9  �� !���-

����� �
��
���� �������	����� 6 
����������: ( ) ( )
11 220, 0,k k	 	� � � �  ( )

12 0, 1,2;k k	� � �  
3.2) , , ,9 � � "G Z � "9 
G Z �  !�������� �
��
���� !
��������� 6 
�����������: 

(1) (2) ( ) ( )
11 1 1 2 11 22 12( ) , 0, 0, 0, 1,2;k kE T k	 	 	 	� � � 9 �9 8 � � "� � "� � �  

3.3) , ,9 Z � G � � 9 
G Z � , !�������� �
��
���� !
��������� 6 
�����������: 
(1) (2) ( ) ( )

11 11 2 1 2 22 120, ( ) , 0, 0, 1,2.k kE T k	 	 	 	� � � � 9 �9 8 "� � ""� � �  
3.4) , ,9 Z � "G Z � "9 
G � � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 
����������: 

(1) 2 (2) 2 ( ) (1) (2)
11 11 22 12 12ctg , ctg , , 1,2, ctg , ' ctg .k

H H H H HF F F k F F	 	 	 	� � 9 """� � G "� � "" � "� � � 9 ""� � G  

>���� 2 2
2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  1 2( ) / .HF T F� 9 �9 8  

 

2.3.2. �H@ ��� 
������������
�
 ������ 2D (ndim = 4) 
 

1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 130, 0.	 	� � "� �  

2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 4 �

��
�����: (1) (2)
11 11 ,	 	� � �  

(1) (2)
22 22 ,	 	� � �  (1) (2) (1) (2)

33 33 13 13, .	 	 	 	� � � � � �  
3. ��' 0. ��
��� �
���. �����
����� ������)�� 	

�
���� !
���!� 
�
�
� �
���: 
3.1) , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  � �
*""������� �����
�� 1 2: Z : , �� !�������� �
��
�-

��� �������	����� 8 
����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, ( 1,2),k k k k	 	 	� � � � � � �  

(1) (2)
22 1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2(1 )( ) ( ) , (1 )( ) ( );E T E T	 	� � 
: 9 �9 8 : �: ""� � 
: 9 �9 8 : �:  

3.2) , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  � �
*""������� �����
�� 1 2: � : , �� !�������� �
��
�-

��� �������	����� 7 
����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, ( 1,2)k k k k	 	 	� � � � � � � ; 

(1) (2)
22 2 1 22/ 0.E E	 	� 
 �� �  

3.3) , ,9 Z � ""G � � "9 
G Z � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 7 
����������: 
(1) (2) (1)

33 13 110, 0, ( 1,2), 0,k	 	 	� � � � � "� �  (1) (2) (2)
22 1 2 1 11 2 22 2 1 2( / ) ( ) ,E E E T	 	 	� 
 : 
� �: � � 9 �9 8  

(1) (2) (2)
22 2 1 2 11 22 2 1 2( / ) ( ) ;E E E T	 	 	� � �: � 
� � 9 �9 8  

3.4) , ,9 Z � "G Z � " 9 
G � � , �� !�������� �
��
���� �������	����� 7 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
(1) (2) (1) (1)

33 33 22 1 2 1 33 2 1 2 2
(1) (2)

22 1 2 2 33 1 1 2

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

0, ( )/ ( ) ( ) (1 ),

( )/ ( ) ( )

E F H T

E F H

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � "� �� G � "� 
 � 9 � � �� G �

	 	 	 	� �� � � : �: 
� 
 : � 9 �9 8 
 :

	 	� : �: 
 � 
 : � 9 �9 8 1(1 ).T 
 :

 

>���� 2 2
2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  2

1 1 2 2( / / )(1 ctg ).H E E� : �: 
 9  
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2.4. �H@ ��� 
������������
�
 ������ 3D (ndim = 6) 
 
1. ��' 1. ( �
���# ������� 	�!
������� ���
	�� 11 13 120, 0, 0.	 	 	� � ""� � ""� �  
2. ��' 2. /� ����� �
�������� 	�!
������� 6 �

��
����� 

(1) (2) (1) (2)
11 11 22 22, ,	 	 	 	� � � � � �  (1) (2)

12 12 ,	 	� � �  (1) (2) (1) (2) (1) (2)
33 33 13 13 23 23, , .	 	 	 	 	 	� � � � � � � � �  

3. ��' 0. ��
��� �
���. �����
����� ������)�� 	

�
���� !
���!� 
�
�
� �
���. 
3.1) , , ,9 Z � "G Z � " 9 
G Z �  �
*""������� �����
�� 1 2: Z : , �
*""������� ��!�
	
-

�
 ���������� 1 29 Z 9  � 2 1ctg ctg 0,G G9
 G Z  �� !�������� �
��
���� �������	����� 12 


����������: ( ) ( ) ( )
11 13 330, 0, 0, 1,2;k k k k	 	 	� � " � � ""� � �  (1)

12 32ctg ,	� � �� 9  (1)
22	� �  

(2)
1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2(1 )( ) /( ), (1 )( ) /( ),E T E T	� 
: 9 �9 8 : �: � � 
: 9 �9 8 : �:  

� � (1) (2)
2 1 32 32 32ctg ctg 0, ' ;G G 	 	9 
 G � � � � �  

3.2) , , ,9 Z � "G Z � "9 
G Z �  1 2 ,: � :  1 29 �9  � 2 1ctg ctg 0G G9
 G Z  – 11 
����������:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 13 33 12 230, 0, 0, 0, 0, (1,2),k k k k k k	 	 	 	 	� � � � � � � � � � "" �  
(1) (2)

22 2 1 22/ 0;E E	 	� �� �  
3.3) , , ,9 Z � "G Z � " 9 
G Z �  1 2: � : , 1 29 �9  � 2 1ctg ctg 0G G9
 G �  – 10 
����������: 

( ) ( ) ( ) (1) (1) (1) (1)
11 13 33 12 32 12 32

(1) (2)
22 1 2 1 2 1 2 22 2 1 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)
22 2 1 22 23 22

0, 0, 0, (1,2), ctg 0, ctg 0,

(1 )( ) ( ) , (1 )( ) ( ) ,

/ 0, 0;

k k k k

E T E T

E E

	 	 	 	 	 	 	� � � � � � � ""� 
 � 9 � ""� �� G �

	 	� � 
 : 9 �9 8 : �: "� � 
 : 9 �9 8 : �:

	 	 	 	� 
 �� � � �� �

 

3.4) , ,9 Z � ""G � � "9 
G Z �  – 11 
����������: ( ) ( ) ( )
33 13 230, 0, 0,k k k	 	 	� � � � "� �  ( )

12 0,k	� �  
(1)

11(1,2), 0,k 	� � �  (1) (2) (2)
22 1 2 1 11 2 22 2 1 2( / ) ( ) ,E E E T	 	 	� 
 : 
� �: � � 9 �9 8  (1)

22 2 1( / )E E	� � �
(2) (2)

2 11 22 2 1 2( ) ;E T	 	�: � 
� � 9 �9 8  

3.5) , ,9 Z � "G Z � "9 
G � � , 1 2ctg (1/ 1/ ) 0G G9
 � Z  – 11 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
( ) ( ) (1) (2) (1) (1)

12 23 33 33 22 1 2 1 33 2
(1

1 2 2 22

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

0, 0, (1,2), 0, ( )/ ( )

( ) (1 ),

k k k E F H

T

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � ""� �� G � � 
� 9 � ""� �� G �

	 	 	 	 	 	� � ""� � "" � � �� � � : �: 
� 
 : �

	� 9 �9 8 
 : � ) (2)
1 2 2 33 1 1 2 1( )/ ( ) ( ) (1 );E F H T	: � : 
 � 
 : � 9 �9 8 
 :  

3.6) , , ,9 Z � ""G Z � ""9 
G � �  1 2ctg (1/ 1/ ) 0G G9
 � �  – 10 
����������: 
(1) (1) 2 (2) (2) 2 (1) (1) (2) (2)

11 33 11 33 13 33 13 33
(1) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2)

12 32 12 32 33 33 32 32
(1) (1)

22 1 2 1 33

ctg 0, ctg 0, ctg 0, ctg 0,

ctg 0, ctg 0, 0, 0,

( )/ (E F

	 	 	 	 	 	 	 	� �� 9 � � �� G � "� 
� 9 � � �� G �

	 	 	 	 	 	 	 	� 
� 9 � � �� G � � �� � � �� �

	 	� : �: 
� 
 : (1) (2)
2 1 2 2 22 1 2 2 33 1

1 2 1

) ( ) (1 ), ( )/ ( )
( ) (1 ).

H T E F H
T

	 	� 9 �9 8 
 : "� : �: 
� 
 : �

� 9 �9 8 
 :  
>���� 2 2

2 2 1 1(ctg )/ (ctg )/ ,F E E� G�: � 9�:  2
1 1 2 2( / / )(1 ctg ).H E E� : �: 
 9  

�
���
����� �7� � ��!
��

	����� ��	����	 (2.11) 	 ����
� ������ 
�!���	����� 
	 	��� �������
�
 ��	����	� 
 .SP SPU fV 
 �   (2.12) 

������� SPV � 	���
� SPf 
!���������� ��!
� (!
���!
�) �

�	����	��)��
 ������. 
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2.5. *�
������ �������
��
�
 "�
�����  
 
(���
� U !������	������ 
�Q��������� 	���
�
	 ������� ��
����
��� 

SP lastU U U� C , � ������� SPV  – 
�Q��������� �	�# !���
��
����# ������ 

0 1SP SP SPV �V CV , 	 ��
������� ���
 ��	����	
 (2.12) 
�!���	����� 	 	��� 

 0 1 .SP SP SP SP lastU f UV 
 � �V 
  (2.13) 

��	����	
 (2.13) ���������	����� ��� ������� ���	����� ��� !�����)���� SPU . 

������� 0SPV *�
� ������� �	������ !���
��
���
�, ����
 ���	����� 
��
�	����� 
�
�����, ��� ����
 ���
	�����#, !
*�
�� �� ������� ��)���	��� ���� 	 
�
�)���
� 
������ (!��	�
�������). $������
���� !�
���� !
���
���� ������� 
����� 
�����
���-
�� ������)�� 
���

�: 

1) !�����)���� lastU  ��������� �
	������� �� n–1 ���� !����������, �
 ���	��-

��� (2.13) 
!���������� 	���
� !�����)���� ( )n
SPU 	 n-� !����������;  

2) !�����)���� ( )n
SPU ���������	����� ��� ��������� ���
	�� 	 �
��# * +spA  !�� 

������� ����
�!���
� 
����� (2.10). ( ��
������� 
!���������� n-� !���������� ��� !�-
����)���� ( )n

lastU ;  

3) �������
� !���������� (0)
lastU  ��#
����� �
 ������� 
�����, 	 �
�
�
� 	 ������	� 

�7� �����	����� ���� ��������� ���
	��. 
$������
���� !�
���� !�
�
������� �
 ��# !
�, !
�� �������������� �

��
����� 

(2.12) �� ����� 	�!
������� � 
�����
� �
��
����. A#
���
��� �
���
�������� ������-
�	���������� 
�������� 	������� 	���
�� ��	�

�.  

:���� 
���

�, !�
���� �������
��
�
 ������� 
����� !�
	
����� !���� ������� 
�� ����
� ���� �������� 
�����
� 
����� – !
���� !�����)����, 
���!���	��)�# ��-
����� 	������� 	���
�� ��	�

�. 

 
3. �����)�>�� ��/�!�"$� 

 
3.1. ��������� "�
������
�
 �
�"����� 

 
7��
���� ������� 
����� �����

	�� 	 	��� !�
������
�
 �
�!�����, �
��
�)��
 

�
 !��!�
����
��
� !
��
�
	�� �����#, 
��
	�
� ����� � !
��!�
����
��
� 
����
��� 
��
������
	.  

�(�'(	��))	( ������ ��� !
��
�
	�� 	#
���# �����#. (#
���� ������ ��� !��-
!�
����
�� – *�
 �
����
-*��������� �����, �	
���	� ��������
	, 
������� !�����)�-
���, �
�
	�� � ���!���������� ����, !����)���� ���!�������, �
�
��� 	���������� �
 
!�
������
�
 �
�!����� ANSYS. ���!�
����
� �����
����� *�� ������, 
!�������� 

�
��� �
���, �# ��!, !�������� ��� !
���
���� �
�
	�# �

������, "
������� �����
-
	�� "���� � ������� 
 
����� � 
�
��# �
���#. 

+)
	-
�� 7�);< �
�!����� ������� �� !��� ��
�
	 (	�!
�
��������# � 
��
	��#): 
1) ��������
���� 	#
���# �����#, �!��	����� !�
����
� ������� (������ �������, 

!�
�
�����);  
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2) "
����
	���� – ��
��� ��

	
� ��
�����)�� ������� �'? (2.10) � �
*""�����-
�
	 sp-!
�������� (2.13); 

3) ������� ������� (2.13) ��� 
!��������� 
������
�
 !���������� !�����)���� 

SPU ; 
4) ������� ��

	
� (��� �
��"����
	���
� �� ��������#) ��
�����)�� ������� 

�'? (2.10); 
5) 
!��������� !�������
	 /&A (��"
������, ��!�������), 
����� !
�����
��� 

�������, "
����
	���� �����
	�# "���
	 ��� ��!
��

	���� !
��!�
����
�
�. 
�	);'(	��))	( ������ ��� 	�
����
���� ��
������
	 ������� (!
���
���� �

��-

���, ����� ��
	�� � �.�.) [14], � ����� ��� �# !���
�!��� 	 "
�����, !���
��
� ��� ���-
"������# ������ SURFER, TECPLOT.  

 
3.2. ��
	���
��� �����#���� "�
������
�
 �
�"����� 

 
�!���	����� !�
�������� �
�!���� �����

	�� �� �
	������
� �
��� Fortran-

90/95 [15–18]. (��
� *�
�
 �
��� 	�
	�� ���, ��
 �� ��� ��!����
 �
�������	
 	��
�
-
*""����	��# ���
����
	 !
 ��������� ���
���, ��!
��
����� 	 �
�!�����. 
( �����
���, ���
���� ���������
�
 ��
�
����� ������ ��� 
!��������� !�����)���� – 
������� !���
��
���
� sp-!
�������� [16, 17] � LU – ��
�
����� ��� ������� �����
-
��
������
� ��
�����)�� ������� (�
���� Ma28 �
 �����
���� HSL (Harwell Subrou-
tine Library)).  

��� ������
	���� !
��� ��!�������, ����)�# 
����������� �
������� 	 ����# 

������#, #���������� ��
��� �
�����# *������
	 �
��� 
��
����� ����
���
 �����, 
��
 !�� 	��������� ��
 !�
)��� ���������� ���
���� !
�����
��� 	��������� 
��
�-
	����� �
��
����
� ��� ���� !��	����)�� 	������� *�
� !�
)���. �
*�
�� 	 !�
-
������
� �
�!����� 	��������� !�
	
����� � ����������
 	

�
��
� 	 �
��� Fortran 
��!
� �
��
��� real_16. &���
� 
�
����
���� 	�����������
� �����
���� �
�!����� 
�	������ �
���
� �
������	
 ��������# 
!������. (�� *�
 
����
	��	��� ��)���	����� 

������ ������
�
 	������ !�� ������� 
����. 

%��
����� 	��������� 	 !�
������
� �
�!����� 
��)���	������ !
������	
� !��-
������� ��#�
�
��� OpenMP � !
������	��)�# *�� ��#�
�
��� �
�!����
�
	 Intel, 
!-
�������
 �����
��)�# 	���
����� ��������� � 	���
���� "������ (��
�����, 	�����-
���, �������
� !�
�
	������). ?�� ���� !

	
���� ���
���� 	��������� 	 4–5 ��
.  

'
�!������ 	�!
����� �� ��!���
�!������ � !���������
� ��#�������
� TESLA 
Fermi K20 	 ������
� �
�������	���
� �����
� ������
	�������
� ���	��������.  

A ��!
��

	����� !�
������
�
 �
�!����� ������ ���
�
��� �
�������� 
����� 
��#����� ��"
�������
�
 �	���
�
 ���� [12, 19, 20].  

 
4. 	�&!�'���� &!� "�$&�!�"@!��( ��/!@)�� �-��)� �!�� &���![���"�  
���������� ���"����/� >�����!� (&!�$�!) 

 
( !��	�����
� 
���� !������ ���
����������� �#
���
��� !���������
�
 	������-

�����
�
 !�
����� � 
������ !
���
���
�
 �������
��
�
 ������� 	���
� 
�
�
� �
��� 

� �������, !
������
�
 	 ����������
� �
����
-*�������
� !
�#
��. 
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���������	����� �
���	�
� ������� 	��
�
� 
l = 20 ��, ������
� R= 5 �� (���. 4.1). ?������� 1, 2, �
-
���	���)�� �������, ����� ������������ #�����������-
��: 1 0,206 6 ���,E e� "  2 0,7 5 ���,E e� "  1 0,3,: �  2 0,25,: �  

1
1 0,11 4 ���� ,e �9 � � "  1

2 0,85 5 ���� .e �9 � � "  4������ !
�-
	�������� 
��
�
��
� ���!�������
� �����
��

100 C.T8 � "N  ���
�������� �������������� ��	����	� �� 
����� 
�
��# �
��� (������� !
	��#�
��� �
��������) 
!
���
��� 	 ���
�� [19], !��	����� 	 !. 2.3.2 (!
���! 3.4) 
� !�����������
 � ����
�)��� !������, 
�!���	����� 
������� �

��
�������: 

 
(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

0, 0, 0, 0, 0,

, ;
rr rr rz rz r r

zz zz zz z z z

� �

� � �

� � � � � � � � ""� � � �

� � � � � "� � � � �
  (4.1) 

 
(1)

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2

(2)
1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1

( )/ (1 )( / / ) ( )(1 ) ,

( )/ (1 )( / / ) ( )(1 ) .
zz

zz

E E E T

E E E T
��

��

� : �: 
� 
: : �: � 9 �9 
: 8

� : �: 
� 
: : �: � 9 �9 
: 8
 (4.2) 

����������� (4.1) 
�	����� ����������
�� !
�#
�� � ������� 
�����. ��� !������	-
���� �
�
� ��������� ���
	�� �� ����� 
�
��# �
��� � ���
	�� ��!����	�
��� ��!����-
��� �� !
	��#�
��� �
�������� *������
	 1, 2. ��	����	� (4.2), 
������)�� ���
	�� ��-
!����	�
��� ��"
������ �� !
	��#�
��� �
��������, 	 ����������
� !
�#
�� �� �������-
��	�����. A��������, ��
 *�� ���
	�� ����� 	�!
����� �	�
��������� 	������	�� 
��!����	�
��� !�����)���� �
��� *������
	 1, 2 �� !
	��#�
��� �
��������. $�����
	�-
��� !
��
�	���, ��
 �	�
��������
� 	�!
������ ���
	�� ��!����	�
��� ��"
������ �� 
!
	��#�
��� �
�������� 	 
�
��# �
���# 	

�
��� ���� 	 �������������# ������# !�� 

!���������# �
�������# �����������# !�������
	 �
��������# *������
	 [20]. 

( �������
��
� ������� 
����� ��!
��

	���� 4-��
����� 8-�
�
	
� *������, #�-
��������� �������� ��
��� *������� �
���	��� 0,1 ���. A#
���
��� �������
��
�
 
!�
����� �������������� �� ���. 4.2, 
, ��� !��	����� 
�	����
��� �������	����������
-
�
 
������� 	������� 	���
�� ��	�
�� U  
� �
������	� ��������. ( ��
������� 	�!
���-
��� 380 �������� ������� ��� ��!�������, 
�������
� � ����������
�� 
������� zz� , 
��
	���	
���� 
����������� (4.1) � !
�����
����, �� !��	����)�� 0,5 %. ��	����	� 
(4.2) 	�!
������� �

�	����	���
 � �
��
���� 0,6 � 0,3 %. 6��"��� ���!��������� 	��# 
��!������� 	 
������
��� 
�
�
� �
��� !��	����� 	 ���
�� [19].  

/� ���. 4.2, � !
��
��� ��!������� ( )i
zz�  (i = 1,2) 	���
� 
�
�
� �
���, !
�������� �� 


��
� '?-����� ���
�
� �'? (ANSYS) � ���
�
� ��������. (���
, ��
 	 ���
� 
�����-
�
��� �
��� � ������� ��)���	���
 ��
�����. ANSYS-������� �� ��
	���	
���� ���
-
	�� ��!����	�
��� ��!�������. %��
	�� ��!����	�
��� ��"
������ (4.2) 	 ANSYS-
������� 	�!
������� � �
���
� !
�����
����, �

�	����	���
 176 � 198 %. (�� ���
� 

������
��� 
�
�
� �
��� �������, !
�������� ��
���� ���
����, �
	!�����. 
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      � 

���. 4.2. ��
������� 	��������� !
��� 380 ��������: 
 – 
�	����
��� �������	����������
�  
	������� 	���
�� ��	�
�� U  
� �
������	� ��������; � – ��!������� zz�  �� ����� �7  
	���
� 
�
�
� �
���: 1, 2 – ANSYS-������� 	 *�������# 1, 2; 3, 4 – �

�	����	��)��  

�������
��
� ������� 

 

Q���^#���� 
 
������������ 	 ���
�� �������
���� �
����
-*��������� ���
���� !�����
����� 

��� !
���
���� ������� �!���
� � ����
�!���
� 
����, �
����
	���
�
 �
 	���� 
����-
���� 
������������ ��!
������	���
 	 
�
��# �
���# �
���	��# !�
���# � !�
�������-
	����# �
���������. :���� �������, 	 �����
���, ���� 	

�
��
��� 
������ 
������ 
�
��
	���
��� ��
������
	 ������
	����, !
�������# ���
���� ��#����� ��"
������-
�
�
 �	���
�
 ����, �� �����	��)��� ������������
� 
������ ��������# ���
	�� 	 
�
-
��# �
���#. &����� !
�#
� �
��� ����� !��������� 	 ������
	���� !
��� ��!������� 
	���
� ���
#
	���# !
	��#�
����, � ����� 	 �
������ !�
���� ��#����� �
�!

����# 
��������
	 � �
���������, 	 ��#����� ��
�������, 	 ��#����� ���)�� � �.�. 
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