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ТРЕХВОЛНОВОЕ РЕЗОНАНСНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ  

В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ 

А.М. Доронин, В.И. Ерофеев 

Институт проблем машиностроения Российской академии наук, Нижний Новгород, Россия 

О   СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 1 июня 2015 г. 
Принята: 30 июля 2015 г. 
Опубликована: 30 сентября 2015 г. 

 Рассматривается резонансное взаимодействие продольных и поперечных 
волн в упругопластической среде, поведение которой описывается перекрестными 
зависимостями между первыми инвариантами тензоров и вторыми инвариантами
девиаторов напряжений и деформаций, при этом зависимость от сдвиговых де-
формаций носит квадратичный характер. Целью исследования является опреде-
ление характера процесса перекачки энергии между модами при отсутствии дисси-
пации. Предполагается, что среда находится в состоянии плоской деформации.
Рассматриваются два случая, когда преобладает продольная и поперечная де-
формация соответственно. В обоих случаях решение систем нелинейных уравне-
ний в частных производных, определяющих поведение среды, ищется в виде бе-
гущих гармонических волн с медленно меняющимися амплитудами. При решении
используется метод усреднения по «быстрым» переменным, в рассмотрении уча-
ствуют только слагаемые с порядком малости не выше первого. Установлено, что
в обоих случаях вид систем уравнений для амплитуд волн одинаков. Получены
континуальные аналоги соотношений Мэнли-Роу. Приводится решение системы 
в стационарном случае при граничных условиях, соответствующих наличию на 
входе мощной высокочастотной волны и слабой сигнальной волны, графики, каче-
ственно иллюстрирующие процесс трехволнового взаимодействия при выполнении
условия распадной неустойчивости (частоты и волновые числа сигнальной и холо-
стой волны в сумме равны частоте волны накачки) и соотношение, определяющее
расстояние, на котором реализуется эффективный обмен энергией между взаимо-
действующими волнами. Проанализирован характер зависимости амплитуд волн
от отношения частот, отношения волновых чисел, а также от значений констант
среды – плотности, модуля сдвига, предельной интенсивности сдвиговых дефор-
маций. 
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 Resonant interaction of longitudinal and transverse waves in elastoplastic solid is
considered. The media behavior is described by cross dependencies between the first 
invariants of stress and strain tensors and second invariants of stress and strain devia-
tors. The dependence on shear strains is quadratic. The aim of this investigation is to
establish the nature of the process of energy exchange between modes in the absence 
of dissipation. It is assumed that the solid is in the plane strain state. Two cases are con-
sidered, with prevailing longitudinal and transverse strains respectively. In both cases the
solution of systems of nonlinear partial differential equations are searched in the form of
traveling harmonic waves with slowly changing amplitudes. Method of averaging by “fast”
variables is used taking into consideration only solutions and items with the order of
smallness which is below one. It is obtained that in both cases the form of systems of
equations for wave amplitudes is the same. Continual analogues for Manley-Rowe rela-
tions are obtained. The solution of the system for a stationary state with boundary condi-
tions for strong input and weak signal waves is presented, as well as the diagram qualita-
tively illustrating the process of a three-wave interaction in case of decay instability (i.e. 
frequencies and wave numbers of signal and idler waves are in total equal to the fre-
quency of the input wave) and relation determining the distance of effective energy ex-
change between the interacting waves. The behavior of magnitudes of wave amplitudes
depending on frequency ratios, wave number ratios and media properties (density, shear 
modulus, limit of intensity of shear strains) has been analysed. 
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Трехволновое взаимодействие – один из процессов, возникающих в нелинейных сре-

дах. Понятие о таких процессах впервые возникло в радиотехнике; суть их заключается в 
том, что при достаточно сильном периодическом изменении энергоемких параметров 
(например, индуктивности, емкости) можно добиться возбуждения или усиления слабых 
электрических колебаний и создать параметрические усилители и параметрические гене-
раторы [1]. При переходе к распределенным системам параметрические процессы приоб-
ретают волновой характер и вместе с ним ряд особенностей, однако их физическая трак-
товка остается прежней. Для того чтобы параметрическое взаимодействие имело место, 
необходимо присутствие по крайней мере двух неравноправных волн: мощной волны на-
качки и слабой сигнальной волны. При выполнении условий фазового синхронизма энер-
гия может эффективно перекачиваться в слабую волну [2–5].  

Явления такого рода имеют место и в механике деформируемого твердого тела, в част-
ности, при взаимодействии акустических волн в слабой нелинейной среде. В качестве при-
мера трехволновых процессов можно привести распад волны на две или слияние двух волн в 
одну. Частными случаями этих процессов являются генерация второй гармоники, второй 
субгармоники (деление частоты пополам) и параметрическое усиление (ω1 = ω2 = ω3/2). 

Задачи, включающие в себя рассмотрение таких параметрических эффектов, отно-
сятся в основном к области нелинейной оптики и радиотехники. В области акустики 
и механики такие процессы рассматриваются, например, при решении задач механики 
разрушения упругих сред [6], нелинейных взаимодействиях в кристаллах [7, 8], взаимо-
действиях возмущений границы раздела сред [9]. 

При рассмотрении параметрических явлений применяется исключительно спек-
тральный подход, который очень удобен в радиотехнике и нелинейной оптике, где нали-
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чие сильной дисперсии позволяет реализовать взаимодействие только между нескольки-
ми волнами; в акустике спектральные методы используются гораздо реже.  

В системах со слабой нелинейностью взаимодействие волн приводит к их сущест-
венному искажению лишь в случае, когда взаимные возмущения могут накапливаться на 
достаточно большом пространственно-временном интервале, т.е. взаимодействие оказы-
вается резонансным. Условие резонансности взаимодействия сводится к условию эффек-
тивного возбуждения одной из волн другими. Для квазигармонических волн это условие 
можно записать в виде [3] 

1 1

ω , ,
J J

j j j j
j j

n n
 

     k k


 

где частоты j  и волновые векторы jk


 взаимодействующих волн должны удовлетворять 

дисперсионному уравнению линейной задачи; jn  – целые числа; j << j , k << jk


 – 

малые расстройки; J – число взаимодействующих волн. 
В системах с квадратичной нелинейностью при коллинеарном распространении двух 

плоских волн с частотами ω1 и ω2 возникает третья волна на комбинационной частоте. 
Эти волны образуют резонансную тройку, если их частоты и волновые числа удовлетво-
ряют условиям  

1 2 3 1 2 3ω ,  k k k     

и дисперсионным уравнениям линейной задачи. 
Ранее трехволновые взаимодействия продольных и изгибных волн в прямолиней-

ном стержне и кольце рассматривались в монографиях [10, 11], продольных и сдвиго-
вых волн в упругой среде с моментными напряжениями – в [12], взаимодействие рота-
ционных и продольных волн в среде Коссера – в [13]. Фазово-групповой синхронизм 
низкочастотных и высокочастотных волн в упругих средах с полостями рассматривался 
в статье [14]. 

Покажем, что такой подход применим и к среде с малыми упругопластическими де-
формациями при пренебрежении диссипацией. Рассмотрение такой задачи позволит оце-
нить расстояние, на котором происходит эффективный обмен энергией, а также устано-
вить характер влияния параметров среды и граничных условий на процесс взаимодейст-
вия волн.  

Рассмотрим распространение и взаимодействие продольных и поперечных волн 
в среде, описанной в статье [15]. Механическое поведение среды описывается произволь-
ными перекрестными зависимостями между первыми инвариантами тензоров σ и ε и вто-
рыми инвариантами девиаторов Т и Г напряжений и деформаций: 

 σ 3 (ε,Г) ,  ( ,Г)Г.Т G   K  (1) 

Здесь K(ε, Г) – модуль объемного расширения (сжатия); G(ε, Г) – модуль сдвига. 
В случае плоской деформации имеем 
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Физические уравнения имеют вид 
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Подставляя соотношения (3) в динамические уравнения равновесия и учитывая зави-
симости (1) и (2), получим два уравнения, описывающие процесс распространения про-
дольно-поперечных волн деформаций: 

 

2

2

44 4 4
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Здесь , .x y

u v
v v

t t

 
 
 

 

Уравнения совместности 

, .xy yx x
vv

t x t x

  
 

   
 

Выберем деформационные зависимости в виде 

 0 0

Г
;  1 Г.

2Гs

K T G
 

     
 

  (5) 
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В этом случае механическое поведение сплошной среды описывается квадратичным за-
коном в отношении сдвиговых деформаций. Данная модель соответствует теории малых 
упругопластических деформаций.  

В формулах (4), (5) имеем: K0 – начальный модуль объемного расширения (сжатия); 
G0 – начальный модуль сдвига при чистом сдвиге; Гs – предельная интенсивность дефор-
маций сдвига, причем 0 ≤ Г/Гs ≤ 1. 

С учетом (1) 

0
0

Г
;  1 .

3 2Гs

K
K G G

 
   

 
 

При этом система (4) примет вид 
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1. Рассмотрим случай, когда поперечная деформация мала по сравнению с продоль-

ной, т.е. 
u v

x x

 


 
. 

Тогда  
2 2

Г 4 3 2 .
u v u

x x x

               
 

Система уравнений (6) примет следующий вид: 
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Рассмотрим трехволновое взаимодействие. Пусть высокочастотной является про-
дольная волна.  

Будем искать решения системы (7) в виде бегущих гармонических волн с медленно 
меняющимися амплитудами: 

 
   

       
1 2 1 2

Ω Ω

1 1 2 2 1 1 2 2

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

i t Kx i t Kx

i t k x i t k x i t k x i t k x

u A x t e A x t e

v B x t e B x t e B x t e B x t e

  

         

     

           

 

 (8) 

Здесь Ω, ω1, ω2 – частоты продольной и поперечных волн; K , k1, k2 – волновые числа про-

дольной и поперечных волн; ε – малый параметр; A  – комплексно сопряженное к А. 
Частоты и волновые числа связаны условиями синхронизма 

1 2 1 2Ω ,  K k k    
 

и удовлетворяют дисперсионным соотношениям 

0
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4
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K
G G
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Подставляя выражения (8) в (7) и опуская члены выше первого порядка по ε, оконча-
тельно будем иметь следующую систему уравнений: 

 

ф 1 2

1 ф1 1 2
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2
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Здесь 0 1 23
,

6 Гs

G k k K
M 




 Vф = 

K


 , Vф1 = 1

1k


, Vф2 = 2

2k


 – фазовые скорости волн для линей-

ной задачи. Система (9) обладает интегралом движения, имеющим смысл закона сохране-
ния энергии, который записывается в виде уравнения переноса 

   0 1 2 0 1 2 0,E E E S S S
t x

 
     

 
 

где 
2 2

1,2 1,2 1,2 0, ΩE B E A     – плотности энергий сдвиговых и продольной волны соот-

ветственно; 1,2 ф1 1,2 0 ф 0 ,S V E S V E    – плотность потоков энергий сдвиговых и продоль-

ной волны соответственно. 
Кроме того, для системы выполняются частотно-энергетические соотношения 
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являющиеся континуальным аналогом соотношений Мэнли-Роу, известных в теории не-
линейных колебаний [1]. 

В стационарном случае из соотношений следует  

0 01 2 1 2

1 2 1 2

const,  const,  const.
Ω Ω

S SS S S S
     
   

 

Эти соотношения показывают, что в среде наблюдается эффект распадной неустой-
чивости, когда продольная волна высокой частоты Ω распадается на две сдвиговые волны 

более низких частот 1 и 2 . 

В стационарном случае 0
t

   
 при граничных условиях  

   0 0
1 2(0) , (0) , (0) 0,a a b b b    

где 1,2,b a  – действительные амплитуды сдвиговых и продольной волн 

 1,2
1,2 1,2, iiA ae B b e   .  

Решение этой системы выражается через эллиптические функции Якоби и имеет вид 
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где K(s) – полный эллиптический интеграл первого рода;  

 1/2(0)
ф

(0) 2 (0) 2
ф1 1 ф( ) ( )

a V
s

V b V a




  
 – модуль эллиптической функции. 

Процесс взаимодействия проявляется в виде пространственных биений, графики оги-
бающих представлены на рис. 1.  
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а     б 

 

в 

Рис. 1. Процесс трехволнового взаимодействия при выполнении условий распадной неустойчиво-
сти. Зависимости амплитуд от расстояния: а – входная продольная  
волна; б – первая сдвиговая волна; в – вторая сдвиговая волна 

Графики строились для следующих значений параметров: 

   0 07 9

5 2
0

1 2

1
1 2

3

10 м, 10 м;

2 10 Н/м ;

300000 Гц;

6280 м ;

2700 кг/м ;

Г 1, 0,001.s

a b

G

k k

 



 

  

    

 

 
  

 

Длина волны огибающей, т.е. расстояние, на котором происходит эффективный об-
мен энергией между взаимодействующими волнами, описывается соотношением 
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  ф1 ф2 1 2

(0)
4 .

V V
L Κ s s

Ma

 
  

Характер изменения амплитуды 1b  и отношения амплитуд 1

2

b

b
 с ростом отношения 

начальных амплитуд приближается к линейному.  
Зависимость амплитуд b1 и b2 от начальной амплитуды продольной волны a0 носит 

линейный характер. 

С ростом отношения волновых чисел 1 2/k k амплитуда b1 стремится к величине 

2 2(0)
(0)2

(0)
1

1
b

a
a

   
      

, а амплитуда b2 ~ 2 1/k k . 

С ростом отношения частот 1 2/  амплитуда b1 стремится к величине 

2 2(0)
(0)1

(0)
1 2

kb
a

k ka

   
     

, а амплитуда b2 ~ 1 2/ .   

Длина волны огибающей обратно пропорциональна отношению начальных ампли-
туд, а также прямо пропорциональна плотности и предельной интенсивности деформаций 
и обратно пропорциональна сдвиговому модулю. 

2. Теперь рассмотрим случай, когда продольная деформация мала по сравнению с 

поперечной, т.е. 
v u

x x

 


 
. 

Тогда  

2 2

Г 4 3 3 .
u v v

x x x

               
 

Система уравнений (6) примет вид: 

 

0 0
0

0
0

( )4 2
,

3 3 3 Г

2
. 

Г 3

x xx x xx
xx tt

s

xx x xx x xx tt
s

K G v u u v
G u u

G
G v v v u u v

       


        

 (10) 

При рассмотрении трехволнового взаимодействия примем, что высокочастотной яв-
ляется поперечная волна. 

Как и в первом случае, будем искать решения системы (10) в виде бегущих гармони-
ческих волн с медленно меняющимися амплитудами: 

   Ω Ω
( , ) ( , ) ,

i t Kx i t Kx
v A x t e A x t e

  
     

 
 

       
1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
i t k x i t k x i t k x i t k x

u B x t e B x t e B x t e B x t e
                      

Здесь Ω, ω1, ω2 – частоты поперечной и продольных волн, K ,k1,k2 – волновые числа попе-
речной и продольных волн; ε – малый параметр. 
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Частоты и волновые числа связаны условиями синхронизма: 

1 2 1 2Ω ,  K k k     

и удовлетворяют дисперсионным соотношениям 

0 0
2 22 0 0

0 1 2
2 2 2

1 2

4 4
Ω 3 3 3 3,  ,  .

K K
G GG

K k k

  
  

    

Как и в первом случае, подставляя выражения для u и v в (10) и опуская члены выше 
первого порядка по ε, получим следующую систему уравнений: 

 

ф 1 2

1 ф1 1 2
1

2 ф2 2 1
2

0,
Ω

0,

0.

t x

t x

t x

M
A V A B B

M
B V B AB

M
B V B AB


   



   


  


 (11) 

Здесь 0 1 21
.

3 Гs

G Kk k
M 




 Как и ранее, Vф = 

K


 , Vф1 = 1

1

,
k


 Vф2 = 2

2

.
k


 

Как видно, система (11) качественно совпадает с системой, полученной при рассмотре-
нии первого случая, следовательно, при аналогичных граничных условиях поведение ампли-
туд волны накачки и холостой и сигнальной волны будет совпадать с полученным ранее.  

Таким образом, установлен характер протекания трехволнового взаимодействия для 
среды с малыми упруго-пластическими деформациями в стационарном случае при отсут-
ствии диссипации. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант 

№ 14-19-01637). 
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