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 ���
 ��
�
"������������
� 
"������ "
�� ��"��
���� � ������� ������� �
�#
��
"�
� ������
-�"���
� ���� � "
������� ������������� ����
���� ��� �
!�-
�������
� ��
�
������� ����"�
�������� ��#�

���� �
�"
���� ���#
�� ��"��
�-
���. H���"�
������
� ������� ���
���� �� 
��
�� �
�"������� ������� "�
��
�
#����� ��
��� �"���
��� ��� ��� � ���������, "
#�
��>��� ��"
����� �����# ���-
��� "��	��
���� � "
��
� ����"�
������
� ������� (. $�������. � "���������
� 
�
��� #����� ��
�
 #����: 1) #������
��� ��"�������� ��

������ (�
!��������
� 
��#�

����) 
� ����� ������ � ������� "���

����� �����#
�; 2) �
�������
 ������-
��� � "
��
� ����"�
������
� ��#�

���� (. $�������, �
�
�
� ��
	�
���
 ����-

����� � ��#�

����. ������ "
������� �����������
�� 
"��������> �
!�����-
���
� "
��
�
 ����"�
������
�
 ��#�

���� (. $������� "
�� ��"��
���� � ���-
��� ���� �
���������� ������ ����
� ����� � 	���
����
� "�������,
���
������� � ���
���� �������
�
 �����
���� (� ���
���� "���

���� �
�����-
�
�
 
����� � "
"�����
�
 ������). *
���
��
 ��
�
"������������
� "���������-
��� "
�� ��"��
���� �	��#� ��
�
� �# ������ ������, � �
�
�
� ����
���>���
������ "��	��
����. *���������� ���
� ���������� �
!��������
� ����"�
��-
����
�
 ��#�

���� (. $������� (��"��������, ������	��� ��

������), 	�#�-
��>����� �� ����������
� �
�"�����
� "������������ ������� :
�
�
��–
(����������� � ��
 ��#�

���� � ��� � 
������
��� ������� �������. /������
������������� #������
��� �
!��������
� "
��
�
 ����"�
������
�
 ��#�

���� 
(. $������� (T-��"��
���� � �
!��������
� ������ "��	��
����) 
� "���

��-
�
� �����#�� � ��
����������� "�������
� 
	��#��. *
��#��
, ��
 � "
��
� ����-
"�
������
� ��#�

���� �
�"
���� ���#
�� ��"��
���� � 
������
��� ������� 
������� ��
	�
���
 ����
����� "
���
 ������� ����
� ����"�
������
�
 ��#�
-

���� � 8-��"��
���� �����>��� ��������� (�
 "��� ���������). *
���
��
 "
�-
�
� ����"�
������
� ��#�

���� �
�"
���� ���#
�� ��"��
���� � ������ ����
������ � 	���
����
� "������� � ����� �
����������� ��������� �
����
� ���-
��, � �
�
�
� �

�
 ����
��� �>	
� ��"���� #�����
� ����
 ���������. 
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 The paper is aimed at analytical determination of the coefficients in crack tip expan-
sions for two collinear finite cracks of equal length in an infinite plane medium under mixed
mode loading conditions. The study is based on the solutions of the complex variable theory
in plane elasticity theory and the complete asymptotic Williams expansion of the stress field 
in the vicinity of the crack tip. From the practical point of view, it is very important to know:
1) analytical dependence of coefficients on geometrical parameters of specimens and ap-
plied loads; 2) the number of higher-order terms in the asymptotic Williams expansions that 
we need to keep to accurately describe the stress and displacement fields in the neighbor-
hood of the crack tip. In the paper the authors have provided a multiparametric presentation
of the stress filed near the crack tips in the infinite plate with two collinear cracks of finite 
length. We have presented the analytical determination method of coefficients related to the
complete asymptotic expansion. The method is based on the complex variable theory and
the classical Kolosoff-Muskhelishvili approach. The expansion of the Kolosoff-Muskhelish-
vili's potential in the vicinity of the crack tip allows to find the analytical presentation for coef-
ficients of the complete Williams asymptotic expansion. The analytical solution gives the 
dependence of the amplitude coefficients on the lengths of the crack and the applied loads
for pure mode I, pure mode II and mixed mode I/II conditions. It is shown that together with
the main term including the stress intensity factor and the term called T-stress, it is neces-
sary to hold higher-order terms in the asymptotic solution. The obtained solution permits to
construct the asymptotic stress field expansion containing an arbitrary preassigned number
of higher-order terms. 
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1. ���$&"�"�#����� &��� @ ��!���+ "!�*��+  
� ����(��-@&!@/�$ $�"�!���� 

 
�!������ !
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)���, �����
� ��� ���
	
�
 

	���
� !
������	
� ����!�
������
�
 !������	�����, �
�����)��
 ��������� 	��
��# 
!
����
	, �	������ ��������
� 
������ ��#����� ��
������� [1, 2]. ( !
������� 	���� 
	 ��#����� ��
������� ���
 !
��
��
 [3–35], ��
 ���������� !���
����� �������
�-
�
� ������
� ��#����� ��
�������, ��
����)���� �� 
��
� !�������� – �
*""������� 
�������	�
��� ��!������� 	 ������	� �������� ���!�
��������� ��"����, ������� ��
-
	�������	
	���� � ����� 	����# !���������� 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� 
�. %������� [39]. ��
�
!������������
� 
!������ !
�� ��!������� 	 
������
��� 	��-
���� ���)��� ���
 !����
���
 �)� 	 1957 �. �. %������
� [39]. A ��# !
� ������� 
�. %������� ����
 ������������ �������� ������
� ��#����� ��
�������, 	 �
�
�
�, 

����
, 	 �
�������	� ������	 	 ���������# !���
�����# ������	��
�� ���� !��	
� 
�������
�, 	 �
�
�
� ��!�������� ��
������ !
����� ��
	���� �
*""������� �����-
��	�
��� ��!�������. :
���
 	 !
������� 	���� 	 ��#����� ��
������� �� 
��
	� !�
-
	������# ��
���������# ������
	����, *��!������������# ���
� � �
�!������
�
 ���-
����
��
�
 �
�����
	���� [3–33] ��
���
�� ���
� !
������� ��
�#
���
��� ������-
��� 	����# !���������� 	 !
��
� ����!�
������
� !������	����� !
�� ��!������� 
	 
������
��� 	������ ���)���. 
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( ���
�� [3] 	�!
���� 
�

� !�
	������# ������
	����, !
�	�)����# 
�����  
^-��!������� 	 !
��
� ������� �. %������� 	 
������
��� 	������ ���)���. 7	�
�� 

!���	��� ��
������ ��!���� 	������ ^-��!������� �� 
!��������� ������
��� ���-
!�
��������� ���)���, 	
�!�
�
	������ ������� �

#�
���������# !
�
�, 
����� ��
-
���� � "
��� 
������ !���������
�
 �������. ( ������ 
���������� ��
������ ���
�� 
��#
������ :-��!�������: *��!�������������, ������������� � ��������� (���
� �
-
����
�
 *�������). 7	�
�� ���� ����������� 
�

� !�
	������# ������
	���� � !��#
-
��� � 	�	
��, ��
 ���� �
���
 ^-��!������� �� �
��� �
��
 � ������
 !������
��� ��-
!��	����� �
��� ���)���. �
*�
�� ��
�#
��� ���� 	����# !���������� 	 ����!�
��-
����
� !������	����� !
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)���. 

( ���
�� [4] 
���������� ������ 
�
����
��� !
�� ��!������� 	 
������
��� 	��-
���� ���)��� (��!����� !�����
� �
��� ������� �	
�
���� ���� 	 ���������# �
�-
!

���
���# ���������# � �
���, ����)�� �� �����# �
�������� ����
����# �������-
�
	) � ��
�#
���
��� ��
	�������	
	����# ��������	 ��
�������, �����	��)�# �
��� 
������ ���������
��� !
�� ��!�������. ( ������ !����
���� �	� �
���� 
���

	���� 
���)��� 	 �
�������� �	�# ��������
	. 

(./. �������
	 � 7.�. >�#��
	 [5] *��!�����������
 � �������
 
������ ��
�
��� 
�
��� �����
���
� ���)��� !�� �����	�� ��
�����# ������ �	�#
��
�
 ����������. &�� 
�����

���
��# 
���
�
	, ��#
��)�#�� 	 ���
	��# �������
�
 ����������, 	������-
���� ^-��!�������. ��
	������� �	�
���� �����
 *��!�������
	 �� �������
� �����-
����� 
��
	�� �� 	�������� 	 ��������� �#��� ^-��!�������. 

( [6] 
���������, ��
 	
 ��
��# !����������# ������# 	 ���������# !���
�����# 
	���� 	����# !���������� 	 !
��
� ��
�
����� �. %������� (!
���
 �
*""������� 
�������	�
��� ��!������� � ^-��!�������) �� �	������ !����������
 �����. ���
	-
��� ���� ���
�� [6] – !������	��� ���	�����, 
!���	��)�� !
�� ��!������� 	 
�����-
�
��� 	������ ���)��� 
�
����
 	 ��# ������#, �
��� �
*""������� �������	�
��� 
��!������� ��� ���)�� �
������
�
 
���	� � !
!�����
�
 ��	��� 	 �
��������  
� ^-��!��������� �� �
��� � �������
� �
��
���� 
!����� ���!��������� ��!������� 
� 	������ ���)���. ( [6] ���������	����� !������� � ���������
� ���)��
� 	 ���
	��# 
�������
�
 ����������, ��
�� !
��
��� ��
�#
���
��� ��������� ��������# 	��
�
�
 
!
�����. �
��
��
, ��
 *������ ��"
������ �
��� ���� ������������ 	�������� � 	��
-
�
� �
��
���� !�� ��������� ������# ��������#, ������)�# 
� ���	��� ����
� ����-
!�
������
�
 ��
�
����� � ^-��!��������.  

( [7] !��	
����� �������������
� ������
	���� ^-��!������� � �# 	����� 	 
�)�� 
!
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� �� !������ �
�!����
�
 
���
��. $�-
����
	��� 
�	����
��� ^-��!������� 
� ��
����������# !�������
	 
���
��. 4���� ��-
�
�� [8] �	������ 
!��������� �
*""������
	 �������	�
��� ��!�������, ^-��!��-
����� � �)� ���# ��������# 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %������� ��� 
�	�# ����

���
��# 
���
�
	 	 !
��
� ���!�

�� ��������# "
�� ��"
����
	����. 
( ���
�� 	�������� ��
��
������ "������ �
*""������
	 ���������
�
, 	�
�
�
 
� �������
 ����
	 	 ����!�
������
� ��
�
����� ��!������� � 	������ ���)��� 
	 ����

���
��# 
���
��# 	 ���
	��# �������
�
 ���������� (��� !��	��
, �# 
�

��-
���� 3 3,A B  ��� ���)�� �
������
�
 
���	� � !
!�����
�
 ��	��� �

�	����	���
). �
-
��
��
, ��
 ��!�������� ���������� �
*""������ 	 ������� �������
� �	������ 	��-
��� !�������
�, #��������
��)�� !
�� ��!������� � 	������ ���)���. 
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( [9] ��
���������� � *��!������������� ������
	���� ��
������� ����
�� �� ���� 

���
�
	 ��� ��!������ �� �������
� ���������� !
��
���, ��
 ��������� 	����# !
-
����
	 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %������� �
��� 
���������
 	����� �� 

����� �
!�
��	����
��� !
�
�� ��
�������. &�� 
!��������� ��!��	����� �
��� ���-
)��� �	�
�� ��!
��

	��� �
��"����
	����� �������� ����������
�
 ������������
-
�
 ��!�������, �
�
��� �����	�� ������������� ��������� 	 ����!�
�������# ��
�
-
�����# �
�!
���� ���

�� ��!������� (^-��!�������, 3 3,A B ) 	 �
!
������ � ��������-
��� ���������. �
��"����
	����� �������� ��� ��!
��

	�� ��� �����
� 
���
�
	 
�����
���
� "
���. �
��
��
, ��
 �
��"����
	����� ��������, �����	��)�� 	����� 
!���������� 	 ����!�
������
� ��
�
����� �. %�������, !��	
��� � ������� �

�	��-
��	�� � *��!�������������� �������. 

( [10] 
��������� ��
�#
���
��� �
��
�
 �����
� !
��� ��!������� 	 
������
��� 
	������ ���)��� ��� ���
�
 ���� ���������# !���
�����. 7	�
�� !
��
�	���, ��
 
����
� !����������� ���������� 	����# !
����
	 	 ����!�
������
� ��
�
����� 
�. %�������. 

4��� ���
�� [11] – 
!������ !
��� ��!������� � !�����)���� 	 
������
��� 	��-
���� ���)��� � �� �� �������� 	 ���� *��!������������# 
���
�
	 ��� 
!��������� 
!�������
	 ��#����� ��
�������. ( ������ !����
���� 
���
�� � �
	
� ��
�������, !
-

	
���)�� �����
����� ���
��� ���!�

� 	��
	 ���������� � 
������ ��
���� 
����-
��� ��������
�
 ��"
����
	����, 	

�����)�# � 	������ ���)���. �����
���� ���-
��
����� 
���
�� !��
��������
� "
��� ��� ��!������ �� ������#�
������ �
���. /�-
���� � !�
	�������� *��!�������������� ������
	������ 	�!
����
 �������
� 
�
�����
	���� *��# �� 
���
�
	. ( ����!�
�������# ��
�
�����# !
�� ��!������� 
������	����� ���������
� �������
�, ^-��!������� � 	����� !���������� (�������-
������ ���������). ( ������ 	�!
����
 ���	����� *��!������������# ��
������
	, ���-
����
�
 �����
� � !����
�����# ����!�
�������# ��
�
����� 	 
�	����
��� 
� ���-
��
���� 
� �
����� ���)���, �
������	� ������	����# ��������# 	 ����!�
�������# 
��
�
�����#. ��
���
������
	��� *""����	�
��� !����
����
�
 !
�#
�� ��� 
!����-
����� ��
���
	 
������ ��������
�
 ��"
����
	���� � 	������ ��
��
� 	 �
�!

���-

��
� ��������
� ���������. :���� ��������� #��������
����� �	�
�#��!��� !
	���-
���� !�� ��
������� � ��������
� 

�
� ��
�!�
������ � 	������ ���)���. %����
	-
���
, ��
 �
������� 	 �

��
�����# ��
����������# !�������
	 ��!���	����# 

���
�
	 � !
�
����� �
��� 
!
�� !�� �
���� ��
���������
 	����� �� 
!���������� 
������ ��������
� 
������. 

( [12] !������	��� �����
 !
��� ��!������� � !�����)���� � 	������ ���)��� 
	 
���
��# � ����	
� ���)��
�, !�����
�������# ��� ��!������ �� ��������	����. 
( ����
�
���
� ���������� ����� 
���
�� �
��� ��
	���� WST-
���
�
	. (�!
���� ��
-
�
!�������������� �����
 !
�� ��!�������, ��� ���
 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
-
����� �. %������� ������	����� ������������� ���������. $
����
 	������ ����	�# 
���
	�� (���
	�� 
����!����� 
���
��) �� �
*""������ �������	�
��� ��!������� � �� 
^-��!�������. ( ���
� !�
	������� �����
 !

	
���� ������ �
 12 ��������# 	 ����-
!�
������
� ��
�
�����. ?�� �
*""������� 
!���������� �
 *��!������������# ���-
��#. A !
�
)�� 
!���������# �
*""������
	 ����!�
�������# ��
�
����� ���
 ��-
�
�������
	��
 !
�� ��!�������, � ����� 	�!
����
�� ���	����� � 	�����������, ��
�-
���)����� �� ���
�� �
����
�
 *�������. ��
	�����
� ���	����� ���
 !
��
�	���, ��
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��� ������# ���)�� � ��� �
����# �����
���� 
� 	������ ���)��� ����!�
������
� 

!������ !
�� ��!������� ������� ��������� ����
����# ��������# 	 !
��
� ����!�
-
������
� ��
�
����� !
�� ��!������� � 	������ ���)���. 

( ������ [13] ���������	����� ��� 
���
��, �����������# ��� ��#����� ��
�������: 
!������� � 
���� �
�
	�� �����

�, !������� � ���������
� ���)��
� 	 ���
	��# 
��
-

��
�
 ���������� � !������� � ���������
� ���)��
� 	 ���
	��# ����
�
 ��	���. &�� 

!������ !
�� ��!������� � 	������ ���)��� !�������
�� ����!�
������
� !������	-
����� �. %�������, 	 �
�
�
� ������	����� 	����� !����������. 7�!�������� ��
-
������ (���������� �
*""�������) ��
�
����� 
!���������� �
 ��
������
	 �
����
-
*�������
�
 �
�����
	����, !�
	�����
�
 	 ��
�
����	
� �
����
-*�������
� �
�-
!����� Mechanical ANSYS, �
�
��� !

	
���� �����
����� 
���
�� � ��
������ �

�-
�
������ ��
����������# !�������
	. 7�!�������� ��
������ ��#
������ � !
�
)�� 
����������������
�
 ���
��, !����
����
�
 	 [14]; 	�!
������� ��
�
!����������-
���� �����
 !
��
�	���, ��
 
��
�
 ��� ���� �	�# ����
	 ����!�
������
�
 ��
�
����� 
�. %������� ���
����
��
. &�� !
������� �������# 
���
� � ���������� 
������ ���-
��	�� ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %������� (��� ���������� 
������ ���
�� ����-
!�
����) ������� ������	��� 	����� !����������. 

7	�
���� ���
�� [15] 
���������, ��
 ���	�
� ����� !�� !�
�����
	���� ��������-
���# ��
����# ��������
	 �	������ !
	������ *������ ��
������� ������� «���
 – 
���)���» 	 !�
����� 	��	
�
������ *������, 	�
	���
�
 
���

	����� ���)��� � �� 
!
������)�� ���!�
����������. &�� �����������# �
�!

���
���# ��������
	 #����-
����
 
���

	���� ���)�� 	 ��
�# �
�!

���
��
�
 ��������� � �# ��"������
��
� !
-
	������, !
*�
�� !�� �
�����
	���� �����������# �
�!

���
���# ��������
	 
���� 
	����� !������	������ !������
���� ��!��	����� �
��� ���)���. ��
	������� *��!�-
������� !
��
�	���, ��
 	�
�
� �������
� 	 ����!�
������
� ��
�
����� �. %������� 
�
��� ���� ��)���	����� 	 
!������ ��"������
��
�
 !
	������ ���)���. 

7	�
�� [16] �� !������ ����� � ����	�� �����

�, ��!���	���
� �� ������#�
���-
��� �
���, 
����	��� 	������ 	����# ��������# 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
��-
��� �. %�������. ���������	����� �#��� ���������� !

	
���� �����

	��� �������
� 
���������� 
���
�
	 � ���)��
� � �����
����� ��
������ 
������� !�������� ������-
�
��� ����������. 7	�
��, 
!������ �� �������� �������, 
!�������� �
�"�������� 

������ !���������
�
 ������� 	 ��!
������	���
� 
������
��� 	������ ���)��� ��� 
���������	���
�
 
���
��. ( ������ � !
�
)�� ���
�� �
����
�
 *������� 	�!
����
 
�
�!������
� �
�����
	���� ���������� 
!�����
�
 
���
�� � ����� 	��������� !�-
������
	 !
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %������� � 
����� ��
������ 
����-
�� !���������
�
 �������. ��
������� ������
	 !
��
�	���, ��
 	����� !���������� 
	 ����!�
������
� !������	����� !
�� ��!������� �
��� ���� ��)���	������, ���� 
!�
������
��� 
������ ��������
�
 ��"
����
	���� �
����
��
 �
����� !
 ���	����� 
� ��
������ 
���
��. ( [17] !��	����� ������������� 	�������� �
*""������
	 !
��
-
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� !
�� ��!������� � 	������ �
����
� ���)��� 	 ���-
�
����
� ������
-�!���
� !�������. /� 
��
	� �����������
�
 ������� !�
������� 
�-
���� 
 ���)��� ����
�� ����� 
�	����
��� ���������# ��
������� 
� ����� ���)��� 
� 
� ������� !���
�����# �����

�: 1) ��� ���)��� �
������
�
 
���	�; 2) ����
�
 
!
!�����
�
 ��	��� !�
��
��� � ��
��

� � 3) �������
�
 ���������� !������� � ��-
"���
�. ( [18, 19] 
���������� 	
!�
�� ��
�
!������������
�
 
!������ !
�� ��!��-



���[
���
 �.�., =������� �.�. / �����
� �����. ���
�
�
 4 (2015) 188–225 
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����� � 	������ ���)��� 	 �

��
!�
� ������
-�!���
� ��������� �� 
��
	� !
��
�
 
��
�
����� �. %�������, �
��
��� ����������������
�
 ���
�� 	��������� �
*""���-
���
	 !
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
�����. A����� [20–28] !
�	�)��� ��
������ ��-
!����� !
���
���� ��
�
������# ����!�
�������# ��
�
����� !
�� ��!������� 	 
���-
���
��� 	������ ���)��� 	 ������
-�!����# ���������# [21], 	 �����# � �
��� ��
��
� 
��
�
���� [22–28] � 	
!�
��� ������� �	�
����# � *���� !�
������� ���������# 
���� 
�� �
���	����� 
�������. ( [25] �����
����� ������� ����	�# 
����, !
�������� � ���-
�
� 	����# !���������� 	 ����!�
�������# !������	�����# �
�!
���� ���

�� ��!��-
����� � 	������ ���)��� ��� ������ �������
�
 ��"
����
	���� 
���
�� � ��"���
�. 

( [29] !
��
��� ��
�#
���
��� ����� ��� ����������#, ��� � ������������# �
�!
-
���� ���

�� ��!������� � 	������ ���)��� � ��
��
� 	 !�������������# � �������-
�����# 
�����# ��#����� ��
�������. ����������� !�
�������	����� � �	������� �
-
���� � ��������, �����	��)�� ^-��!�������. $# ��!
��

	���� !
��
��
 �� !������ 
������� 
���� ��#����� ��
�������, 	������)�# �����
 ��!������
-��"
����
	���-
�
�
 �
��
���� 	 
������
��� 	������ ���)���, *��!�����������
� 
!��������� ���-
)��
��
��
���, ������-���	
� � 
�
�)���
� ��������� ���)��
��
��
��� ��� � ���-
)����� � ��
��
���, !�
��

��
	���� ��!��	����� ���!�
��������� ���)�� �������
�
 
��!�. 

( [30] !������	���� �
���� � �������� ��#����� ��
������� ��� � ���)�����, ���-
��	��)�� ������������� ����� ��
�
����� ��!������� � 	������ ���)���, ��
	���� 
��� �����
� ��
������� ��� � 	���
��� 	 ������ �
������
�
 
���	�. ���	����� �����-
�������� ���	����� � !��������� ���	�� ��� 
����� ��
�������. &
��
	���
��� !���-
�
����
�
 �������� !
��	������� ��
��������� ��!������ 
���
�
	 �
 ��	

���� ���-
)����� !�� ��
��# ���!�������#. 

( [31] �
�
���� ���
���� 
!��������� ����������# � ������������# �
���	���)�# 
!
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� !�� ������� !
�����
���� ��#
���# 
�����#, 
����
	�����# ���
��
����� *��!�������� ��� �
�����
	����. /� 
��
	� ���-
�����# *��!�������
	 !
��
��
, ��
 ���
� ��
�
����� !
 �
���	����� "������� ����-
��� 
����� ��
��� �!���
��� 
 ����
	����# ��
��
�# (����!�
������
� ������� 
�. %�������) 
���!���	��� 	

�
��
��� 
!��������� ���
��# !�������
	 � �
����
�-
�
� ��� ��������
� !������� �
��
���� ���� !�� ������� 
���������
� !
�����
���. 
( ���
�� !����
��� ���
� !���������
� 
����� ��
���
	 
������, 	 �
�
�
� �� 	�!
�-
������ ���
	�� �
�����
	���� !�
��
� �!���
� 
�����, 
����
	������ �������� !��-
�������
� ��"
������, 
�
����
����� ��
������ ��� ������� "���
����. 

( [33] !����
���� ���
���� 
!��������� �
*""������� �������	�
��� ��!������� 
� ^-��!������� ��� ���)�� �
������
�
 
���	� �� 
��
	� �
������� �
������# ��"
�-
����
���# 
�����
	, 	�
�	����# ������ !����)������ �� �����. ������� 	 "
��� 
!
��� �������������# !�����)���� �������������� ���
�
� *�����
��
� (��"�
	
�) 
�!���-�����"��
������. $����!������� *��!������������# �����# ��
������� �� !
�-
�
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %�������.  

@.6. ���	����
 �����
���� �	� 	

�
���� �
���� � ������������� ���	����� ��-
#����� ��
������� ��� � 	���
���, �����	��)�� ������������� ����� ��
�
����� ��-
!������� � 	������ 	���
� (���)���) � 
��
	����� �� ���������# ���)��
��
��
��� 
� ������-���	
� [34]. ���	����
 �����������
� ���	����� 
�
�)���
� ��������� ���-
)��
��
��
���, 
�����
	
 !�������
� ��� ���� � ���)��
� � 	���

� � �����	��)�� 
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�
������� ���!��� ��������� ��"
������ � 	������ 	���
� 	 ��
������� �
����
��� ��-
����� ���������� ��
 	������ � �����������
� �
���	���)�� ��!������� (T-��!��-
�����). (	����
 !
����� *""����	��# T-��!�������, 
!���������# !
������	
� 
����-
����� T-��!������� !���� 	�����
� 	���
� 	 

�� !�����
�������, #��������
���
� *"-
"����	��� �����
�����. �
���
��� ��

	�� 
�	����
��� 	�
�
��� ��
������� 	 "������ 
*""����	��# T-��!������� (������-���	��) �����
� ����� ��� ����
� ��
������ �����
�. 
( [35] !��	����� !���!����	��� �
���� � �������� �	�#!������������
� ��#����� ��
-
�������, �����	��)�� 
�
����
��� ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� 	 
�����-
�
��� 	������ ���)��
!
�
��
�
 ��"����. (������� ��
���������� � *��!����������-
��� ���
��, !

	
���)�� � ����
� ������������# �
���	���)�# !
�� ��!������� 
� 	������ ���)��� (��
��
�) 
����	��� ������
��� ���)���, �
��������
���� !�
�-
�
��� � ��	������ !
	��������# ���������� 	����# *������
	. 

:���� 
���

�, �
��
 
��������, ��
 	 ����
�)�� 	���� 	 ��#����� ��
������� 
��
���
�� ���
� !
������� ��
�#
���
��� ��������� 	 !
��
� ����!�
������
� ��
-
�
����� �. %������� 	����# !���������� � !
�����
��� ��
	���� ���
�
	 � !
�#
-
�
	, !

	
���)�# !
������ ������������� 
�	����
��� �
*""������
	 
� ��
������ 

���
�� � ������� !���
�����# �����

�, �, ����
	������
, ��������� �������, �
���-
��)�� ��������� 
����� ��� �
*""������
	 �������	�
��� ��!������� ��� ��
�����# 

���
�
	, 	���������� ��� �
*""������
	 	����# !����������.  

( ����
�)�� ������ �����
����
 ��"
����
	���� !������� � �
����������� �	��� 
���)����� ��	�
� �����, 	 
������
��� �
�
��# !
���
��� ����!�
�������� !������	-
����� !
�� ��!�������, �
�����)�� 	����� ���������. �
������ ������������� 	���-
����� ��� ���������# ��
������� (�
*""������
	) ��� "������ 
� ����� ���)���, 
�

������ 	����� ���)�� � !���
����
� �����
��. 

 
2. ?����� ���$&"�"�#����� !�)��'���� &��� ��&!�'���(  
@ ��!���+ "!�*��+ �. ���%�$�� 

 
�
��
� ����!�
������
� !������	����� !
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ 

���)���, �
�����)�� 	����� !���������� – ����!�
������
� ������� �. %�������, 
�	������ 
�)�� 
!������� !
�� ��!������� 	���
� 	������ ���)��� [1, 2]. 7���!�
-
������
� ��
�
����� �. %������� ��� ����
� �
�"�������� 
���
�� �
������ !
����
-
	������
��� �
*""������
	, 
�	���)�# 
� ��
����������# !�������
	 
���
�� � �����-
�� !���
�����# �����

�. ���
�
 �
	����� ������������� !������	����� ��� !��	�# 
�	�# ��������# 	 ����!�
�������# ��
�
�����# !
�� ��!�������: ��� �
*""������
	 
�������	�
��� ��!������� � ^-��!������� ��� ���
�
 ���� �
�"�������� 
���
�
	 
� ���)����� [1, 17]. G
��� ��
���� 
����� !������	���� �
�
� 
!��������� �
*""���-
���
	 	����# !���������� ��� "������ !���
����
� �����
�� � ��
������ ���������-
	���
�
 
���
�� � ���)��
�. >���� !��	
����� ������������� 	�������� ��� �
*""���-
���
	 !
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %������� !
�� ��!������� 	 
������
-
��� 	����� �	�# �
���������# ���)�� 	 ����
����
� !�������, ��#
��)���� 	 ���
	��# 
�������
�
 ��"
����
	����, �
��� �� ����
����
��� !���
���� �������	��)�� � ��	�-
�
	�� �����
��. $�����"������ �
*""������
	 !
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� 
�. %������� 
��
	��� �� �
��
� �����������
� ������� 
�����, !
������
� � !
�
-
)�� ����������
�
 �
�!�����
�
 !������	����� ������� !�
��
� 
����� ��
��� �!���
-
��� [40, 41]. $�!
��
�� ���
� ��
�
����� !
 �
���	����� "�������, �. %������ [39] 
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!������	�� "������ ��!������� ?�� 	 
������
��� 	������ ���)��� 	 "
��� 
� �, ( ) i

ii
r f r�L � � �� , ��� ( )if �  � i�  – �
���	����� "������ � �
���	����� 
������� �

�-

	����	���
. ��� *�
� �
�!
����� ���

�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� 
!�������� 	��  

 � �2 , /2 1
1

( , ) m m ij k
ij k km k

r a f r� �
� ���

� � � �� � ,  (1) 

��� ������ m  
�	����� ��!� ���������� ( 1m �  �

�	����	��� �
������
�� 
���	�, 
2m �  
�	����� !
!�����
�� ��	���); �
*""������� m

ka  
�	���� 
� ��
������ 
���
�� 

� ���)��
� � 
� ������� !���
�����# �����

�; , ( )m ij
kf �  – ���	��������� ���
	�� ���-

!���������, 
!���������� 	 #
�� ������� ����	
� 
�����. F
�
�
 �
	����� [17] ���
-
	�� ���!��������� ��!������� 	 (1):  

 
� �
� �
� �

1,11

1,22

1,12

( ) 2 / 2 ( 1) cos( / 2 1) ( / 2 1)cos( / 2 3) / 2,

( ) 2 / 2 ( 1) cos( / 2 1) ( / 2 1)cos( / 2 3) / 2,

( ) / 2 1 sin( / 2 3) ( / 2 ( 1) )sin( / 2 1) / 2,

k
k

k
k

k
k

f k k k k k

f k k k k k

f k k k k k

. /� � 
 
 � � �� � � �4 5
. /� � 
 � � � �
 � � �4 5
. /� � � � �� 
 � � �4 5

 (2) 

 
� �
� �

� �

2,11

2,22

2,12

( ) 2 / 2 ( 1) sin( / 2 1) ( / 2 1)sin( / 2 3) / 2,

( ) 2 / 2 ( 1) sin( / 2 1) ( / 2 1)sin( / 2 3) / 2,

( ) / 2 1 cos( / 2 3) ( / 2 ( 1) )cos( / 2 1) / 2.

k
k

k
k

k
k

f k k k k k

f k k k k k

f k k k k k

. /� � � 
 � � � �� � � �4 5
. /� � � � 
 � � �
 � � �4 5

. /� � � � �� � � � �4 5

 (3) 

F������������� ����	
� 
����� ��#����� ���)��, ����� ��� ��
������ 
������ 
� ��
��

�, !���
�� � �������	�
��� !���
����
� �����
��, �� 	#
��� �� 	 ��������
�, 
�� 	 ���
	
� ���!��������� �
�!
���� ���

�� ��!�������. :���� 
���

�, 	�� ��
�

�-
��
�� 
���� ��#����� ��
������� �����	����� �
*""��������� m

ka . �
 
!��������� �
-
*""������� �������	�
��� ��!������� 	���������� ������)�� 
���

�: 

22 120 0
lim 2 ( ,0), lim 2 ( ,0)I IIr r

K r r K r r
�
 �


� � � � � � . 

%����	�� �

��
����� (1)–(3), �
��
 ����� 
������� �
*""������
	: 
1 1,22 2 2,12 1 1,11
1 1 1 1 2 22 (0), 2 (0), (0)I IIK a f K a f T a f� � � � � . 

( ����
�)�� 	���� 	 ��#����� ��
������� ��
���
�� ���
� !
������� ��
�#
���
-
��� ��������� 	����# ��������# 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %������� 
�, ����
	������
, ��
�#
���
��� 
!��������� ��
 �
*""������
	 m

ka  ��� ��
�����# 
�-
��
�
	, ����
��� ����
 ��!
��
����# 	 ��������
� !������� [6–36]. ����� �
 !���!��-
��	��# ���
�
	, !

	
���)�# ����� ������������� 	�������� ��� �
*""������
	 
����!�
�������# ��
�
�����, �	������ ���
�, 
��
	����� �� �
�!�����
� !������	��-
��� !
�� ��!������� – �� !������	����� '
�
�
	�–���#����	��� [40, 41] – � !
���-
���)�� ���)�	���� �����������
�
 �������, !
������
�
 � !
�
)�� ��
��� "������ 
�
�!�����
�
 !�������
�
, � ����!�
�������� �������� �. %�������. /��� !
������ 
������������� 	�������� �
*""������
	 !
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� 
�. %������� ��� ����
����
� !������� � �	��� �
����������� ���)����� (���. 1). 
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       � 

���. 1. /��������� !������� � �	��� �
����������� ���)����� ��	�
� �����:  

 – ����������
�; � – ��������������
� 

 
3. ��$&������� &!���"������� !������ )���#� � ��/!@'���� &������"�  
� ��@$� ��������!�+$� !�)!�)�$� 

 
:�
��� "������ �
�!�����
�
 !�������
�
 !���
���	���� ��
���� �������������� 

�!!���� ��� !
���
���� ������� 
���� !�
��
� ��
��� �!���
���. �
�#
�, �
�������
 
!����
������ '
�
�
	�� [40] � ��
	���� ���#����	��� [41], ��
������� �� 		������ 
"������ ��!������� ?��, 
!��������
� 	���������� 

2 2 2

11 1 2 22 1 2 12 1 22 2
1 22 1

( , ) , ( , ) , ( , ) .x x x x x x
x xx x

� V � V � V
� � � � � � �

� �� �
 

A����� "
�����
�� '
�
�
	�–���#����	���, ������� ������
������
�
 ���	��-
��� ��� "������ ��!������� ?�� �
��
 !������	��� � !
�
)�� �	�# �
�!������# !
-
�������
	 !�������
�
 1 2z x ix� 
 : 

� � @ A1 2, Re ( ) ( ) ,x x z z zV � � 
L  

��� Re[ ]"  
�

������ �����	�������� ����� "������ �
�!�����
�
 !�������
�
. '
���-
����� !
������� �	� �

��
�����, �
��
 !
������ ����������
� !������	����� �
�!
-
���� ���

�� ��!�������: 

@ A @ A11 22 22 11 12( ) ( ) 4Re '( ) , ( ) ( ) 2 ( ) 2 ''( ) '( ) .z z z z z i z z z z� 
� � � � �� 
 � � � 
L  

&���� ����� !
��

	����� �
�!�������� ��������� ��� !������� � �	��� �
�����-
������ ���)�����, ��#
��)���� 	 ���
	��#: 1) �
������
�
 
���	�; 2) !
!�����
�
 
��	���; 3) �������
�
 ���������� (�
�������� 
���	 � !
!������� ��	��, ������ 1 ��-
��� 
�	����� �
������
�� 
���	�, 2 – !
!�����
�� ��	���). �
��
���� ��� ������
-
�!���
� �

��
!�
� �����, 
��	���
, �!��	����	 !�����! ��!��!

����, �������� �
�-
������� ������� ��� ������	 1) � 2) ���� 	

�
��
��� !
������ �
�!�����
� ������� 
��� �������
�
 ���������� 	 !
��
� ���!�

�� ��������# "
�� ��"
����
	���� !��-
����� � �	��� �
����������� ���)�����.  

&�� ���)��� �
������
�
 
���	� ����	�� ���
	�� �� ����
����
��� "
���������-
�� ������)�� 
���

�: 

@ A @ A11 12 22 22lim ( ), ( ), ( ) ,0,1
z

z z z �

�
�
� � � � 9 � , 
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��� ���)��� !
!�����
�
 ��	��� ���
	�� 	 ����
����
 �������
� �
��� ����� 	�� 

@ A @ A11 12 22 12lim ( ), ( ), ( ) 0,1,0
z

z z z �

�
�
� � � � � . 

( ������ �	�#
��
�
 ����������
�
 ���������� !������� (���. 1, 
) �
�!�����
� 
!������	����� !
�� ��!������� ����� 	�� [17, 40, 41] 

 

@ A @ A � �
@ A @ A � �

@ A

1
11 1 2 1 22

1
22 1 2 1 22

1
12 2 1

( ) 2Re '( ) 2 Im ''( ) 1 / 2,

( ) 2Re '( ) 2 Im ''( ) 1 / 2,

( ) 2 Re ''( ) .

z z x z

z z x z

z x z

�

�

� � � � � 
 9 � �

� � � 
 � � 9 � �

� �� �

 (4) 

'
�!������� !
������� 1 '( )z�  ��� !������� � �	��� �
����������� ���)����� 

!���������� "
����
� [41] 

 
� �� �

2
22 22

1 2 2 2 2
'( ) ( 1)

2 4
z cz

z a z b

� �� ��
� � 
 9�

� �
,  (5) 

2 ( / 2, ) / ( / 2, )c b E k F k"�" � � , 2 21 /k a b� � , 

��� ( / 2, )F k� , ( / 2, )E k�  – !
���� �
�������� *���!�������� ��������� I������� !��-
	
�
 � 	�
�
�
 �
�� �

�	����	���
. (�������� (4) � ����
� (5) ��� ����������
�
 ��-
�������� ���)��� (��. ���. 1, 
) !�������� 	�� 

� �� �

� �� � � �
� � � �

2
1
11 22 222 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 3/2 3/22 2 2 2

( ) Re ( 1)

2 (2 )
Im ,

z cz
z a z b

z a z b z c z a b
x z

z a z b

� �

, . /
�K 2 3� "�"� "
 9"�" � �0 2 3�" �"K 2 34 56

-. /�" �" � �" �" �" K2 3� 12 3�" �" K2 34 57

 

� �� �
� �� � � �

� � � �

� �� �
� �
� � � �

2 2 2 2 2 2 2 22
1
22 22 2 3/2 3/22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1
12 22 2 3/2 3/22 2 2 2 2 2 2 2

2 (2 )
( ) Re Im ,

(2 )2( ) Re

z a z b z c z a bz cz x z
z a z b z a z b

z z c z a bzz x
z a z b z a z b

�

�

, -. / . /�" �" � � �" �"�K K2 3 2 3� "�"� "
"0 12 3 2 3�" �" �" �"K K2 32 3 4 54 5 76
, -. /� � �K 2 3� "�"�� �0 2 3� � � �K 2 34 56

.K1
K
7

(6) 

&�� ���)��� !
!�����
�
 ��	��� !
�� ��!������� 
!���������� �
�!������� !
-
�������
� 2( )z	� : 

@ A @ A @ A
@ A @ A

2 2
11 2 2 2 22 2 2

2
12 2 2 2 2

( ) 2Re '( ) 2 Im ''( ) , ( ) 2 Im ''( ) ,

( ) 2 Im '( ) 2 Re ''( ) .

z z x z z x z

z z x z C

� "�" � "�" � "� � �

� "�"� � "� � "�"
 

'
�!������� !
������� 2( )z	�  	 �

�	����	�� � [41] ����� 	�� 

 � � � �� �2 2 2 2 2
2 12 12'( ) ( / 2) / / 2z i z c z a z b i� �. /� � � � � � � 
 �2 34 5

, 2 12C �� � . (7) 
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'
�!
����� ���

�� ��!������� ��� ��������������
�
 ���������� ���)��� !��-
������ 	�� 

� �� �
� �� � � �

� � � �

� �� �
� �
� � � �

2 2 2 2 2 2 2 22
2
11 12 2 3/2 3/22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2
22 12 2 3/2 3/22 2 2 2 2 2 2 2

2 (2 )
( ) 2 Im Re ,

(2 )2( ) Re ,

z a z b z c z a bz cz x z
z a z b z a z b

z z c z a bzz x
z a z b z a z b

�

�

, -. / . /� � � � � ��K K2 3 2 3� � � 
0 12 3 2 3� � � �K K2 32 3 4 54 56 7
. /� � �2 3� � �� �2 3� � � �2 34 5

 (8) 

� �� �
� �� � � �

� � � �

2 2 2 2 2 2 2 22
2
12 12 2 3/2 3/22 2 2 2 2 2 2 2

2 (2 )
( ) Re Im .

z a z b z c z a bz cz x z
z a z b z a z b

�

, -. / . /� � � � � ��K K2 3 2 3� � � �0 12 3 2 3� � � �K K2 32 3 4 54 56 7

 

/� ���. 2–4 !
��
��� ����� ��	��# ��
	��� �
�!
���� ���

�� ��!������� � ��-
�����	�
��� ��!������� 	 !������� � �	��� �
����������� ���)����� ��	�
� ����� 
��� ��
�����# ��!
	 �������
�
 ���������� 	 !
��
� ���!�

�� �����

�, #��������-

���
�
 !�������
� �������
��� � �22 12(2 / )arctg /eM � �� � � � : 
� �
������
�
 
���	�  

( 1eM � ) (���. 2, 
) �
 !
!�����
�
 ��	��� ( 0eM � ) (���. 4, 
). 6��"��� !
���
��� � !
-
�
)�� "
���� (6) ��� �
������
�
 
���	�, (8) ��� !
!�����
�
 ��	��� � ��!��!

���� 
�������, (6) � (8) – ��� �������
�
 ����������. 6�
����������� !�������� �
�������-
��# ���)��: / (2 ) 1, / (2 ) 2a l b l� � , ��� l  – !
������� ���)���.  

    

        � 

���. 2. I���� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!������� 	 ������ !��-
����� � �	��� �
����������� ���)����� ��	�
� �����: 
 – �
�������� 
���	; � – ����������, 


�	����)�� 
������� !�������� �������
��� ���������� 0,75eM �  
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/� ���. 4, � !��	����� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� ��� �
��� ���
-
�
 ���!
�
�����# ���)��: ��� ������)�# 
������� ��
����������# !�������
	: 

/ (2 ) 0,25, / (2 ) 1,25a l b l� � . $
 ������
	 	���
, ��
 ���)��� !�� / (2 ) 0,25,a l �  
/ (2 ) 1,25b l �  ������� 	����� ���� �� ����� !
 ���	����� � ����� �����
�������� ��
-

������������ !���������� / (2 ) 1, / (2 ) 2a l b l� � . 

 

        � 

���. 3. I���� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!������� (�������
� 
���������� !������� � �	��� �
����������� ���)����� ��	�
� �����): 
 – �������
� �����-

�����, 
�	����)�� 0,5eM � ; � – �������
� ����������, 
�	����)�� 0,25eM �  

 

        � 

���. 4. 7�������������
� ���������� !������� � �	��� �
����������� ���)����� ��	�
� 
����� (!
!������� ��	��) (
) � �������
� ���������� !������� ��� ���
��# ���)�� (�) 
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A��	��	�� ����!�
������
� ������� �. %������� � ���
	��� ���!����������� (1) 
� (5), �
��
 ����� �
*""������ �������	�
��� ��!������� 

@ A3/2 2 2
22( ) 1 ( / 2, ) / ( / 2, ) /IK b b E k F k b a�� �� � � � �  � ^-��!�������, 22( 1)T �� 9� �  ��� 

	 �
��� 
�)�� "
��� ��� ���)�� !
!�����
�
 ��	��� � !�
�
���
�
 
���	� ( 2l  – ����� 
���)���, d  – �����
���� ����� ���������� �	�# ���)��). 

* + * +22 12 23( ), ( ), ( ) ( ) , ,I II IIIK b K b K b G b l� � �� � � � � ,  

���  
1/22 2 ( )( ) 1

4 ( )
d l d l E kG b

l d F k
. /
 
$ %� �& ' 2 3( ) 4 5

. 

7���
������ 
���

� �
��
 !
������ �
*""������� �������	�
��� ��!������� 
��� ����
� 	������ ���)���: 

* + * +22 12 23( ), ( ), ( ) ( ) , ,I II IIIK a K a K a G a l� � �� � � � � ,  

���  
1/2 22 2 2 ( )( ) 1

4 2 ( )
d l d l d l E kG a

l d d l F k
. /� � 
$ % $ %� �2 3& ' & '�( ) ( )2 34 5

, ( ) / 2, .l b a d a b� � � 
  

 
4. �����"�#����� �&!�������� ��]00�>���"�� &����/�  
���$&"�"�#����/� !�)��'���� �. ���%�$�� &��� ��&!�'���(  
@ ��!���+ "!�*��+ ��!$��%��/� �"!+�� 

 
7���!�
������
� ��
�
����� �
�!�����
�
 !
�������� (5) 	 
������
��� 	������ 

���)��� � �, iz r b re �� � 
 , 2 sinx r� �  ����� 	��  

 � � � �1/222 22
1

0
'( ) 1 ,

2 4
n

n
n

z q z b
� ��

�

�

� �
� � � 
 9��  (9) 

���  

 
1 1 1

0 0 0
, , ,

n n n

n k n k n k n k n k n k
k k k

q p d p c e e a b

 
 


� � �
� � �

� � �� � �  (10) 

 2
0 1 2, 2 , 1, 0, 2,kd b c d b d d k� � � � � E  (11) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
a b a

k
� 
�

� � � , � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
b a b

k
� 
�

� � 
 , (12) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1 2

2 !
k k

k k

k
c b

k
� 
�

� � . (13) 

�
����� (10)–(13) �
������ 
�	����
��� �
*""������
	 ����!�
������
�
 ��
�
-
����� �
�!�����
�
 !
�������� 
� ��
����������# !�������
	 
���
�� ,a b  � !���
-
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����
�
 �������	��)��
 ��!������� 22
�� . �
�����
	�� 	�������� (9) 	 "
����� '
�
-

�
	�–���#����	��� (5) � ���	����� � !
���� ����!�
�������� ��
�
������ �. %���-
���� (1) !��	
��� � 
!��������� ��!�������# �
*""������
	 ��
�
�����: 

1 1,11
22 / ( 0)k k ka q f�� � � � , � �1 1

2 22 21 / 4, 0, 1.ka a k�� 9� � � [ E  

/��� !��	����� ������������� 	�������� ��� !��	�# ���������� �
*""������
	 
!
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %�������, !
�������� � !
�
)�� 	�������� 
(10)–(13): 

2
1 22
1 2 22

b ca
b b a

�� �
�

�
, � �1 1

2 22 2
1

, 0, 1,
4 ka a k�9 �

� � � [ E  

� �
4 2 2 2 2

1 22
3 3/23/2 2 2

2 3 7 5
24

b a b b c a ca
b b a

�� � 
 �
�

�
, 

� �
2 2 2 4 4 2 4 6 4

1 22
5 5/25/2 2 2

2 2 34 19 43 5 3
320

a b c a b a b b c b a ca
b b a

�� � � 
 
 

� �

�
, 

� �
6 2 4 4 2 6 6 2 8 2 6 4 4

1 22
7 7/27/2 2 2

2 5 137 11 177 13 7 113 227
1792

a c a b c a b c b c a b b a b a ba
b b a

�� � 
 
 
 
 
 � �
�

�
, 

 � �
*

+

1 10 2 6 4 4 8 822
9 9/29/2 2 2

6 2 8 2 6 4 2 8 4 6

2 1 45 5732 450 2867 35
36864

124 67 132 1636 7170 ,

a b a b c a b c b c a c
b b a

a b c a b a b a b a b

��
� � 
 
 
 
 �

�

� � � � �

 (14) 

� �
*

+

1 4 6 2 8 12 6 6 8 422
11 11/211/2 2 2

6 4 8 2 10 2 10 4 8 10 10 2

2 1 10398 42997 77 10986 367
180224

646 295 11531 6189 47150 63 103 ,

a a b c a b c b a b a b
b b a

a b c a b c b c a b a b a c a b

��
� 
 
 � � �

�

� 
 
 � � � 


 

� �
*

+

1 2 12 4 10 6 8 8 622
13 13/213/2 2 2

12 10 4 14 12 2 2 10 10 2

4 8 6 6 8 4 12

2 1 48014 559049 329124 11729
1703936

92479 1810 273 343 551534 1330

298169 1764 3329 231 .

a a b a b a b a b
b b a

b c a b b a b a b c a b c

a b c a b c a b c a c

��
� 
 
 
 �

�

� � � 
 � 
 �

� � � �

 

�
����	��� ����!�
������
� !������	����� ��� �
�!�����
�
 !
�������� (9) 	 (4), 
�
��
 !
������ ����!�
�������� !������	����� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	 
���-
���
��� 	������ ���)��� :z b�  

� �1 1, 1/2
22 1 1

0
( , ) ( ) 1ij n

ij n n i j
n

r q g r
�

� �

�

. /
� � � � � 
 9 � ; ;2 3

4 5
� , 

��� ���
	�� ���!��������� , ( )m ij
ng �  
!���������� ��� 
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@ A1,11( ) ( 3 / 2)cos( 1/ 2) ( 1/ 2)cos( 5 / 2) / 2ng n n n n� � 
 � �� � � � , 

@ A1,22 ( ) ( 5 / 2)cos( 1/ 2) ( 1/ 2)cos( 5 / 2) / 2ng n n n n� � � 
 � �
 � � � , 

@ A1,12 ( ) ( 1/ 2)sin( 1/ 2) ( 1/ 2)sin( 5 / 2) / 2ng n n n n� � � 
 � �
 � � � . 

 

���. 5. ��������
� ���!��������� �
�!
����� 1
11�  � 	������ ���)��� z b� ,  

!
���
���
� � !
�
)�� �
��
�
 ������� � k -�����
�
 ����!�
������
�
  
��
�
�����, ��� 1,2,3,4,5,6,7,8,9k �  

 

���. 6. ��������
� ���!��������� �
�!
����� 1
22�  � 	������ ���)��� z b� ,  

!
���
���
� � !
�
)�� �
��
�
 ������� � k-�����
�
 ����!�
������
�
  
��
�
�����, ��� 1,2,3,4,5,6,7,8,9k �  

/� ���. 5, 6 !
��
��� ���������� ���!��������� �
�������# �
�!
���� ���

�� ��-
!������� 1

11�  � 1
22�  � 	������ ���)��� z b� , !
���
����� � !
�
)�� �
��
�
 ����-

0

1

2

3

4

5

1

N=1

N=3
N=1

N=5

N=7
N=9

N=2

N=2

Точное решение

радиус сходимости

σ11 σ22
4/

0.16 0.33 0.50 0.66 0.83 1.16 r/(b-a)

0.5

1

2

3

4

5

1

N=1,2

N=5,6

N=1,2

N=7,8

N=9,10

N=3,4
N=3,4

Точное решение

радиус сходимости

σ22 σ22
4/

0.16 0.33 0.50 0.66 0.83 1.16 r/(b-a)
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��� � k-������# ����!�
�������# ��
�
�����, ��� 1,2,3,4,5,6,7,8,9k � . $
 ���. 5, 6 	��-
�
, ��
 ^-��!������� 	�
��� ��)���	����� 	���� 	 ����!�
������
� ��
�
����� �
�!
-
����� ���

�� ��!������� 1

11� . G
��� �
�
, �
 ���. 5, 6 �������, ��
 
�������	�����  
^-��!�������� ����
�, !
��
���� �	������
� ����!�
������
� ��
�
����� ���������-
	����# �
�!
���� ���

�� ��!������� 
���������
 
��������� 
� ��������
�
 ���!��-
�������, !
���
���
�
 � !
�
)�� �
��
�
 �������. $
 !��	������# ������
	 	���
, 
��
 ���	��, 
!���������� ����!�
��������� ��
�
�������, �
�����)��� 9 ��������#, 
�
	!����� � �
���� �������� (��. ���. 5, 6). /� ���. 7, 8 �

������� ����� ��	�
�
 
��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� 1

ij�  � �������	�
��� ����������# ��!������� 

	 
������
��� 	������ ���)��� z b� , !
���
����� � !
�
)�� 
��
������# (���. 7, 
) 
� ��������!���������# ����!�
�������# ��
�
����� (���. 7, �). A��	����� ���. 7, 
, � 
!
��
�	���, ��
 ����� ��
	�� �������� � ���� 	����# !���������� ����� !�����!�-
����
� 
�������. /� ���. 8 !
��
��� ����� ��
	�� �������	�
��� ����������# ��!������� 
	 
������
��� 	������ z b�  ��� ���)��� 
���	�, !
���
����� � !
�
)�� ���	�
�
 ���-
�� ����!�
������
�
 ��
�
����� (���. 8, 
, �) � ��������!��������
�
 ����!�
������
�
 
��
�
����� (���. 8, �). I���� ��
	�� �� ���. 8, 
, � !
������ ��� ��
�����# �����
���� 
� 
�
����� ���)���. /� ���. 8, � 	���
, ��
 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %�����-
��, !
���
���
� � ����
� 	����# !���������� 	 
������
��� 	������ z b� , ����� 
�
����� 
������ �!��	����	
���, !
��
���� «���	��	���» ������� 	������ z a� . ����-
�
 ��� !
���
���� !
��
� ������� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� ��������� 
������� �
���	�
�
 ��
�
�����, !
���
���
�
 � ����
� ����!�
���� !
�� ��!������� ��� 
	 
������
��� 	������ z b� , ��� � 	 
������
��� 	������ z a� , 
!��������� �
�
�
�
 
!������	���� �
�
� ���
��
�������� 
����� � 
���� �� ���������	�����. 

   

      � 

���. 7. ���!��������� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!������� (�����  
��
	��) 	 
������
��� 	������ z b�  ��� ���)��� 
���	�, !
���
���
� � !
�
)��  


��
������# ����!�
�������# ��
�
����� (
) � ��������!���������#  
����!�
�������# ��
�
����� (�) 
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    �    � 

���. 8. ���!��������� �������	�
��� ��!������� (����� ��
	��) 	 
������
��� 	������ z b�   
��� ���)��� 
���	�, !
���
���
� � !
�
)�� 
��
�����
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� (
)  
� ��� �
����# �����
���� 
� �
����� ���)��� (�) � ��������!��������
�
 ����!�
������
�
  

��
�
����� (�) 

/� ���. 9–12 �

������� ���
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 
1
11�  	 
������
��� 	������ ���)��� 
���	� �� ��
�����# �����
����# 
� 	������ ���-

)���. /� ���. 9, 
 !
��
��� ���
	�� ���!��������� �� �����
���� ˆ / 0,075.r r a� �  
$
 ���. 9 	���
, ��
 ���
	
� ���!���������, 
!��������
� 
��
������� ����!�
����-
���� ��
�
������ (������� ���	��), 
���������
 
��������� 
� ���
	
�
 ���!���������, 
!
���
���
�
 � !
�
)�� �	������
�
 ��
�
����� (����� ���	��). �����
 ���	��, !
-
���
����� � !
�
)�� ���#�����
�
, !��������
�
 � k-�����
�
 ����!�
������
�
 ��
-
�
����� !
�� ��!�������, �� �	������ ��
��������. :���� 
���

�, �� ���
���
� ���-
��
���� 
� 	������ ���)��� �
����
��
 ������	��� ��� ����� 	 ����!�
������
� ��
-
�
����� �. %�������. H��� ��
�#
���
 ��������� 
������ ���
�� ����!�
���� (1), (2), 
�
 	 ����!�
������
� !������	����� ����
 �
#������ 	����� !����������. /�!�����, 
�� ���. 9, � !
��
��� ���
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 1

11�  �� 
�����
���� ˆ / 0,15.r r a� �  :��#�����
� ����!�
������
� ��
�
����� �. %������� ���-
�
	���� 
������� 
� !��������
�
 ��
�
����� (
������ � ������	�� ���	�� �� �������). 
'��	��, !
���
����� !
������	
� ���������
�
, ��	��������
�
 � k-�����
�
 ��
�
��-
���, ����
	���� �� ��
��������. &��������� �	�������� �����
���� 
� 	������ ���-
)��� !��	
��� � ��
�#
���
��� ��������� ������)�# ��������# 	 ����!�
������
� 
!������	����� (��. ���. 10, 11). /� ���. 12, 
, � !
��
��� ���
	�� ���!��������� �
�!
-
���� ���

�� ��!������� !�� ˆ / 0,5,r r a� �  !
���
����� � ���������� ��
����
�
 ����� 
��������# 	 ����!�
������
� ��
�
�����, ������� 
� 
��
�����
�
 ����!�
������
�
 
��
�
�����, 
������	�� ����!�
�������� ��
�
������, �
�����)�� 50 ��������#. $
 
���. 12 	���
, ��
 ���� � ����!�
������
�
 ��
�
�����, �
�����)��
 15 ��������#, 
���	�� !�������� 
��������� ���� 
� �����.  
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      � 

���. 9. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 1
11�  	 
������
��� 	������  

���)��� z b�  �� ��
��# �����
����# 
� 	������ ���)���: 
 – ��� ˆ / 0,075r r a� � ; � – ���  
ˆ / 0,15r r a� �  

    

      � 

���. 10. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 1
11�  	 
������
��� 	������ 

���)��� z b�  �� ��
��# �����
����# 
� 	������ ���)���: 
 – ��� ˆ / 0,3;r r a� �  � – ��� 
ˆ / 0,35r r a� �  

 
 

���. 11. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 1
11�  	 
������
��� 	������ 

���)��� z b�  ��� ˆ / 0,4,r r a� �  !
���
����� � !
�
)�� 	����# !����������  
	 ����!�
������
� ��
�
�����  
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���. 12. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 1
11�  	 
������
���  

	������ ���)��� ,z b�  !
���
����� � !
�
)�� 	����# !����������  
	 ����!�
������
� ��
�
����� 

:���� 
���

�, ��� ���������� 
������ �����	�� ����!�
������
�
 ��
�
����� !
-
�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� ��
�#
���
 ������	��� 	����� !��-
��������.  

7���
������ 
���

� �
��
 !
������ !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� 	 
���-
���
��� 	������ z a� . ��������	�� �
�!������� !
������� 	 ��� :���
�� 	 
������
-
��� 	������ iz a re �� 
 , �
��
 ����� 

 � � � �1/222 22
1

0
'( ) 1 ,

2 4
n

n
n

z z a
� ��

�

�

� �
� � ; � 
 9��  (15) 

���  

 
1 1 1

0 0 0
, , ,

n n n

n k n k n k n k n k n k
k k k


 
 


� � �
� � �

; � 9 L L � G X X � \ U� � �  (16) 

 2
0 1 2, 2 , 1, 0, 2,ka c a kU � � U � U � U � E  (17) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1 2

2 !
k k

k k

k
a

k
� 
�

9 � � , 
� � � � (2 1)/22 1!!

2 !
k

k k

k
b a

k
� 
�

G � � , (18) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
a b

k
� 
�

\ � � 
 . (19) 

�
����� (16)–(19) �
������ 
�	����
��� �
*""������
	 ����!�
������
�
 ��
�
-
����� �
�!�����
�
 !
�������� 
� ��
����������# !�������
	 
���
�� ,a b  � !���
-

����
�
 �������	��)��
 ��!������� 22
�� . �
�����
	�� 	�������� (15) 	 "
����� '
-

�
�
	�–���#����	��� (5) � ���	����� � !
���� ����!�
�������� ��
�
������ 
�. %������� (1) !��	
��� � 
!��������� ��!�������# �
*""������
	 ��
�
�����: 

1 1,11
22 / ( 0)k k ka q f�� � � � , 1

2 0, 1.ka k� [ J  

/��� !��	����� ������������� 	�������� ��� !��	�# ���������� �
*""������
	 
!
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %�������, !
�������� � !
�
)�� 	�������� 
(16)–(19): 
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2
1 22
1 2 22

a ca
a b a

�� �
�

�
, � �1 1

2 22 2
1

, 0, 1,
4 ka a k�9 �

� � � [ E  

� �
4 2 2 2 2

1 22
3 3/23/2 2 2

2 3 7 5
24

a a b a c b ca
a b a

�� � 
 �
� �

�
, 

� �
2 2 2 4 4 2 4 6 4

1 22
5 5/25/2 2 2

2 2 34 19 43 5 3
320

a b c b a b a a c a a ca
a b a

�� � � 
 
 

� �

�
, 

� �
6 2 4 4 2 6 6 2 8 2 6 4 4

1 22
7 7/27/2 2 2

2 5 137 11 177 13 7 113 227
1792

b c b a c b a c a c b a a b a a ba
a b a

�� � 
 
 
 
 
 � �
� �

�
, 

� �
*

+

1 10 2 6 4 4 8 822
9 9/29/2 2 2

6 2 8 2 6 4 2 8 4 6

2 1 45 5732 450 2867 35
36864

124 67 132 1636 7170 ,

a a b a c a b c a c b c
a b a

b a c b a b a b a b a

��
� � 
 
 
 
 �

�

� � � � �

 

� �
*

+

1 4 6 2 8 12 6 6 1022
11 11/211/2 2 2

8 4 6 4 8 2 10 2 10 4 8 10 2

2 1 10398 42997 77 10986 63
180224

367 646 295 11531 6189 47150 103 ,

a b a c b a c a a b b c
a b a

b a b a c b a c a c b a b a b a

��
� � 
 
 � � �

�

� � 
 
 � � 


 

� �
*

+

1 2 12 4 10 6 8 8 622
13 13/213/2 2 2

12 10 4 14 12 2 2 10 4 8

6 6 8 4 10 2 12

2 1 48014 559049 329124 11729
1703936

92479 1810 273 343 551534 298169

1764 3329 1330 231 .

a b a b a b a b a
a b a

a c b a a b a b a c b a c

a b c b a c b a c b c

��
� 
 
 
 �

�

� � � 
 � � �

� � 
 �

 

/� ���. 13 !
��
��� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� 
����������# ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� z a� , !
���
����� !
������-
	
� ��
�
����� (15), ��� �
*""������� ��
�
����� 	���������� !
 "
������ (16)–(19), 
� ����� !��	����� ��
������� �������, 
��
	���
�
 �� ��������� ���	�
�
 ����� ����-
!�
������
�
 ��
�
����� �
�!
���� ���

�� ��!������� (���. 13, 
) � � !
�
)�� �	�-
������# ����!�
�������# ��
�
����� (���. 13, �). $
 !��	������# "
���� �������, ��
 
	�
�
� �������
� – ^-��!������� 	����� �� �
�!
����� 1

11�  � �� �������	�
��� ��!��-
�����. /� ���. 13, � !
��
��� ����� ��
	��, !
�������� !�� ��������� 15 ��������#. 
&��������� �	�������� ����� ������	����# ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 
!
��
�	���, ��
 ��� ���������	����# �����
���� 
� �
����� ���)��� ��
����� ���.  

( ������� !��	����� ����
	�� 
������� �
*""������
	 �������	�
��� ��!������� 
� 	����� ���)�� z = a � z = b ��� !������� � �	��� �
����������� ���)�����. 
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D���
	�� 
������� �
*""������
	 �������	�
��� ��!������� ��� !�������  
� �	��� �
����������� ���)����� ����
� 2l � �����
�����  

����� ���������� ���)�� d 

�
������� ���)��� l , �� 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 1,11 1,65 2,75 3,85 5,5 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 4,0823 1,4623 1,3502 1,3308 1,3219

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 1,5886 1,3824 1,3380 1,3266 1,3206

�
������� ���)��� l , �� 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 1,21 1,8 3 4,2 6 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 4,3957 1,5274 1,4102 1,3899 1,3807

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 1,6625 1,4439 1,3975 1,3856 1,3793

�
������� ���)��� l , �� 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 1,61 2,4 4 4,8 8 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 5,6205 1,7636 1,6284 1,6050 1,5943

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 1,9318 1,6673 1,6137 1,6000 1,5927

�
������� ���)��� l , �� 1 1 1 1 1 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 2,1 3 5 7 10 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 3,1815 1,9718 1,8206 1,7944 1,7825

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 2,0401 1,8641 1,8041 1,7888 1,7806

�
������� ���)��� l , �� 3 3 3 3 3 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 6,1 9 15 21 30 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 7,7557 3,4153 3,1534 3,1080 3,0874

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 3,6544 3,2286 3,1248 3,0984 3,0842

�
������� ���)��� l , �� 5 5 5 5 5 
�����
���� ����� ���������� 
���)�� 

d , �� 10,1 15 25 35 50 

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z a�  22( ) /IK a �� , ��1/2 11,9075 4,4091 4,0710 4,0124 3,9858

'
*""������ �������	�
��� 
��!������� � 	������ z b�  22( ) /IK b �� , ��1/2 4,7790 4,1682 4,0341 4,0000 3,9817

 
'�� 	���
 �
 �������, �
*""������� �������	�
��� ��!������� 
�	���� 
� ��
���-

��� !������� � �	��� ���)�����: 
� �# ���� � �����
���� ����� ����. D�� ������ 
���� 
� ����� 	 !������� ���!
�
���� ���)���, ��� ������ �# 	������ ���� �� �����. 
&�� �����
���� ����� �������� ���)�� !
����� 10d lE  ������ ���)��� 	���� ���� ��� 
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�������� ���)��� � !���������� �� 	
���
�����	��� � ����
� ���)��
� 	 !�������. ?�
 
!
��	��������� ���������� ����
	�# 
������� �
*""������
	 �������	�
���� ��!��-
����� !�� �	�������� �����
���� ����� �	��� ���)����� ��	�
� ����� 	 !�������. 

        

      � 

���. 13. I���� ��
	�� �
�!
����� ���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!�������  
	 
������
��� 	������ z a� , !
���
����� � !
�
)�� 
��
�����
�
 (
)  

� !��������������
�
 ����!�
�������# ��
�
����� (�) 

 
5. �����"�#����� �&!�������� ��]00�>���"�� &����/� ���$&"�"�#����/� 
!�)��'���� �. ���%�$�� &��� ��&!�'���( @ ��!���+ "!�*��+  
&�&�!�#��/� ����/� 

 
7���!�
������
� ��
�
����� �
�!�����
�
 !
�������� (5) 	 
������
��� 	������ 

���)��� � �, iz r b re �� � 
 , � �2 , sinx r r� � �  ����� 	��  

 � � 1/212 12
2

0
'( ) ,

2 2
n

n
n

z i q z b i
� ��

�

�

� �
� � � � 
�  (20) 

��� 

 
1 1 1

0 0 0
, , ,

n n n

n k n k n k n k n k n k
k k k

q p d p c e e a b

 
 


� � �
� � �

� � �� � �  (21) 

 2
0 1 2, 2 , 1, 0, 2,kd b c d b d d k� � � � � E  (22) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
a b a

k
� 
�

� � � , � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
b a b

k
� 
�

� � 
 , (23) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1 2

2 !
k k

k k

k
c b

k
� 
�

� � . (24) 

�
����� (21)–(24) �
������ 
�	����
��� �
*""������
	 ����!�
������
�
 ��
�
-
����� �
�!�����
�
 !
�������� 
� ��
����������# !�������
	 
���
�� ,a b  � !���
-
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����
�
 ��!������� 12
�� . �
�����
	�� 	�������� (20) 	 "
����� '
�
�
	�–���#�-

���	��� (5) � ���	����� � !
���� ����!�
�������� ��
�
������ �. %������� (1) !��-
	
��� � 
!��������� ��!�������# �
*""������
	 ��
�
�����: 

2 2,12
12 / ( 0)k k ka q f�� � � � 1

2, 0, 1.ka k� [ J  

/��� !��	����� ������������� 	�������� ��� !��	�# ���������� �
*""������
	 
!
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %�������, !
�������� � !
�
)�� 	�������� 
(21)–(24): 

2
2 12
1 2 22

b ca
b b a

�� �
�

�
, 2

2 0, 1,ka k� [ J  
� �

4 2 2 2 2
2 12
3 3/23/2 2 2

2 3 7 5
24

b a b b c a ca
b b a

�� � 
 �
�

�
, 

� �
2 2 2 4 4 2 4 6 4

2 12
5 5/25/2 2 2

2 2 34 19 43 5 3
320

a b c a b a b b c b a ca
b b a

�� � � 
 
 

� �

�
, 

� �
6 2 4 4 2 6 6 2 8 2 6 4 4

2 12
7 7/27/2 2 2

2 5 137 11 177 13 7 113 227
1792

a c a b c a b c b c a b b a b a ba
b b a

�� � 
 
 
 
 
 � �
�

�
, 

 � �
*

+

2 10 2 6 4 4 8 812
9 9/29/2 2 2

6 2 8 2 6 4 2 8 4 6

2 1 45 5732 450 2867 35
36864

124 67 132 1636 7170 ,

a b a b c a b c b c a c
b b a

a b c a b a b a b a b

��
� � 
 
 
 
 �

�

� � � � �

 (25) 

� �
*

+

2 4 6 2 8 12 6 612
11 11/211/2 2 2

8 4 6 4 8 2 10 2 10 4 8 10 10 2

2 1 10398 42997 77 10986
180224

367 646 295 11531 6189 47150 63 103 .

a a b c a b c b a b
b b a

a b a b c a b c b c a b a b a c a b

��
� 
 
 � �

�

� � 
 
 � � � 


 

�
����	��� ����!�
������
� !������	����� ��� �
�!�����
�
 !
�������� (20) 	 (4), 
�
��
 !
������ ����!�
�������� !������	����� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	 
���-
���
��� 	������ ���)��� z b�  	 ���
	��# !
!�����
�
 ��	���: 

2 2, 1/2
12

0
( , ) ( )ij n

ij n n
n

r q g r
�

� �

�

� � � � �� ,  

��� ���
	�� ���!��������� , ( )m ij
ng �  
!���������� ��� 

@ A2,11( ) ( 7 / 2)sin( 1/ 2) ( 1/ 2)sin( 5 / 2) / 2ng n n n n� � 
 � �� � � � , 

@ A2,22 ( ) ( 1/ 2)sin( 1/ 2) ( 1/ 2)sin( 5 / 2) / 2ng n n n n� � � 
 � �
 � � � , 

@ A2,12 ( ) ( 3 / 2)cos( 1/ 2) ( 1/ 2)cos( 5 / 2) / 2ng n n n n� � 
 � �� � � � . 

/� ���. 14 !��	����� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� 
��!������� 	���
� 	������ ���)��� z b� , !
���
����� � !
�
)�� 
��
������# 
(���. 14, 
) � ��������!���������# ����!�
�������# ��
�
����� (���. 14, �). /� ���. 15 
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!��	����� ���
	�� ���!��������� ���������
�
 ��!������� 2
12�  	 
������
��� 	������ 

���)��� z b�  �� ��
�����# �����
����# 
� 	������ ���)���. (���
, ��
 	 ��!
����-
��	���
� 
������
��� 	������ ���)��� �
����
��
 ������	��� ��� ��������# 
(���. 15, 
), �
��� ��� !�� �	�������� �����
���� ���#�����
�, !��������
� � ��������-
�
� ����!�
�������� ��
�
����� 
��
�	����� ��
�������� � ������� ������	��� 	��-
��� !����������. 

       

      � 

���. 14. ���!��������� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	���
� 	������ ���)��� z b�   
��� ���	�
�
 ����� ����!�
������
�
 ��
�
����� (
) � ��� ��
�
�����, �
�����)��
  

35 ��������# (�) 

/� ���. 16 !��	����� ���
	�� ���!��������� ���������
�
 ��!������� 2
12�  	 
���-

���
��� 	������ ���)��� z b�  ��� ˆ / 0.45r r a� � . /� ���. 16 �
��
 	�����, ��
 ��	�-
�������
� � ���������������
� ����!�
�������� ��
�
����� 
��������� ���� 
� �����. 
/� ���. 17 �

������� ���
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 2

12�  
	 
������
��� 	������ ���)��� z b�  ��� ˆ / 0,75.r r a� �  

        

       � 

���. 15. %��
	�� ���!��������� ���������
�
 ��!������� 2
12�  	 
������
��� 	������  

���)��� z b� : 
 – ��� ˆ / 0,05r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,25r r a� �  
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$
 !��	������# ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 2
12�  	���
, ��
 

���������� 
������ �!��	����	
��� ����!�
���� �. %������� ������� ��������� 	��-
��# !����������, 	!�
�� �
 40 ��������#. �
��� ��������� 40 ��������# ���
	�� ���-
!��������� !�������� ���� ��
��������: �� ���. 17, � !
��
��� ���
	�� ���!���������, 
!
���
����� � !
�
)�� ����!�
�������# ��
�
�����, �
�����)�# 30, 40, 50, 150 � 200 
��������#. %��
	
� ���!���������, !
���
���
� � !
�
)�� 30 ��������# 	 ����!�
��-
����
� ��
�
�����, 
��������� 
� 
�������# ���	�#, �
��� ��� !
��� ��������� 40 ���-
�����# ���	�� !�������� ���� ��
�������� (	 
������ 
� ���. 15, 
, !
���
���
�
 ��� 
ˆ / 0,05r r a� � , ��� �
����
��
 ���# ����
	 ����!�
������
�
 ��
�
�����). 

   

���. 16. %��
	�� ���!��������� ��!������� 2
12�  	 
������
��� 	������ ���)��� ,z b�  !
���
-

����� � !
�
)�� ��
�
!������������
�
 ����!�
������
�
 ��
�
�����  
� ���������� ��
����
�
 ����� ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 

     

���. 17. %��
	�� ���!��������� ��!������� 2
12�  	 
������
��� 	������ ���)��� ,z b�  !
���
-

����� � !
�
)�� ��
�
!������������
�
 ����!�
������
�
 ��
�
�����  
� ���������� ��
����
�
 ����� ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 

7���!�
������
� ��
�
����� �
�!�����
�
 !
�������� (5) 	 
������
��� 	������ 
���)��� � �, iz r a re �� � 
 , � �2 , sinx r r� � �  ����� 	��  

 � � 1/212 12
2

0
'( ) ,

2 2
n

n
n

z i z a i
� ��

�

�

� �
� � � ; � 
�  (26) 
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���  

 
1 1 1

0 0 0
, , ,

n n n

n k n k n k n k n k n k
k k k

p d

 
 


� � �
� � �

; � L � G X X � \ U� � �  (27) 

 2
0 1 2, 2 , 1, 0, 2,ka c b kU � � U � U � U � E  (28) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1 2

2 !
k k

k k

k
a

k
� 
�

9 � � , � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
b a

k
� 
�

G � � � , (29) 

 � � � � � � (2 1)/22 1!!
1

2 !
k k

k k

k
a b

k
� 
�

\ � � 
 . (30) 

�
����� (26)–(30) �
������ 
�	����
��� �
*""������
	 ����!�
������
�
 ��
�
-
����� �
�!�����
�
 !
�������� 
� ��
����������# !�������
	 
���
�� ,a b  � !���
-

����
�
 ��!������� 12
�� . �
�����
	�� 	�������� (26) 	 "
����� '
�
�
	�–���#����-

	��� (5) � ���	����� � !
���� ����!�
�������� ��
�
������ �. %������� (1) !��	
��� 
� 
!��������� ��!�������# �
*""������
	 ��
�
�����: 

2 2,12
12 / ( 0)k k ka q f�� � � � 1

2, 0, 1.ka k� [ J  

/��� !��	����� ������������� 	�������� ��� !��	�# ���������� �
*""������
	 
!
��
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� �. %�������, !
�������� � !
�
)�� 	�������� 
(26)–(30): 

2
2 12
1 2 22

a ca
b b a

�� �
� �

�
, 2

2 0, 1,ka k� [ J  

� �
4 2 2 2 2

2 12
3 3/23/2 2 2

2 3 7 5
24

a a b a c a ca
a b a

�� � 
 �
�

�
, 

� �
2 2 2 4 4 2 4 6 4

2 12
5 5/25/2 2 2

2 2 34 19 43 5 3
320

a b c b a b a a c a b ca
a b a

�� � � 
 
 

�

�
, 

� �
6 2 4 4 2 6 6 2 8 2 6 4 4

2 12
7 7/27/2 2 2

2 5 137 11 177 13 7 113 227
1792

b c b a c b a c a c b a a b a b aa
a b a

�� � 
 
 
 
 
 � �
�

�
, 

 � �
*

+

2 10 2 6 4 4 8 812
9 9/29/2 2 2

6 2 8 2 6 4 2 8 4 6

2 1 45 5732 450 2867 35
36864

124 67 132 1636 7170 ,

a a b a c b a c a c b c
a b a

b a c b a b a b a b a

��
� 
 
 
 
 �

�

� � � � �

 (31) 

� �
*

+

2 4 6 2 8 12 6 612
11 11/211/2 2 2

8 4 6 4 8 2 10

2 10 4 8 10 10 2

2 1 10398 42997 77 10986
180224

367 646 295 11531

6189 47150 63 103 ,

a b a c b a c a b a
a b a

b a b a c b a c a c

b a b a b c b a

��
� 
 
 � �

�

� � 
 
 �

� � � 
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� �
*

+

2 2 12 4 10 6 8 8 612
13 13/213/2 2 2

12 10 4 14 12 2 2 10

4 8 6 6 8 4

10 2 12

2 1 48014 559049 329124 11729
1703936

92479 1810 273 343 551534

298169 1764 3329

1330 231 .

a b a b a b a b a
a b a

a c b a a b a b a c

b a c b a c b a c

b a c b c

��
� � 
 
 
 �

�

� � � 
 � �

� � � 



 �

 

�
������	
� 	���������# �
*""������
	 (31) �
��
 !
���
��� ���!��������� �
�-
!
���� ���

�� ��!������� � 	������ ���)��� z a� , ������	�� ��
����
� �
������	
 
��������# 	 ����!�
������
� ��
�
�����. /� ���. 18, 
 !
��
��� ����� ��
	�� �
�!
���� 
���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!�������, !
�������� � !
�
)�� 
��
�����
�
 
����!�
������
�
 ��
�
�����. /� ���. 18, � !��	����� �� �� 	�������, !
���
����� �� 

��
	���� ����!�
�������# ��
�
����� !�� ��������� 15 ��������#. (���
, ��
 ������� 
����� ��
	�� 
�����
 ��������, 
�
����
 ��� �������	�
��� ��!�������. 

 
6. �����"�#����� �&!�������� ��]00�>���"�� &����/�  
���$&"�"�#����/� !�)��'���� �. ���%�$�� &��� ��&!�'���(  
@ ��!���+ "!�*��+ � @������[ �$������/� ��/!@'���� 

 
( ���� ������
��� 
����� ������
� ��
��� �!���
��� �!��	����	 !�����! ��!��-

!

���� ������� (1), �, ��!
��
�� ����!�
�������� ��
�
�����, !
���
����� ��� ���-
)�� �
������
�
 
���	� � !
!�����
�
 ��	���, �
��
 ����
 ����� ���!��������� ��-
!������� 	���
� 	������ ���)��� 	 ���
	��# �������
�
 ���������� 	 !
��
� ���-
!�

�� ��������# "
�� ��"
����
	����, 
���	�� 
������� !�������� �������
��� 
����������.  

     

      � 

���. 18. I���� ��	��# 
������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���-
)��� z a�  ��� ���)��� !
!�����
�
 ��	���, !
���
����� � !
�
)�� 
��
�����
�
 (
)  

� !��������������
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� (�) 
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      � 

���. 19. I���� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� z a�   
	 ������ �������
�
 ����������, !
���
����� � !
�
)�� 
��
������# ����!�
�������#  

��
�
����� (
) � !
������	
� !���������������# ����!�
�������# ��
�
����� (�) 
 

/� ���. 19–21 �

������� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	-
�
��� ��!������� 	 ��!
������	���
� 
������
��� 	������ z a�  ��� ��
�����# "
�� 
�������
�
 ��"
����
	���� � ��
����
�
 ����� ������	����# 	 ����!�
������
� ��
-
�
����� ��������#. $
 !������	�����# ������
	 	���
, ��
 	����� !���������� 
	 ����!�
�������# ��
�
�����# 
�����
 	����� �� ���!��������� �
�!
���� ���

�� 
��!������� 	 
������
��� 	������ ���)���. /� ���. 19 !��	����� ��
������� ������� 
�
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� ��!������� ��� !�������� �������
-
��� 0,75eM �  ��� 
��
�����
�
 (���. 19, 
) � �	�#�����
�
 (���. 19, �) ����!�
�������# 
��
�
����� ��!�������. $
 ���	����� ������
	 �������, ��
 ���� 	����# !���������� 
!�����!������� 
���

� �
������ ����� ��
	�� (���. 20, �).  

      

      � 

���. 20. I���� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	 
������
��� 	������ ���)��� z a�   
	 ������ �������
�
 ���������� ��� ��
�����# 
������� !�������� �������
��� ����������:  

0,5,eM �  !
���
����� � !
�
)�� 
��
������# ����!�
�������# ��
�
����� (
) � !
������	
�  
!���������������# ����!�
�������# ��
�
����� (�) 
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/� ���. 20 �

������� !
������ ��������� �
�!
���� ���

�� ��!������� 	 
���-
���
��� 	������ ���)��� z a�  ��� !�������� �������
��� ���������� 0,5.eM �  $
 
!�
	�����
�
 �����
� � !������	�����# ���"��
	 �������, ��
 ���� �
���
 ^-��!����-
��� �� 
��
�	��� ��)���	���
�
 	������ �� #������� ���!��������� �
�!
���� ���

�� 
��!�������, ��
���������
 �������� �������	�
��� ��!�������. :
��� ��� ���� 	����# 
!���������� 
��
�	����� 
������� (���. 20, �). 

    

      � 

���. 21. I���� ��
	�� ��!������� 	 
������
��� 	������ z a�  ��� 
��
�����
�
 � �	������
�
 
����!�
�������# ��
�
����� ��� !�������� �������
��� ���������� 0,25,eM �  !
���
�����  
� !
�
)�� 
��
������# ����!�
�������# ��
�
����� (
) � !
������	
� ����!�
�������# ��
-

�
�����, 	 �
�
��# �������
 150 ��������# (�) 

/� ���. 21 !��	����� ����� ��
	�� �
�!
���� ���

�� ��!������� � �������	�
��� 
����������# ��!������� 	���
� 	������ ���)��� z a�  ��� 0,25.eM �  &�� !
���
�-
��� ���	�# �� ���. 21, 
 ��!
��

	����� 
��
������� ����!�
�������� ��
�
����� �
�-
!
���� ���

�� ��!�������. 7����
 !
��
��, ��
 ��������� ���� ^-��!������� !

	
-
���� ��
����� �������	�
��� ��!�������. ��� !
���
���� ����� ��
	�� �� ���. 21, � 
������	��
�� 150 ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
�����. (���
, ��
 ���� 	����# 
!���������� !
	����� �
��
��� ������� ��#��������# 	������ � 	������ ���)���. 
/� ���. 22–25 !
��
��� ���
	�� ���!��������� �
�!
����� 22�  	 
������
��� 	������ 
���)��� 	 ���
	��# �������
�
 ���������� �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���-
)���. $
 ������
	 	���
, ��
 ���������� 
������ �����	�� ����!�
���� 
�����	��	��� 
��
�#
���
��� ��������� ��������# 	�����
 !
�����. 
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       � 

���. 22. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 22�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0.75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,05r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,15r r a� �  
 

    

       � 

���. 23. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 22�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,25r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,35r r a� �  
 

      

       � 

���. 24. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 22�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,45r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,55r r a� �  
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���. 25. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 22�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � � , !
���
����� � !
�
)�� ��
����
�
 �����  

������	����# ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 

     
���. 26. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 22�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � � , !
���
����� � !
�
)�� ��
����
�
 �����  

������	����# ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 

     

       � 

���. 27. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 11�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,025r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,05r r a� �  
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      � 

���. 28. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 11�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,15r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,25r r a� �  

     

      � 

���. 29. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 11�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# �����
����# 
� �
����� ���)���:  


 – ��� ˆ / 0,35r r a� � ; � – ��� ˆ / 0,45r r a� �  

     
���. 30. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 11�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � � , !
���
����� � !
�
)�� ��
����
�
 �����  

������	����# ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 
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���. 31. %��
	�� ���!��������� �
�!
����� ���

�� ��!������� 11�  	 ������ �������
�
  

���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � � , !
���
����� � !
�
)�� ��
����
�
 �����  

������	����# ��������# 	 ����!�
������
� ��
�
����� 
 

/� ���. 26–31 !��	����� ���
	�� ���!��������� �
�!
���� ���

�� ��!������� 22�  

� 11�  	 ������ �������
�
 ���������� � � � �11 12 22 22, , 0,0,75,1� � � �� � � � �  �� ��
�����# ���-

��
����# 
� �
����� ���)���. $
 ������
	 ���
 	���
, ��
 ��� �
��� �
��
�
 
!������ 
!
�� ��!������� ��
�#
���
 ������	��� �� �
���
 ^-��!�������, �
 � 	����� !�����-
����� 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� 	 
������
��� 	������ ���)���. 

 
�+���+ � �-�@'����� !�)@�%"�"�� 

 
( ���
�� !
������ ������������� 	�������� ��� ��!�������# �
*""������
	 !
�-

�
�
 ����!�
������
�
 ��
�
����� !
�� ��!������� � 	����� �	�# �
���������# ���-
)�� �
����
� ����� 	 ����
����
� !�������, ��#
��)���� 	 ���
	��#: 1) ����
�
 ���-
�������; 2) ����
�
 !
!�����
�
 ��	���; 3) �������
�
 ����������. �
��
��
, ��
 ����-
�� � ���	��� ����
� ����!�
������
�
 ��
�
����� � ^-��!�������� 	����� 
!���������� 	 !
��
� ����!�
������
� ��
�
����� �	������ 	������ !���������� 
��#����� ��
�������, ���� �
�
��# ��
�#
��� ��� �
��
� 
����� !
��� ��!������� 
	 
������
��� 	������ ��"���� �, ����
	������
, ��� �
��� �
��
� 
����� ����)�� �!
-
�
��
��� � �
��
	���
��� 
���
��. 7������������ 	�������� �
*""������
	 ����!�
��-
����
�
 ��
�
����� !
�� ��!������� ��� ���
�
 ��!���� 
�����
�
 ����� ������	����# 
��������# �
���!�� ���� ��� !������� � 
��
� ���)��
� �
����
� ����� [17], !
*�
�� 
	���
 ��������� ����� 
���
�
	, ��� �
�
��# ������� ������������� 
�	����
��� ��!��-
�����# ��
������� 
� !���
����
� �����
�� � ��
����������# !�������
	 
���
��. �
-
������
� 	 ���
�� ����!�
������
� ������� ��� ����
����
� !������� � �	��� ���)���-
�� ��	�
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