
%����
	 '.G. � �����
���� !
�
�� !
 ������� ��
���� �!����# �	
���	. D���� 1. �
����
	�� 
�����, ������ 
�
������
�
 
���	� // (������ ������
�
 ����
�����
�
 ������
	�������
�
 !
����#������
�
 ���	��������. ��#�����. – 
2015. – J 4. – A. 226-245. DOI: 10.15593/perm.mech/2015.4.13 

 
Ustinov K.B. On delamination of a stipe along the boundary between two elastic layers. Part 1. Problem formulation, the case of 

normal crack. PNRPU Mechanics Bulletin. 2015. No. 4. ��. 226-245. DOI: 10.15593/perm.mech/2015.4.13 
 

 

������� �����. �������� 
� 4, 2015 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 
http://vestnik.pstu.ru/mechanics/about/inf/ 

 

 

 226 

DOI: 10.15593/perm.mech/2015.4.13 
%&' 593.3 

� �������	

 ?����5 ?� 
��	
9� ��Q���� �?��

7 ������� 
<���: 1. ?����	���� Q���<
, ���<�� 	�����:	�
� ���5��© 

�.�. ��"���� 

)������� "�
	��� �������� ��. H.}. )������
�
 @H/. (
����, @
���� 

�  �AHAJK 
 

H//�AHL)Q 

*
������: 8 �
�	�� 2015 �. 
*������: 17 �
�	�� 2015 �. 
�"�	���
����: 25 ����	�� 2015 �. 

 @����
����� #����� 
 "
�
��, �
��
���� �# ���� �#
��
"��� �"����� "
�
�
��#����
� �
�����, 
	����>��� ��#������� ��
�������, ��#�������� "
��	��-
�
����
� ������
�, "�
�
����� "
 ������� ��#���� �"����� ��
���� � �����
��-
�
� �� 	���
����
��� ������
� ������ � ��������� ������� ����
�
� � �
���-
�
�. *���� "��������� "��
	��#
����� {�"���� #����� ������� � 
��
�
��
�
�������
� #����� @�����. ; "���"
�

���� �
#�

�
��� "����	��
���� ������-
�� �
�������� ��"��
���� �� �����
��� �������� � �����
��� ��"��
���� ��
�
�������� �������� #����� ������� � ���� ��������� #������ @�����. ������
"
����
��� �

�� ��������������� ��� "��	��
����� ��� 
	���
 ������ (����
� 
"��	��
���� "�� !�
� #����
�
 �� ��
� 
	��"�����
�
 "��	��
����, #���>��>-
���
�� � �����
������ �#�
�
 ��
� � ������ ��
��� 	��
� ��	
 ����
���) � ���
�
���� – ��� ������, �
��� "������>��� ��
� �
��� ��
��#��� ���� 
��
�������

�����, �
 ����
���>��� ������ ����#�� (��"�����, ������������
����). *���� 
����
��#���� "
�����
 �
��
� �����������
� ������� 
��
� �# ���#����� #����,
� �����
 #����� 
 �
������
� 
�����. *
������ ����"�
�������� ����
����
��� �������� 	����
� ������� ����� 
� �� �������. *
��#��
, ��
 ������� 
����� ����"�
���� �������� 	����
� ������� ����� 
� �� ������� �

������-
��>� �������> 	���� "�� ��������� ���
���� ��"� �"���
� #������, �.� ���
����
"�
"
���
�����
��� �������� � ���� "
�
�
�� � �
��� #������ ����
�� ������ �
�#��	�>���� �
����� "
�������
� ������� �
!��������
� "
������
���.��� 
������ �
!��������
� "
������ ������������� ����
����. A��
� "
������ 
����"�
�������� ����
���� ��� "
�� ��"��
���� �	��#� ������� ������� (�
-
!�������� ���������
��� ��"��
����). 
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ON DELAMINATION OF A STIPE ALONG THE BOUNDARY  
BETWEEN TWO ELASTIC LAYERS 
PART 1, PROBLEM FORMULATION, THE CASE OF NORMAL CRACK 
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 The problem of a strip, composed by two isotropic elastic layers of different elastic
properties and thicknesses, separated by a semi-infinite crack located along the line 
between the layers, is considered. The mechanical load with nonzero total force and
moment is supposed to be applied at infinity. By means of Laplace transformation the
problem is reduced to a homogeneous Riemann problem. Under the assumption of pos-
sibility to neglect the cross-terms related to the influence of the normal stresses to the 
shier displacements and the shier stresses to the normal displacements the problem is
reduced to two scalar Riemann problems. Such a formulation may be considered as an
approximation for the general case (which is not worse than the traditional beam or rode
approximation) and as the exact one for the case, when the two layers may slide but may
not separate due to cohesion, e.g. by van-der-Waals forces. By means of factorization 
procedure the exact analytical solution has been obtained for one of the formulated sca-
lar problems, namely, the problem of the normal separation. The asymptotical expression
has been derived for the relative displacements of the crack faces far from its tip. It is
shown that the leading asymptotic terms of these relative displacements correspond to a
beam deflection under the boundary condition of the type of generalized elastic clamping. 
i.e. the proportionality of the displacement and angle of rotation of the clamping point to
the total vector and bending moment of the applied load by means of the matrix of coeffi-
cients of compliance. The analytical expressions for these coefficients have been ob-
tained. The asymptotical expression for the stress field near the crack tip (stress intensity
factor) was also derived. 
 

© PNRPU
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>����� !�
�
���
�
 �����
���� !
�
��, �
���	����
� �
 �	�# !
�
� ������� �
�-

)���, 
������)�# ��
������� �!������ �	
���	���, �������� ��
���� �	�
���� (��-
!�����, [1–5]), !�� *�
� 	 
��
	�
� ������� ��� �
����
�
��� �� !
	������ ������� 
	���
� 	������ ���)���. �����
 	 ���� 
����, ��!����� !�� ������
	���� !
���� ��-
�
���	
��� 
�����	��)����� !
��������, 
������� ����� !
	������ !
�� ���)���� 
	���� 
� 	������ ���)��� [6–18]. ���
� �
 ����
��� !�
���# �
�"�������� �	������ 
!
�
��, �
���	������ �
 �	�# !
�
� ������� �
�)���. H��� ����� 
���
���� ��
�
 
�
���� �
�)��� !
�
��, ��� ���� ������	 
���
���� �
��� ���������	����� ��� !
��-
����
����
�. H��� �
�)��� 
��
�
 �
 ��
�	 ��
�
 �
���� !�
������
��� 
���
����, �
 
���
� ��
� �
��� ���������	����� ��� !
��!�
��
���; *""����	�
� � *�������
� ����-
��� 
����� ��� ���
�
 ������, !
������
� !���� !��������� !��
���

	���� I�!���� 
� �	������ �� � �������
� 
����� ������, ���
 ���
 	 ���
��# [19–22] ��� 
�����
	�# 
�!����# �	
���	 ��
� � !
��!�
��
��� � 	 ���
�� [17] ��� ��
�����)�#�� �	
���	. '��-
��	�� �
����
� ������� �	������ "���
��
���� �������
�
 �
*""�������. ( ���
��-
��# ���
��# !
������ ����!�
�������� !������	����� ��� �����"
����� !
�� ��!����-
��� �� ����� !�
�
������ ���)���, � 	 �
����
� ����� 	�������� �
*""������� ��-
�����	�
��� ��!������� ('$/) 	 
�	����
��� 
� ���	��# 	���
�� � �
����� 
��!�������, �����	��)�# �� !�
�
������ ���)���. 
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�����
 ������� � 
����� �� 
�������	����� 	���������� '$/. ( �����
���, �
 ���-

���
�
 ������� �
��
 �
	���� ����!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� 	���� 
� �� 
	������ [14]. ��� *�
� !�� ������� ������	�# ���	��# 	���
�� � �
����� �����	��-
)�# �����

� 	���)�� ����� ����!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� �����, 
��	���
, 
�

�	����	
	��� ���)���� ����� (!�������), !
�	������
� �����	�� ���
����# ���	-
��# 	���
�� � �
����� !�� ���
�
��# ��������# ���
	��#. A������ !
���������, ��
 
*�� ��������� ���
	�� 	
	�� �� �	������ ���
	���� �����
� 
������. ��� !������	���� 
�
�
� [7, 10–15, 17] ���
	�� 
�
�)���
� �!���
� 
������, �.�. ���
	�� !�
!
���
����-
�
��� ���)���� � ���� !
	
�
�� 	 �
��� 
������ �����	��)�� �
�!
������ ���	��# 
	���
�� � �
����� �����
��. ( ���
�� [17] ����
� ������� ���
 
�
�)��
 �� ������ 
�-
��
���� � 
��
	����, 
������)�# ��
������� �!������ �	
���	���, #
�� � �	�
����# 
���
�
���� �
!
����������� 
������������. ( ���
�� [16] ���������	����� 	

�
�-
�
��� !������������ 	������� �
�������# � ����� ���)��� ��!������� �� ��	��
	�� 
�
�!
����� ���)���� (� ��	��
	�# �
�!
���� ��!������� �� �
�������� �
�!
����� 
���)����), 	 ��
������� ���
 !
�����
 !���������
� ������� 
 ��	��
	
� ���)��� �� 
������� ��
����. :�� �� ���
 !
��
��
, ��
 !
�
��
� ������� !
 ������� ���� �� #��� 
�������
��
�
 !
�#
�� – 
����� 
�����	��)���� ����� !
�
�� 
��
������ 
�Q���
� 
(��������). ( ����
�)�� ������ ���������	����� ����
������ 
����� ��� �������	���
� 
�
���	�
� !
�
��. 

 
1. �-*�� &��"������ )���#� � !��������� &����+, ���"��*�(  
�) ��@[ @&!@/�[ ����� &� /!���>� ���"��"� 

 
( ���
	��# !�
��
� ��"
������ ���������	����� ��
��
�
���� �!����� !
�
�� 

1 y hB B � , �
���	������ �
 �	�# �

��
!��# ������ � ��
������� �!������ �	
���	���, 
�
����� �
�
��# !�
#
��� 	�
�� ����� 0y � . (�
�� ����� ������� 0, 0y x� B  ������� 
!
���� �
�����, 	�
�� 
���	����� ����� ������� 0, 0y x� E  �
����� 
������	��� (���. 1). 
(�� 	�������, 
��
��)���� � ������ !
�
�� 1 y hB B � , ����� 
�

�������� ������
� 1, 
	�� 	�������, 
��
��)���� � 	��#��� !
�
�� 0 1yB B , ������
� 2. �
���� @��� 
� �
*""������� �����
�� (�
��"����
	����� ��� ���
	�� !�
��
� ��"
������) ����-
����
	 !
��!�
��
��� � !
�
�� 
�

����� ( ) ( ), , 1, 2i iE i: �  �

�	����	���
. A 
������� 

�
������ @��� ( )
0

iE  � �
*""��������� �����
�� ( )
0

i:  
�� �	�
��� �

��
������� 

 
� �� �

( ) ( )
( ) ( )0 0

( )( ) ( )
00 0

, .
11 1

i i
i i

ii i

EE :
� : �

�:�: 
 :
 (1) 

( !
����
	�� !�
��
� ��"
������ ���������	����� 
��
�
���� 
�����: !���!
����-
����, ��
 	�� !
	��#�
��� �	
�
��� 
� ��!�������,  

 0,yy xy� � � �  !�� 1, ,y y h� � �  � !�� 0, 0,y x� E  (2) 

� �����
�� � *�	�	��������� ���	��� 	���
�
� � �,T N  � �
����
� M  !���
���� �� 
����
����
���, ��� ��
 

 � � � � � �
0 0 0

,0 , ,0 , ,0 .yy yy xyM x x dx N x dx T x dx
�� �� ��

� � � � � � �� � �  (3) 
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%��
	�� �
!������� �� ������� ����� 	��  

 

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

, ,

,

yy yy xy xy

u u v v

� � � � � �

� �
 !�� 0, 0.y x� B  (4) 

>���� ,u v  – �
�!
����� 	���
�� ���)����; , ,xx yy xy� � �  – �
�!
����� ���

�� ��!��-
�����. 

 

���. 1. �����
���� �
���	�
�
 ��
�. 6�
������ 
����� 

( 
������
��� ���� !
�� ��!������� �
���
 ���� �����������
.  

 � � , 1.yy

xy
O x�:

�, -K K � � : B0 1�K K6 7
 (5) 

$
 ��#����� ��
������� �
	����
, ��
 *�
 !
�� ����� �
���	�� 
�
����
���: 

 � �1 .
2

yy I

xy II

K
O x

Kx

�, - , -K K � 
 �0 1 0 1� � �K K 6 76 7
 (6) 

�����
 ��� !
���
���� ������� �
��
 �
	
����	
	����� ���
	��� (5), � ���
	�� (6) 
!
������� �
 �������. ( ������ ��
�����# 
������� �!����# !
��
����# 
���� �
��� 
!�������	
	��� 
���������)�� �����. 

(
�!
��
����� ��
��������� ���
�� [22], 	 �
�
�
� !����������� �	�
� ����� 
���
��� 
�	���
�
����
 !��
���

	���� I�!���� 
� !�
�
	
��
� �
�!
���� 	���
�� ���)���� 

 

� � � �

� � � �

( ) ( )

( ) ( )

,0 ,

,0

i i px
x

i i px
y

g p u x e dx
x

g p v x e dx
x

�
�

��

�
�

��

�
� "

�

�
� "

�

�

�
 (7) 

� ��!��������� 

 

� � � �

� � � �

,0 ,

,0

px
x xy

px
y yy

q p x e dx

q p x e dx

�
�

��

�
�

��

� � "

� � "

�

�
 (8) 
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��� !
�
�� 0 1y� �  (!�� !
���	�����# ��������# ���
	��# �	
�
��
� 	������ �����-
�� 0,yy xy� � � �  !�� 1y � ). (�	
� �����# 	�������� ��� 	 ����
����� 1. 

 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

(2) 2 (2)
(2)

2 2

(2) (2) 2
(2)

2 2

sin cos 1 ,
2 2

1 sin cos ,
2 2

x x y y

y x x y

E p p p pg p q p q p q p
d d

E p p p pg p q p q p q p
d d

� � :
� 
 


�: 

� � � 


 p LF  (9) 

 2 2
2 sin .d p p� �  (10) 

>���� L  – ������ 
��. 
�����
���� !��
���

	���� I�!���� 
� ������)�# 	������: 

 � �
� � � �
� � � �

(2) (1)(2)

(2) (1)
0

, 0 ,0
,

2 ,0 ,0
pxv x v xEp e dx

x u x u x

�
�




, -�� K K� "0 1� �K K6 7
�F  (11) 

 � �
� �
� �

0 ,0
.

, 0
yy px

xy

x
p e dx

x
�

�
��

, -�K K� "0 1
�K K6 7

�F  (12) 

>���� ��!
��

	��
 �	
���	
 ��	����	� ���� ������ ���)���� ��� 
����������
� !
��-

�� � ��	����	� ���� ��!������� ��� !
�
�������
� !
��
��. /� 
��
	���� (4) !
���-
��������
� 	�������� (11) �
�����	���
 ��	�
 ���� ��� 0,x B  �, ����
	������
, � �F p
  

���������� 	 !��	
� !
��!�
��
��� � �Re 0 .p E  7���
����
 �
�����
 (2) !
����������-

�
� 	�������� (12) ��	�
 ���� ��� 0x E , �, ����
	������
, � �F p�  ���������� 	 ��	
� 

!
��!�
��
��� � �Re 0 .p B  >���� ����
����
 [19–22] !���!
�������� 	�!
������ ���
	�� 
���	���� ��!������� �� ����
����
��� !�� x � �� . ( 
������
��� ���� 	�!
������� 
���
	�� (6). ��� x � 
�  ���)���� �
��� ����� ��� !
���
� ������ ���!��� (��
 �

�-
	����	��� ������	
� !
!�����
� ���� �� ����
����
���), ����
	������
, 	 I�!���-
���
� 

� �F p
  	

�
��
 !
�	����� !
���� 	 ���� �
 �������
 !
����� 	����������
. 
'
�������� (7)–(12), !
������ ���	����� �������
� 
����� ������, ����
����
� 

[19–22]: 

 � � � � � � ,p p p�+ -F K F  (13) 

��� 

 � � 11 12

21 22
, ,

a a
p p L

a a
$ %

� F& '
( )

K  (14) 

 

� � � �

� �

� � � �

11 2 1

22
12 21 2 1

22 2 1

sin cos / sin cos / ,

/ / '/ 2,

sin cos / sin cos / ,

a p p p d h p h p h p d

a a p d h p d

a p p p d h p h p h p d

� 
 
U 


� � � � 
U �U

� � 
U �

 (15) 
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 � � � �22 2 2
1 2sin , sin ,d h p h p d p p� � � �  (16) 

 (2) (1)/ ,E EU �  (17) 

 � �(2) (1)' 1 1 .U � � : � U � :  (18) 

���
	��� ��
��
��� �
��
�� 	 "���
��
���� �������
�
 �
*""������� � �K p , �.�. 
	 !������	����� ��
 	 	��� 

 � � � � � � ,p p p� -1
+ -K X X  (19) 

��� "������ � �p±X  ���������� 	 !��	
� � ��	
� !
��!�
��
��� �
�!�����
�
 !������-

�
�
 �. � �det 0p Z±X  	 �

�	����	��)�# !�
��
���# 	!�
�� �
 �������. ( ����
�)�� 
	���� 
�)�� �
��
� �����������
� ������� ���
���
� 
����� ���
	����
; �
��
 ���
��� 
����
���
 !���� !
���
���� �������: 

– !��������� �!!�
�������� ��� �������
�
 �
*""������� (14) 
����� ���
���� 
[23–26]; 

– !
���
���� !����������# ������� 	 !���!
�
����� 	

�
��
���� !��������� 
!������������ ������� 	 (14) (!
�
���� 12 21 0a a� � ) [16]; 

– !
���
���� ������� ��� ������# ������	, ��� �
�
��# "���
��
���� �
��� ���� 

��)���	���� [27–34]. 

&���� ������� ����� !
�����
 � ��!
��

	����� 	�
�
�
 �
 ���
����# ���
�
	. 
 

2. Q���#� � "!�*��� ��!$��%��/� �"!+��. ?��"������ 
 
A !
�
)�� !���!
�
����� 
 	

�
��
��� !������������ 	 (14) 	������� !������-

����# ����
	, ��
 �

�	����	��� 12 21 0a a� � � , ��������� 
����� ���!������� �� �	� ���-
������. &���
� !���������� 
�	��
�
 �� #��� �������
��
� 
����� ��
� 
��
�
���� 

�Q���
� – �������� ���
 ����
� [35–37]. �����
���� 
����� 
 �
������
� 
���	�. 

 � � � � � �F p K p F p
 �� , ,p LF  (20) 

 � � � � � �
(2)

(2) (1)

0

,0 ,0 ,
2

pxEF p v x v x e dx
x

�
�



� . /� �4 5��  (21) 

 � � � �
0

,0 ,px
yyF p x e dx�

�
��

� ��  (22) 

 
� � � � � �

� � � �

2 1

22 2 2
1 2

sin cos / sin cos / ,

sin , sin .

K p p p p d h p h p h p d

d h p h p d p p

� 
 
U 


� � � �
 (23) 

7���
� (19) ����
	���� ��������� ���	������ 

 � � � � � �1 .K p p p�
� 
� W W  (24)  
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�
��� ��#
������ � �p=W  
�
��������
� ������� ������ � !
�
)�� ��
���� I��-
	����  

 
� � � � � � � �

� � � � � � � �

, Re 0,

, Re 0.

F p p p p

F p p p p


 


� �

� W ] E

� W ] B
 (25) 

>���� � �p]  – "������, !
�����)�� 
!���������.  
(�
�
� �
 ���	����� (3) � ���
	�� (6) ��� ���������)�# ��� 	������ !
��� �����-

"
������ !�������� �

�	����	���
 	�� 

 � � � � , Re 0 .F p N Mp o p p� � 
 
 � �  (26) 

 � � � �3/21 , Re .
2 IF p K O p p

p
�

� � 
 � ��
�

 (27) 

$
 *����������# �

�������� ����� �������, ��
 !�
�
	
���� 
� �
�������# ���-
)���� ��� ������ ��
��� 	��#��� !
�
�� !�� x � �  ����� ����� ��� 

� �2 (2)12 6 /Mx Nx E� , � ������ – ��� � � � �2 (1)12 6 /Mx Nx hE� � , ��
 	 I�!���-
���
�# �
-

�����
 (17) ���� 

 � � � � � �3 2
2 36 1 / , Re 0 .M NF p h o p p

p p
�



$ %

� 
 U � 
 � 
& '
( )

 (28) 

%��
	�� 
������	�� ������ ���)���� 	 ���� 	 �����"
������# 
�!���	����� ���-
���)�� 
���

� 

 � � � � , 1, Re .kF p O p k p�

 � B � ��  (29) 

&����� ���
	�� ����� ��!
��

	��� ��� 
!��������� � �.p]  
 

3. ������� )���#� ��$��� 
 
%��	����� (23) �
��� ���� 
�!����� 	 	��� (
���� L  – ������ 
��) 

 � � � � � � � �1 3
21 ctgp p p G p�

� 
W W � 
U , ,p LF  (30) 

 � � 3
2 2 2 2 2

1 sin cos sin costg
1 sin sin ( )

p p p hp hp hpG p p
p p hp hp

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

, .p LF  (31) 

A !
�
)�� ���������
�
 !����� "���
��
���� ����������� ����
 �����-"������ 
������� �
��� ���� 	������
 ������)�� 
���

�: 

 � � � �
� �

� �
3

23

1 /
1 ,

1/ 2 /
p

p J p
p
 


> 
 �
W � 
U

> 
 �
 (32) 

 � � � �
� �

� �
3

23

1/ 2 /1 ,
/1
p

p J p
p� �

> � �
W � �

> � �
U
 (33) 
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 � � 3
2 2 2 2 2

1 1 sh ch sh chexp ln th .
2 1 sh sh ( )

s s s hs hs hs dsJ p s
is ps s hs hs

�

=
��

, -. /. /
 
K K� 
U�0 12 32 3� 
U �� �4 5K K4 56 7
 (34) 

&�� !
������� ������� 
����
�� 
!�������� "������ � � ,p]  ����
 ��
�	�����# 
!�������
	 	 �
�
�
� 
!���������� ������
� 
����� � !
	������� ������� 	 
!
���# 
�
���#. /������ 
!
���# �
��� �
���
 	 ���� � �� ����
����
��� 
!�������� 	�� � �p]  
��� ����� ��������# � !
�
���������� � 
������������� ���!����� �. G
��� �������
� 
������
	���� !
��
�	���, ��
 ����
��� 
�)�� 	��
� �	������ 

 � � 32
2 3 .DDp

p p
] � 
  (35) 

>���� 2 3,D D  – !
��
�����, 
!���������� �
 ��������# ���
	��. /������ ����
	 �
 ���-
!����� p  �
������ ����� �	�# !��	��
 �� � ��������� ���
	�� (29), � �������� ��-
��� ���# – � ��������� ���
	�� (28).  

&�� 
!��������� !
��
����# 2 3,D D  !
��������� ��
�
����� "������ � �p
W  	���-

� ���� (�	� �����). �����
 ��� 
!��������� !�������
	 �!���
� 
������ ��
�#
���
 
������ �����. &�� 	������������
�
 ����� (32) ����� 

 

� �
� �

� � � �

3

3

32
2 3 4

2 3

1 /
1

1/ 2 /

6 6ln 2 31 6ln 2 18ln 2 1 3ln 21 .
2

p
p

p p p O p

> 
 �

U �

> 
 �

. /$ %. /� ^$ %
 U 4 52 3& '� 
 
 � 
 � 
& ' & '2 � � 3� �� � ( ) ( )4 5

 (36) 

>���� � �x^  – �
���-"������ ������, � �3 1,20206.^ H  
&�� ����������
�
 ����� (32) �
 (34), (97), (101), (103), !
�
��	 t is� , �����  

 � � � � � �1/2 2 2 3 3 4
2 1 2 1 3 1 2 1

1 1 1 30 1 ,
2 2 6 2

J p h I p I I p I I I I p O p=



, -. / . /� 
 
 
 
 
 
 
0 12 3 2 34 5 4 56 7
 (37) 

 � � 3
2 2 2 2

1 sh ch sh chth ,
1 sh sh ( )

s s s hs hs hsh s s
s s hs hs

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

 (38) 

 � �
� �
� �

3

3

6
0 ,

1

h
h

h

U

�


U
 (39) 

 � � � �
� �

� �
� �1 2

ln '1 1 1 ln ,
2 2 2 0

d h s h s h sds ds dsI
ds s h s s h s

� � �
� � �� � �  (40) 

 � �
� �

� �
� �

2 3

2 3

2 5 4'' 0
,

0 5

h hh
I

h h

U�U 

� �

U

 (41) 
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 � � � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3 3

3 3 2 3

ln ''' ' '' '1 1 3 2 .
2 2

d h s h s h s h s h sds dsI
s h s sds h s h s

$ %
� � � 
& '& '� � ( )

� �  (42) 

(�������� ��� ��������� 1I  (40) �
��
 !��
���

	��� ������)�� 
���

�: 

 
3

2 2
10

1 th 3 th 3 1 1 6 ( 1) 6 ln 2ln ln ,
2 sh

n

n

s ds s ds ds
s s s s s ns s

� � � �

��� ��

�. / . / . /� � � � �2 3 2 3 2 3� � � � �4 5 4 5 4 5
�� � �  (43) 

�
 (40), (38), (43) ������� 

 1 1
6 ln 2 ,AI I� �
�

 (44) 

 � � � �
� �

� �
� �1 2

ln '1 1 1 ln ,
2 2 2 0

A A A
A

A A

d h s h s h sds ds dsI
ds s h s s h s

� � �
� � �� � �   (45) 

 � � 3
2 2 2 2

1 sh ch sh ch .
1 sh sh ( )A

s s s hs hs hsh s s
s s hs hs

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

 (46) 

�
�����
	�� 	�������� ��� "������ � �p]  (35) � ��
�
����� 	���
� ���� "������ 

� �p
W  (��
������� !
�����
	�� (36)–(39) 	 (32)) 	 !��	
� �
 ��	����	 (25) ���� ��
�
��-
��� I�!���-
���
� !�
�
	
��
� 
� ������ ���)���� 	���
� ����. A �
��
���� �
 �	�# 
	���)�# ����
	 
�
 ����� 	�� 

� � � � � �
3 3

23
2 3 13 3/2 5/2 2

6 1 / 6 1 /
6 ln 2 , Re 0 .

h hDF p D D I o p p
p p

�




 U 
 U
� 
 �
 � 
 
 � 
. /4 5� �

 (47) 

A��	����� (47) � (28) !

	
���� 	�������� 
������� �
������, 	#
��)�# 	 � �:p]  

 

� �3
2 1

3/2 3
3

6 1 / 6ln 2 ,

6 1 / .

D h M I N

D h N

� � 
U � 
 � 
. /4 5

� �� 
U
 (48) 

:���� 
���

�, 
����� ������: !
�����
	�� 
������� �
������ (48) 	 (35), � 
���� 
	����� � (32)–(34) 	 (25) ���� I�!���-
���
� ��!������� � !�
�
	
��
� 
� ��
�
��� 
���)���� 	�
�� ������� ��
���� �!����# �	
���	. 

 
4. �&!�������� ���$&"�"��� �$�*���� -�!�/�� !�)!�)� 
����� �" ��!���+ "!�*��+ 

 
I�!���-
���
 ���
���
� ����!�
���� �
��� ���� !
����� !���� !
�����
	�� (48), 

(35), (32), (36)–(39) 	 (25). ��
������ ����
� !
�����
	�� �
��� ���� 
�!���� 	 	��� 

� � � � � �3 'M 'N N
2 36 1 / , Re 0 .

2 2
u u uM uK M K N K M K NM NF p h O p p

pp p

$ % 
 


� 
U � 
 
 
 � 
& '
( )

 (49) 

 � � � �3 3
'M 1 1

6 ln 212 1 / 12 1 / .u AK h I h I$ %� 
 U 
 � 
 U& '�( )
 (50) 
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 � � � �
2

3 3 22 2
'N 1 1

6ln 26 1 / 1 6 1 / 1 .
2 2u A
I IK h I h I

. / . /$ %� 
U � 
 
 � 
U � 
2 3& ' 2 3�( ) 4 52 34 5
 (51) 

 � � � �
2

3 3 22 2
1 1

6ln 26 1 / 1 6 1 / 1 .
2 2uM A
I IK h I h I

. / . /$ %� 
U � 
 
 
 � 
U � 
 
2 3& ' 2 3�( ) 4 52 34 5
 (52) 

� � � � � � � �3
3 3 3

N 3 1 3 13 3

36 3 36 36ln 22 1 / 2 2 1 / 2 .u AK h I I h I I
. /^ ^. /$ %� 
U � � 
 
 � 
U � � 
2 3 2 3& '�� �( )2 3 4 54 5

 (53) 

���	�� ���� 	 (49) �

�	����	��� !�
���� �����, ���������
� ���
� � �
����
�. 
����	����� ����� �
��� �����!�����
	����� ��� !
!��	�� � *���������
� ���
��
� 
��
��� (��!� �
���� ����� :��
����
, �����	��)�� 	���� 	 ���)���� 
� !
!�����
� 
����) � �
!
���������� ���)����, 	�
�	����� ���������� ���
	����, 
������)���-
�� 
� ���
	�� �����
� 
������. (�������, 
!���������� "
������� (50)–(53), �	������ 
!�� *�
� �
*""��������� !�
!
���
�����
��� ����� !
!�����
� ���
� � �
����
�, 
� 
��
� ��
�
��, � ���
� !
	
�
�� � �
�������� ���)����� – � ����
�. 

�
��
���� �
 !��	�����
�
 ������� ��!
������	���
 ��	

�
��
 	������� ���
��-
��� !������ � !�� *�
� ������	���
 
������, ��
 ������� !
�����	
��� �
���� ���� 
�����������, ��� �
���� *�	�	������
� ����� ������	���
 !������ �������
� ���
	�� 
	 ����������
� 	���: 

 � �3 2
'N 16 1 / .u uM AK K h I� � 
 U  (54) 

>�	����
��� 'MuK  
� h  ��� ��
�����# 
��
����� �
����� !������	���� �� ���. 2. 

 

���. 2. >�	����
��� �
*""������� �!���
� 
������ 'MuK  
� 
��
�������
� �
�)���  

��
	���� h  ��� ��
�����# 
��
����� �
�����: �!�
���� ����� – 0,5U � ;  

!��������� – 1U � ; �
������ – 5U � ; ����#-!��������� – 10U �  

 

2 4 6 8 10
h 

10 

20 

30 

40 

K u'M 



Ustinov K.B. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 226–245 

 236 

&�� �
����# 
��
	���� � �h��  �!��	����	� ����!�
���� 

 'M 16 .u AK I�  (55) 

 � �
3

2 2
sh ch 2 .

1 shA
s s s sh s

s s

. /� 
 U2 3
U �4 5

 (56) 

>���� 1AI  !
-!������� 
!���������� (45). >�	����
��� 'MuK  
� 
��
����� �
����� U  

��� �
����# h � �h��  !������	���� �� ���. 3. &����� 
�	����
��� ��!�
#
 �!!�
���-
�������� "
����
� 

 1/3
'M 1 7,5 .uK � 
 U  (57) 

 

���. 3. >�	����
��� �
*""������� �!���
� 
������ 'MuK  
� 
��
�����  

�
����� U  ��� �
����# �
�)�� !
��
��� � �h��  

5. �&!�������� &�!�$�"!�� !�)!@����� 
 
��� p � ��  ��� (33) �!��	����	
 ������)�� ����!�
������
� ��
�
�����: 

 � � � � � �� �
3/2

3/2
3/2 1

p
p o p�

�
W � � 
 �

� 
U
 (58) 

�
�����
	�� (58), (35), (48) 	 (25) � ��
�
����� ��� �
����# 
�����������# p � ��  
���� 

 � � @ A � �
3

1/2
1

6 1 / .
1 A

hF p M I N o p
p

�
�


 U
� 
 
 �

� 
U
 (59) 

�
������� 	�������� ���������
 ���� ����!�
���� ��!������� !�� 0x��   

 @ A � �
3

1/2
1

6 1 /
.

1
yy A

h M I N o x
x

�
 U
� � 
 


� 
 U
 (60) 

50 100 150 200 

10 

15 
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25 
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������ '$/  

 @ A
3

1
12 1 /

.
1I A

hK M I N
U
� 



U
 (61) 

A�
�
��� 	��	
�
������ *������ [38, 39] !�� *�
� ����� 	�� 

 
� �

� �
3(1) (2)

22 2
1(1) (2) (2) (2)

6 1 /1 .
2 2I I A

hE EJ K K M I N
E E E E


 U
 
 U
� � � 
  (62) 

�
������
� 	�������� ��� ��
�
��� 	��	
�
������ *������ ��� 1, 1hU � �  �
	!�-
���� � *����������� �������� (��!�����, [2]). ��� �����
������ 
����� 
 ���!�
����-
����� �����"����
� ���)��� 	 ����������
� !
����
	�� !��	������� �����
 ��� 
!��-
������� !�������
	 ��
������� �
��� ���������	����� ���� ��� !�����������, !
-
��
���� 	 
�)�� ������ 	 �
��
� ������� ����� !�������	
	��� 
�� �
��. �����
 

����� ����� � ���
��
������
� 
������� [13] ��� ������, �
��� !�������)�� ��
� �
��� 
��
��
��� ���� 
��
�������
 �����, �
 ������	����� ������ ����
�� (��!�����, 	�����-
	�����
	���). 

 
Q���^#���� 

 
�
�����
 � ������
	��
 ������� 
��
�
��
� 
����� 
 !
������
����
� ���)���, 

!�
#
��)�� 	�
�� �������, ��
�����)�� �	� �!����# ��
� � 
������)����� �	
���	���. 
����� !��������� !��
���

	���� I�!���� 
����� �	����� � 
��
�
��
� �������
� 
����� 
������. ( !���!
�
����� 	

�
��
��� !������������ 	������� �
�������# ��!������� 
�� ��	��
	�� ���)���� � ��	��
	�# ��!������� �� �
�������� ���)���� 
����� �	����� 
� �	�� ��������� 
������ ������. �
������ ����!�
���� !
�� ��!������� 	���
� 	��-
���� ���)���, ����)��
 �
���	�� 
�
����
��� !�� 
������	�� 
���������)�# ����
	. 
�
������ �
*""������ �������	�
��� ��!�������. �
��
��
, ��
 	���)�� ����� ����-
!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� 	���� 
� 	������ ���)��� �

�	����	��� ���)���� 
����� !�� ��������# ���
	��# ��!� �!���
� 
������, �
 ���� ���
	��# !�
!
���
�����
-
��� ���)���� 	 �
��� 
������ 	���
�� ������ � �
�����)��� �
�����. 

 
���
�� 	�!
����� !�� "�����
	
� !
������� ��
������ ���
������ �7/ J I.3. 
 

?!���'���� 1. �+��� ���)� $�'�@ &!��)�����( �" ���#�� �$�*���� � ��-
&!�'����$� �� /!���>� ���� 

 
�����
���� !�
��
��"
����
	���
� �
��
���� !
�
�� [0,1]yF  	 ������
	
� �����-

�� �

������, 	��#��� ������� 1y �  �
�
�
� �	
�
��� 
� ��!�������. 

 � � � �,1 ,1 0,yy xyx x� � � �  (63) 

� � ������ ������� 0y �  !���
���� ���
�
��� ������� �����

� 

 � � � �,0 ,xy xx q x� �  (64) 
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 � � � �,0 .yy yx q x� �  (65) 

>���� � � � �,x yq x q x  – 
������� "������. ( 
��
	�
� �
�
����� ������� ���
��� [19–22]. 
/����� �	�
� ����� �����	��)�� �� ������ ������� !
�
�� ������
� �����

� 

� !�
�
	
����� 
� �
�!
���� ���)���� � � � �, 0 , ,0u vx x
x x
� �
� �

. 

�
���� ������� ���	����� ��
��� �!���
��� 	�������: 
1) ���	����� ��	�
	���� 	 
������	�� 
�Q����# ��� 

 0,xyxx

x y
����


 �
� �

 (66) 

 0,xy yy

x y
�� ��


 �
� �

 (67) 

��� , ,xx yy xy� � �  – �
�!
����� ���

�� ��!�������; 
2) ���	����� 
��
�� 6���, 	��������� ����
 �
�!
����� ���)���� , :u v  

 � � � �(2) (2)1 ,xx yy yy
uE
x
�

� � 
 � � 
 : �
�

 (68) 

 � �(2) (2)2 1 ,xy
u vE
y x

$ %� �

 � 
 : �& '� �( )

 (69) 

��� (2) (2),E :  – �
���� @��� � �
*""������ �����
�� !
�
��; 
3) ���	����� �
	�����
���, 	�������
� ����
 �
�!
����� ���

�� ��!�������  

 � �
2 2

2 2 0.xx yyx y
$ %� �


 � 
� �& '
� �( )

 (70) 

&�� ������� !
���	����
� 
����� !
�	������ ���	����� (69) ������)�� !��
���-



	�����. �
����	�� 
������� u
x
�
�

 �
 ���	����� (68) 	 !�
��""�������
	���
� !
 x  

���	����� (69). 

 � � � �2
(2) (2)

2 1 2 .xx yyxy yyvE
x y yx

� � 
��� ��$ %�
� 
 : 
 �& '� � �� ( )

 (71) 

�
�����
	�� ���� ���	����� ��	�
	���� (67) ���� 

 � � � �2
(2) (2)

2 1 .xx yyyyvE
y yx

� � 
 ����
� 
 : �

� ��
 (72) 

&�� ������� ������� ���	����� (66), (67), (68), (72), (70) ��!
��
��� �	���
�
���� 
!��
���

	���� I�!����, 
!�������)�� 
���
 � �f̂ p  "������ � �, ,f x y  
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 � � � �ˆ , , .pxf p y f x y e dx
�

�

��

� �  (73) 

������
� !��
���

	���� !�� *�
� 
!���������� ���  

 � � � �1 ˆ, , ,
2

px

L

f x y f p y e dp
i

� �
� �  (74) 

��� ��!��	����� 
�#
�� !
 �
����� L , �

�	����	��)��� ����
� 
��, 
��)���	������ 
�	��#� 	��
. 

:����"
������ 
� ���	����� (66), (67), (68), (72), (70) � ��������# ���
	�� (63), 
(64), (65) !����� 	�� 

 � � � �ˆ ,
ˆ , 0,xy

xx
d p y

p p y
dy

�
� 
 �  (75) 

 � � � �ˆ ,
ˆ , 0,yy

xy
d p y

p p y
dy

�
� 
 �  (76) 

 � � � �
2

2
2 ˆ ˆ, , 0,xx yy

dp p y p y
dy

$ %
. /
 � 
� �& ' 4 5

( )
 (77) 

 � � � � � � � � � �(2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ' , , , 1 , ,xx yy yyE u p y p y p y p y� � 
 � � 
 : �  (78) 

 � � � � � � � � � �(2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ' , 1 , , , ,xx xx yy
dpE v p y p p y p y p y
dy
. /� 
: � � � 
�4 5   (79) 

 � � � �ˆ ˆ,1 ,1 0,xy yyp p� � � �   (80) 

 � � � �ˆ ,0 ,xy xp q p� �   (81) 

 � � � �ˆ ,0 .yy yp q p� �   (82) 

>����  

 ' , ' ,u vu v
x x
� �

� �
� �

  (83) 

� 

 

� � � �

� � � �

,0 ,

,0

px
x xy

px
y yy

q p x e dx

q p x e dx

�
�

��

�
�

��

� � "

� � "

�

�
 (84) 

���� �����"
������ 
� ��!������� �� ������ �������. 
������� ������� 
����
	����# ��""�����������# ���	����� (75)–(79) � ���������� 

���
	���� (80)–(82) ���� 	�������� ��� �����"
����� !�
�
	
���# ���)���� ����
 �����-
	��)�� �� ������ ���� !
�
�� � �0y �  ��!�������. &�� !
���	����
� 
����� ������� 

!������	���� 
������� �����"
����� !�
�
	
���# ���)���� �� *�
� �� ����� � �0 :y �  
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� � � � � � � �

� � � � � � � �

(2) 2 (2)
(2)

(2) (2) 2
(2)

sin cos 1 ,
2 2

1 sin cos ,
2 2

x x y y

y x x y

E p p p pg p q p q p q p
d d

E p p p pg p q p q p q p
d d

� �:
� 
 


�: 

� � � 


 (85) 

 2 2sin .d p p� �  (86) 

>���� 

 

� � � �

� � � �

(2)

(2)

,0 ,

,0 .

px
x

px
y

g p u x e dx
x

g p v x e dx
x

�
�

��

�
�

��

�
� "

�

�
� "

�

�

�
 (87) 

'
*""������� 	 !
�������# 	��������# ���������� �� 	��� ����
� 
�� 
� ��-
��������� ����, ��� 
�� ����� !
���� �
 �������
 !
����� 	����������
. �
��� 
�������
 !
����� 	 ���� �����"
������ �

�	����	��� �	��������
�� �
��� 
�������� �� 
����
����
���. A���
	������
, �
 !
�������# 	��������, 	 �����
���, �������, ��
 !�� 

������	�� 
�
����
���� ��� ��!������� !�
�
	
���� 
� ���)���� �
��� ����� ��� 
�	����� �����
����, � ���� ���)���� ��� ��� �����
����. &�� !
�
�� ���
� !
	������ 
�	������ 
�)��
	������ "���
�, 	 �����
���, 	 �����# *���������
� ���
��
� ��
���, 
�	���)���� !�� 
!���������# ���
	��# ���
�
� ����!�
���
� �
��
� ��
���, ���)���� 
	���� 
� !���
����
� ������� ��� � ������	�� ���	��� 	���
�
� ������ ��� ������ 
���!��� �����
����. 

 
?!���'���� 2. ��)��'���� 0��"�!�)@^*�[ 0@��>�( �-��)� �@�� 

 
����� ��)���	��� "���
��
���� "������ � �h t   

 � � � � � �/ ,h t H z H z
 ��  (88) 

  � � � �1exp .
2

h t
H z dt

i t z= �
� ��  (89) 

����� "������ � �h t  ������ � � � �h t h t� � . :
��� "������ � �ln h t �
�� ������. A
����-

�
 "
������ A
#
��
�
-������� !��������� 
������� � �0H t=  	��������� ������)�� 

���

�: 

 � � � � � �0 0 0ln ln ln ,H t H t h t
 �� �   (90) 

 � � � � � �
0 0

0

ln1ln ln .
h t

H t H t dt
i t t
 �
 �
� ��   (91) 

$
 !
�������
 ��	����	� � ����
� ����
��� � �ln h t  ��� 0 0t �  ������� 

� � � �ln 0 ln 0H H
 �� � . �
����	��� !
������
� ��	����	
 	 (90), !
������  
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 � � � �1/2
0 0 0 .H H h== =� �  (92) 

&�� !
������� ������)�# ����
	 ��
�
����� 	������� k-� �
����"�������� !�
-
�
	
���� 
� 
���# ������ ��	����	� (88): 

 � � � � � �ln ln ln .
k k k

k k k
d d dH z H z h z
dz dz dz
 �� �  (93) 

/� 
��
	���� "
���� A
#
��
�
–������� !��������� 
������� "������ 

� �ln
k

k
d H z
dz 
  	 ���� ������)��: 

 � � � �1ln ln ,
2

k k

kk k
d dH z h z I
dz dz= � = 
  (94) 

 � �ln1 ,
2

k

k k

d h t dtI
i tdt

� �
�

  (95) 

!����� ���� "������ � �h t  ������, �
 ��� 	��# �������# k  	 !��	
� ����� ��	����	� (94) 
����� 
��������� !��	�� �����, � ��� 	��# �����# k  – 	�
���. 

(�!���� ����
���
 !��	�# ����
	 !
������
�
 ����� 
���

� ��
�
�����. &�� 
!��	
� �
����"������
� !�
�
	
��
� 

 � �
� �

� �
� � 1

' 0 ' 0
,

0 0
H H

I
H H

 �


 �

� �  (96) 

 � � � �
� � � �1 2

ln '1 1 1 ln .
2 2 2

d h t h tdt dt dtI h t
i dt t i h t t i t

� � �
� � �� � �   (97) 

&�� 	�
�
� �
����"������
� !�
�
	
��
� 

 � �
� �

� �
� �

� �
� �

2

2

'' 0 ' 0 '' 0
.

0 2 00
H H h
H hH
= =

= =

� � =  (98) 

A ����
� (96) ����
� 	�������� !��
���
����� � 	��� 

 � �
� �

� �
� �

2
1

'' 0 '' 0
.

0 2 0
H h

I
H h
=

=

� = 
   (99) 

&�� ������� !�
�
	
��
� !
������ 

 � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3

32 3

''' 0 ' 0 '' 0 ' 0
3 2 ,

0 0 0
H H H H

I
H H H
= = = =

= = =

� 
 �   (100) 

 � � � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3 3

3 3 2 3

ln ''' ' '' '1 1 3 2 .
2 2

d h t h t h t h t h tdt dtI
i t i h t tdt h t h t

$ %
� � � 
& '� � & '� � ( )

  (101) 

A ����
� (96) � (99) 	�������� (100) !��
���
����� � 	��� 

 � �
� �

� �
� �

3
3 1 1

''' 0 '' 03 .
0 2 0

H h
I I I

H h
=

=

� = 
  (102) 
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( ��
������� ��� ��
�
����� "���
��
��)�# "������ 	���
� ���� �
��� ��!
��

-
	����� ������)�� !������	�����: 

 � � � � � �
� �

� �
� � � �1/2 2 2 3 3 4

1 1 3 1 1
'' 0 '' 01 1 30 1 .

2 2 0 6 2 0
h h

H z h I z I z I I I z O z
h h

=
=

, -. / . /K K� 
 
 = 
 
 = 
 
0 12 3 2 3
K K4 5 4 56 7

 (103) 

&����� 	�	
� �� !������	���� ��
��
���, 
����
 	 ���������� (��!�����, [40, 41]) 

����
 
�������	����� ���� �	��� ������� ��
�
�����. 
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