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 @����
����� #����� 
 "
�
��, �
��
���� �# ���� �#
��
"��� �"����� "
�
�
��#����
� �
�����, 
	����>��� ��#������� ��
�������, ��#�������� "
��	��-
�
����
� ������
�, "�
�
����� "
 ������� ��#���� �"����� ��
���� � �������-
�
� �� 	���
����
��� ������
� ������ � ��������� ������� ����
�
� � �
���-
�
�. *���� "��������� "��
	��#
����� {�"���� #����� ������� � 
��
�
��
�
�������
� #����� @�����. ; "���"
�
���� �
#�
�
��� "����	������ ������-
�� �
�������� ��"������ �� �����
��� �������� � �����
��� ��"������ ��
�
�������� �������� #����� ������� � ���� ��������� #������ @�����. ������
"
����
��� �
�� ��������������� ��� "��	������� ��� 
	���
 ������ (����
� 
"��	������ "�� !�
� #����
�
 �� ��� 
	��"�����
�
 "��	������, #���>��>-
���
�� � �����
������ �#�
�
 ��
� � ������ ��
��� 	��
� ��	
 �������) � ���
�
���� – ��� ������, �
��� "������>��� ��
� �
��� ��
��#��� ���� 
��
�������

�����, �
 �������>��� ������ ����#�� (��"�����, ������������
����). *���� 
����
��#���� "
�����
 �
��
� �����������
� ������� 
��
� �# ���#����� #����,
� �����
 #����� 
 �
������
� 
�����. *
������ ����"�
�������� ��������
��� �������� 	����
� ������� ����� 
� �� �������. *
��#��
, ��
 ������� 
����� ����"�
���� �������� 	����
� ������� ����� 
� �� ������� �

������-
��>� �������> 	���� "�� ��������� ���
���� ��"� �"���
� #������, �.� ���
����
"�
"
���
�����
��� �������� � ���� "
�
�
�� � �
��� #������ ����
�� ������ �
�#��	�>���� �
����� "
�������
� ������� �
!��������
� "
������
���.��� 
������ �
!��������
� "
������ ������������� ��������. A��� "
������ 
����"�
�������� �������� ��� "
�� ��"������ �	��#� ������� ������� (�
-
!�������� ���������
��� ��"������). 

 
© */)*$

��(���:� �����: 

���
����, ������������  
�������, ����
��#����,  
�"����� #������ 

 

 
 
 
 
 

                                                 
© ��"���� ����"��"�� ��!�����# – �������� ��#��
-�������������� ����, �
����, ������� ������� �
������� 

��	
���
���, e-mail: ustinov@ipmnet.ru 
 
Konstantin B. Ustinov – Ph.D. of Physical and Mathematical Sciences, Associate Professor, Senior researcher, e-mail:  

ustinov@ipmnet.ru 



���
��� �.�. / �����
� �����. ����
� 4 (2015) 226–245 

 227

ON DELAMINATION OF A STIPE ALONG THE BOUNDARY  
BETWEEN TWO ELASTIC LAYERS 
PART 1, PROBLEM FORMULATION, THE CASE OF NORMAL CRACK 
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 The problem of a strip, composed by two isotropic elastic layers of different elastic
properties and thicknesses, separated by a semi-infinite crack located along the line 
between the layers, is considered. The mechanical load with nonzero total force and
moment is supposed to be applied at infinity. By means of Laplace transformation the
problem is reduced to a homogeneous Riemann problem. Under the assumption of pos-
sibility to neglect the cross-terms related to the influence of the normal stresses to the 
shier displacements and the shier stresses to the normal displacements the problem is
reduced to two scalar Riemann problems. Such a formulation may be considered as an
approximation for the general case (which is not worse than the traditional beam or rode
approximation) and as the exact one for the case, when the two layers may slide but may
not separate due to cohesion, e.g. by van-der-Waals forces. By means of factorization 
procedure the exact analytical solution has been obtained for one of the formulated sca-
lar problems, namely, the problem of the normal separation. The asymptotical expression
has been derived for the relative displacements of the crack faces far from its tip. It is
shown that the leading asymptotic terms of these relative displacements correspond to a
beam deflection under the boundary condition of the type of generalized elastic clamping. 
i.e. the proportionality of the displacement and angle of rotation of the clamping point to
the total vector and bending moment of the applied load by means of the matrix of coeffi-
cients of compliance. The analytical expressions for these coefficients have been ob-
tained. The asymptotical expression for the stress field near the crack tip (stress intensity
factor) was also derived. 
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>����� !�
�
���
�
 �����
���� !
�
��, �
���	����
� � �	�# !
�
� ������� �
�-

)���, 
������)�# ��������� �!������ �	
���	���, �������� ��
���� �	�
���� (��-
!�����, [1–5]), !�� *�
� 	 
��
	�
� ������� ��� �
����
�
��� �� !
	������ ������� 
	���� 	������ ���)���. �����
 	 ���� ����, ��!����� !�� ������
	���� !
���� ��-
�
���	
��� 
�����	��)����� !
��������, ������� ����� !
	������ !
�� ���)���� 
	���� 
� 	������ ���)��� [6–18]. ���
� � ����
��� !�
���# �
�"�������� �	������ 
!
�
��, �
���	������ � �	�# !
�
� ������� �
�)���. H��� ����� 
���
���� ��
�
 
�
���� �
�)��� !
�
��, ��� ���� ������	 
���
���� �
��� ���������	����� ��� !
��-
����
����
�. H��� �
�)��� 
��
�
 � ��
�	 ��
�
 �
���� !�
������
��� 
���
����, �
 
���
� ��
� �
��� ���������	����� ��� !
��!�
��
���; *""����	�
� � *�������
� ����-
��� ����� ��� ���
�
 ������, !
������
� !���� !��������� !��
���
	���� I�!���� 
� �	������ �� � �������
� ����� ������, ���
 ���
 	 ���
��# [19–22] ��� 
�����
	�# 
�!����# �	
���	 ��
� � !
��!�
��
��� � 	 ���
�� [17] ��� �������)�#�� �	
���	. '��-
��	�� �
����
� ������� �	������ "���
������ �������
�
 �
*""�������. ( �����-
��# ���
��# !
������ ����!�
�������� !������	����� ��� �����"
����� !
�� ��!����-
��� �� ����� !�
�
������ ���)���, � 	 �
����
� ����� 	�������� �
*""������� ��-
�����	�
��� ��!������� ('$/) 	 �	����
��� 
� ���	��# 	���
�� � �
����� 
��!�������, �����	��)�# �� !�
�
������ ���)���. 
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�����
 ������� � ����� �� 
�������	����� 	���������� '$/. ( �����
���, � ���-
���
�
 ������� �
��
 �	���� ����!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� 	���� 
� �� 
	������ [14]. ��� *�
� !�� ������� ������	�# ���	��# 	���
�� � �
����� �����	��-
)�# �����
� 	���)�� ����� ����!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� �����, 
��	���
, 
�

�	����	
	��� ���)���� ����� (!�������), !
�	������
� �����	�� �������# ���	-
��# 	���
�� � �
����� !�� ���
�
��# ��������# ���
	��#. A������ !
���������, ��
 
*�� ��������� ���
	�� 	
	�� �� �	������ ���
	���� �����
� ������. ��� !������	���� 
�
�
� [7, 10–15, 17] ���
	�� 
�
�)���
� �!���
� ������, �.�. ���
	�� !�
!
���
����-
�
��� ���)���� � ���� !
	
�
�� 	 �
��� ������ �����	��)�� �
�!
������ ���	��# 
	���
�� � �
����� �������. ( ���
�� [17] ����
� ������� ���
 
�
�)��
 �� ������ 
�-
��
���� � 
��
	����, 
������)�# ��������� �!������ �	
���	���, #
�� � �	�����# 
���
�
���� �
!
����������� 
������������. ( ���
�� [16] ���������	����� 	
�
�-
�
��� !������������ 	������� �
�������# � ����� ���)��� ��!������� �� ��	��
	�� 
�
�!
����� ���)���� (� ��	��
	�# �
�!
���� ��!������� �� �
�������� �
�!
����� 
���)����), 	 ��������� ���
 !
�����
 !���������
� ������� 
 ��	��
	
� ���)��� �� 
������� ������. :�� �� ���
 !
����
, ��
 !
�
��
� ������� !
 ������� ���� �� #��� 
�������
��
�
 !
�#
�� – ����� 
�����	��)���� ����� !
�
�� 
��
������ 
�Q���
� 
(��������). ( ����
�)�� ������ ���������	����� ����
������ ����� ��� �������	���
� 
�
���	�
� !
�
��. 

 
1. �-*�� &��"������ )���#� � !��������� &����+, ���"��*�(  
�) ��@[ @&!@/�[ ����� &� /!���>� ���"��"� 

 
( ���
	��# !�
��
� ��"
������ ���������	����� ��
��
�
���� �!����� !
�
�� 

1 y hB B � , �
���	������ � �	�# �
��
!��# ������ � ��������� �!������ �	
���	���, 
�
����� �
�
��# !�
#
��� 	�
�� ����� 0y � . (�
�� ����� ������� 0, 0y x� B  ������� 
!
���� �
�����, 	�
�� 
���	����� ����� ������� 0, 0y x� E  �
����� 
������	��� (���. 1). 
(�� 	�������, 
��
��)���� � ������ !
�
�� 1 y hB B � , ����� 
�
�������� ������
� 1, 
	�� 	�������, 
��
��)���� � 	��#��� !
�
�� 0 1yB B , ������
� 2. �
���� @��� 
� �
*""������� �����
�� (�
��"����
	����� ��� ���
	�� !�
��
� ��"
������) ����-
����
	 !
��!�
��
��� � !
�
�� 
�
����� ( ) ( ), , 1, 2i iE i: �  �

�	����	���
. A 
������� 

�
������ @��� ( )
0

iE  � �
*""��������� �����
�� ( )
0

i:  
�� �	���� �

��
������� 

 
� �� �

( ) ( )
( ) ( )0 0

( )( ) ( )
00 0

, .
11 1

i i
i i

ii i

EE :
� : �

�:�: 
 :
 (1) 

( !
����
	�� !�
��
� ��"
������ ���������	����� 
��
�
���� �����: !���!
����-
����, ��
 	�� !
	��#�
��� �	
�
��� 
� ��!�������,  

 0,yy xy� � � �  !�� 1, ,y y h� � �  � !�� 0, 0,y x� E  (2) 

� ������� � *�	�	��������� ���	��� 	���
�
� � �,T N  � �
����
� M  !���
���� �� 
����
����
���, ��� ��
 

 � � � � � �
0 0 0

,0 , ,0 , ,0 .yy yy xyM x x dx N x dx T x dx
�� �� ��

� � � � � � �� � �  (3) 
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%��
	�� �
!������� �� ������� ����� 	��  

 

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

, ,

,

yy yy xy xy

u u v v

� � � � � �

� �
 !�� 0, 0.y x� B  (4) 

>���� ,u v  – �
�!
����� 	���
�� ���)����; , ,xx yy xy� � �  – �
�!
����� ���
�� ��!��-
�����. 

 

���. 1. �����
���� �
���	�
�
 ��
�. 6�
������ ����� 

( 
������
��� ���� !
�� ��!������� �
���
 ���� �����������
.  

 � � , 1.yy

xy
O x�:

�, -K K � � : B0 1�K K6 7
 (5) 

$ ��#����� ��������� �	����
, ��
 *�
 !
�� ����� �
���	�� 
�
����
���: 

 � �1 .
2

yy I

xy II

K
O x

Kx

�, - , -K K � 
 �0 1 0 1� � �K K 6 76 7
 (6) 

�����
 ��� !
���
���� ������� �
��
 �
	
����	
	����� ���
	��� (5), � ���
	�� (6) 
!
������� � �������. ( ������ �������# ������� �!����# !
��
����# ���� �
��� 
!�������	
	��� 
���������)�� �����. 

(
�!
������� ����������� ���
�� [22], 	 �
�
�
� !����������� �	�� ����� 
������ 
�	���
�
����
 !��
���
	���� I�!���� 
� !�
�	
��
� �
�!
���� 	���
�� ���)���� 

 

� � � �

� � � �

( ) ( )

( ) ( )

,0 ,

,0

i i px
x

i i px
y

g p u x e dx
x

g p v x e dx
x

�
�

��

�
�

��

�
� "

�

�
� "

�

�

�
 (7) 

� ��!��������� 

 

� � � �

� � � �

,0 ,

,0

px
x xy

px
y yy

q p x e dx

q p x e dx

�
�

��

�
�

��

� � "

� � "

�

�
 (8) 
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��� !
�
�� 0 1y� �  (!�� !
���	�����# ��������# ���
	��# �	
�
��
� 	������ �����-
�� 0,yy xy� � � �  !�� 1y � ). (�	
� �����# 	�������� ��� 	 ����
����� 1. 

 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

(2) 2 (2)
(2)

2 2

(2) (2) 2
(2)

2 2

sin cos 1 ,
2 2

1 sin cos ,
2 2

x x y y

y x x y

E p p p pg p q p q p q p
d d

E p p p pg p q p q p q p
d d

� � :
� 
 


�: 

� � � 


 p LF  (9) 

 2 2
2 sin .d p p� �  (10) 

>���� L  – ������ 
��. 
�����
���� !��
���
	���� I�!���� 
� ������)�# 	������: 

 � �
� � � �
� � � �

(2) (1)(2)

(2) (1)
0

, 0 ,0
,

2 ,0 ,0
pxv x v xEp e dx

x u x u x

�
�




, -�� K K� "0 1� �K K6 7
�F  (11) 

 � �
� �
� �

0 ,0
.

, 0
yy px

xy

x
p e dx

x
�

�
��

, -�K K� "0 1
�K K6 7

�F  (12) 

>���� ��!
��
	��
 �	
���	
 ��	����	� ���� ������ ���)���� ��� 
����������
� !
��-

�� � ��	����	� ���� ��!������� ��� !
�
�������
� !
��
��. /� 
��
	���� (4) !
���-
��������
� 	�������� (11) �
�����	���
 ��	�
 ���� ��� 0,x B  �, ����
	������
, � �F p
  

���������� 	 !��	
� !
��!�
��
��� � �Re 0 .p E  7���
����
 �
�����
 (2) !
����������-

�
� 	�������� (12) ��	�
 ���� ��� 0x E , �, ����
	������
, � �F p�  ���������� 	 ��	
� 

!
��!�
��
��� � �Re 0 .p B  >���� ����
����
 [19–22] !���!
�������� 	�!
������ ���
	�� 
���	���� ��!������� �� ����
����
��� !�� x � �� . ( 
������
��� ���� 	�!
������� 
���
	�� (6). ��� x � 
�  ���)���� �
��� ����� ��� !
���
� ������ ���!��� (��
 �

�-
	����	��� ������	
� !
!�����
� ���� �� ����
����
���), ����
	������
, 	 I�!���-
���� 

� �F p
  	
�
��
 !
�	����� !
���� 	 ���� �
 �������
 !
����� 	����������
. 
'
�������� (7)–(12), !
������ ���	����� �������
� ����� ������, ����
����
� 

[19–22]: 

 � � � � � � ,p p p�+ -F K F  (13) 

��� 

 � � 11 12

21 22
, ,

a a
p p L

a a
$ %

� F& '
( )

K  (14) 

 

� � � �

� �

� � � �

11 2 1

22
12 21 2 1

22 2 1

sin cos / sin cos / ,

/ / '/ 2,

sin cos / sin cos / ,

a p p p d h p h p h p d

a a p d h p d

a p p p d h p h p h p d

� 
 
U 


� � � � 
U �U

� � 
U �

 (15) 
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 � � � �22 2 2
1 2sin , sin ,d h p h p d p p� � � �  (16) 

 (2) (1)/ ,E EU �  (17) 

 � �(2) (1)' 1 1 .U � � : � U � :  (18) 

���
	��� ��
��
��� �
��
�� 	 "���
������ �������
�
 �
*""������� � �K p , �.�. 
	 !������	����� ��
 	 	��� 

 � � � � � � ,p p p� -1
+ -K X X  (19) 

��� "������ � �p±X  ���������� 	 !��	
� � ��	
� !
��!�
��
��� �
�!�����
�
 !������-

�
�
 �. � �det 0p Z±X  	 �

�	����	��)�# !�
��
���# 	!�
�� �
 �������. ( ����
�)�� 
	���� 
�)�� �
��
� �����������
� ������� ������
� ����� ���	����
; �
��
 ������ 
����
���
 !���� !
���
���� �������: 

– !��������� �!!�
�������� ��� �������
�
 �
*""������� (14) ����� ���
���� 
[23–26]; 

– !
���
���� !����������# ������� 	 !���!
�
����� 	
�
��
���� !��������� 
!������������ ������� 	 (14) (!
�
���� 12 21 0a a� � ) [16]; 

– !
���
���� ������� ��� ������# ������	, ��� �
�
��# "���
������ �
��� ���� 

��)���	���� [27–34]. 

&���� ������� ����� !
�����
 � ��!
��
	����� 	�
�
�
 � �������# ���
�
	. 
 

2. Q���#� � "!�*��� ��!$��%��/� �"!+��. ?��"������ 
 
A !
�
)�� !���!
�
����� 
 	
�
��
��� !������������ 	 (14) 	������� !������-

����# ����
	, ��
 �

�	����	��� 12 21 0a a� � � , ��������� ����� ���!������� �� �	� ���-
������. &���
� !���������� �	��
�
 �� #��� �������
��
� ����� ��
� 
��
�
���� 

�Q���
� – �������� ���
 ����
� [35–37]. �����
���� ����� 
 �
������
� 
���	�. 

 � � � � � �F p K p F p
 �� , ,p LF  (20) 

 � � � � � �
(2)

(2) (1)

0

,0 ,0 ,
2

pxEF p v x v x e dx
x

�
�



� . /� �4 5��  (21) 

 � � � �
0

,0 ,px
yyF p x e dx�

�
��

� ��  (22) 

 
� � � � � �

� � � �

2 1

22 2 2
1 2

sin cos / sin cos / ,

sin , sin .

K p p p p d h p h p h p d

d h p h p d p p

� 
 
U 


� � � �
 (23) 

7���
� (19) ����
	���� ��������� ���	������ 

 � � � � � �1 .K p p p�
� 
� W W  (24)  
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�
��� ��#
������ � �p=W  
�
��������
� ������� ������ � !
�
)�� ��
���� I��-
	����  

 
� � � � � � � �

� � � � � � � �

, Re 0,

, Re 0.

F p p p p

F p p p p


 


� �

� W ] E

� W ] B
 (25) 

>���� � �p]  – "������, !
�����)�� 
!���������.  
(�
�
� � ���	����� (3) � ���
	�� (6) ��� ���������)�# ��� 	������ !
��� �����-

"
������ !�������� �

�	����	���
 	�� 

 � � � � , Re 0 .F p N Mp o p p� � 
 
 � �  (26) 

 � � � �3/21 , Re .
2 IF p K O p p

p
�

� � 
 � ��
�

 (27) 

$ *����������# �

�������� ����� �������, ��
 !�
�	
���� 
� �
�������# ���-
)���� ��� ������ ��
��� 	��#��� !
�
�� !�� x � �  ����� ����� ��� 

� �2 (2)12 6 /Mx Nx E� , � ������ – ��� � � � �2 (1)12 6 /Mx Nx hE� � , ��
 	 I�!���-
����# �
-

�����
 (17) ���� 

 � � � � � �3 2
2 36 1 / , Re 0 .M NF p h o p p

p p
�



$ %

� 
 U � 
 � 
& '
( )

 (28) 

%��
	�� 
������	�� ������ ���)���� 	 ���� 	 �����"
������# �!���	����� ���-
���)�� 
���
� 

 � � � � , 1, Re .kF p O p k p�

 � B � ��  (29) 

&����� ���
	�� ����� ��!
��
	��� ��� 
!��������� � �.p]  
 

3. ������� )���#� ��$��� 
 
%��	����� (23) �
��� ���� �!����� 	 	��� (���� L  – ������ 
��) 

 � � � � � � � �1 3
21 ctgp p p G p�

� 
W W � 
U , ,p LF  (30) 

 � � 3
2 2 2 2 2

1 sin cos sin costg
1 sin sin ( )

p p p hp hp hpG p p
p p hp hp

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

, .p LF  (31) 

A !
�
)�� ���������
�
 !����� "���
������ ����������� ���� �����-"������ 
������� �
��� ���� 	������
 ������)�� 
���
�: 

 � � � �
� �

� �
3

23

1 /
1 ,

1/ 2 /
p

p J p
p
 


> 
 �
W � 
U

> 
 �
 (32) 

 � � � �
� �

� �
3

23

1/ 2 /1 ,
/1
p

p J p
p� �

> � �
W � �

> � �
U
 (33) 
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 � � 3
2 2 2 2 2

1 1 sh ch sh chexp ln th .
2 1 sh sh ( )

s s s hs hs hs dsJ p s
is ps s hs hs

�

=
��

, -. /. /
 
K K� 
U�0 12 32 3� 
U �� �4 5K K4 56 7
 (34) 

&�� !
������� ������� 
����
�� 
!�������� "������ � � ,p]  ����
 ���	�����# 
!�������
	 	 �
�
�
� 
!���������� ������
� ����� � !
	������� ������� 	 
!
���# 
�
���#. /������ 
!
���# �
��� �
���
 	 ���� � �� ����
����
��� 
!�������� 	�� � �p]  
��� ����� ��������# � !
�
���������� � 
������������� ���!����� �. G
��� �������
� 
������
	���� !
���	���, ��
 ����
��� 
�)�� 	��
� �	������ 

 � � 32
2 3 .DDp

p p
] � 
  (35) 

>���� 2 3,D D  – !
��
�����, 
!���������� � ��������# ���
	��. /������ ����
	 �
 ���-
!����� p  �
������ ����� �	�# !��	��
 �� � ��������� ���
	�� (29), � �������� ��-
��� ���# – � ��������� ���
	�� (28).  

&�� 
!��������� !
��
����# 2 3,D D  !
��������� ���
����� "������ � �p
W  	���-
� ���� (�	� �����). �����
 ��� 
!��������� !�������
	 �!���
� ������ ��
�#
���
 
������ �����. &�� 	������������
�
 ����� (32) ����� 

 

� �
� �

� � � �

3

3

32
2 3 4

2 3

1 /
1

1/ 2 /

6 6ln 2 31 6ln 2 18ln 2 1 3ln 21 .
2

p
p

p p p O p

> 
 �

U �

> 
 �

. /$ %. /� ^$ %
 U 4 52 3& '� 
 
 � 
 � 
& ' & '2 � � 3� �� � ( ) ( )4 5

 (36) 

>���� � �x^  – ����-"������ ������, � �3 1,20206.^ H  
&�� ����������
�
 ����� (32) � (34), (97), (101), (103), !
�
��	 t is� , �����  

 � � � � � �1/2 2 2 3 3 4
2 1 2 1 3 1 2 1

1 1 1 30 1 ,
2 2 6 2

J p h I p I I p I I I I p O p=



, -. / . /� 
 
 
 
 
 
 
0 12 3 2 34 5 4 56 7
 (37) 

 � � 3
2 2 2 2

1 sh ch sh chth ,
1 sh sh ( )

s s s hs hs hsh s s
s s hs hs

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

 (38) 

 � �
� �
� �

3

3

6
0 ,

1

h
h

h

U

�


U
 (39) 

 � � � �
� �

� �
� �1 2

ln '1 1 1 ln ,
2 2 2 0

d h s h s h sds ds dsI
ds s h s s h s

� � �
� � �� � �  (40) 

 � �
� �

� �
� �

2 3

2 3

2 5 4'' 0
,

0 5

h hh
I

h h

U�U 

� �

U

 (41) 
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 � � � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3 3

3 3 2 3

ln ''' ' '' '1 1 3 2 .
2 2

d h s h s h s h s h sds dsI
s h s sds h s h s

$ %
� � � 
& '& '� � ( )

� �  (42) 

(�������� ��� ��������� 1I  (40) �
��
 !��
���
	��� ������)�� 
���
�: 

 
3

2 2
10

1 th 3 th 3 1 1 6 ( 1) 6 ln 2ln ln ,
2 sh

n

n

s ds s ds ds
s s s s s ns s

� � � �

��� ��

�. / . / . /� � � � �2 3 2 3 2 3� � � � �4 5 4 5 4 5
�� � �  (43) 

� (40), (38), (43) ������� 

 1 1
6 ln 2 ,AI I� �
�

 (44) 

 � � � �
� �

� �
� �1 2

ln '1 1 1 ln ,
2 2 2 0

A A A
A

A A

d h s h s h sds ds dsI
ds s h s s h s

� � �
� � �� � �   (45) 

 � � 3
2 2 2 2

1 sh ch sh ch .
1 sh sh ( )A

s s s hs hs hsh s s
s s hs hs

. /
 

� 
U2 3
U � �4 5

 (46) 

�
�����
	�� 	�������� ��� "������ � �p]  (35) � ���
����� 	���� ���� "������ 

� �p
W  (��������� !
�����
	�� (36)–(39) 	 (32)) 	 !��	
� � ��	����	 (25) ���� ���
��-
��� I�!���-
���� !�
�	
��
� 
� ������ ���)���� 	���� ����. A �
��
���� �
 �	�# 
	���)�# ����
	 
�
 ����� 	�� 

� � � � � �
3 3

23
2 3 13 3/2 5/2 2

6 1 / 6 1 /
6 ln 2 , Re 0 .

h hDF p D D I o p p
p p

�




 U 
 U
� 
 �
 � 
 
 � 
. /4 5� �

 (47) 

A��	����� (47) � (28) !
	
���� 	�������� ������� �
������, 	#
��)�# 	 � �:p]  

 

� �3
2 1

3/2 3
3

6 1 / 6ln 2 ,

6 1 / .

D h M I N

D h N

� � 
U � 
 � 
. /4 5

� �� 
U
 (48) 

:���� 
���
�, ����� ������: !
�����
	�� ������� �
������ (48) 	 (35), � ���� 
	����� � (32)–(34) 	 (25) ���� I�!���-
���� ��!������� � !�
�	
��
� 
� ���
��� 
���)���� 	�
�� ������� ������ �!����# �	
���	. 

 
4. �&!�������� ���$&"�"��� �$�*���� -�!�/�� !�)!�)� 
����� �" ��!���+ "!�*��+ 

 
I�!���-
��� ������
� ����!�
���� �
��� ���� !
����� !���� !
�����
	�� (48), 

(35), (32), (36)–(39) 	 (25). �������� ����
� !
�����
	�� �
��� ���� �!���� 	 	��� 

� � � � � �3 'M 'N N
2 36 1 / , Re 0 .

2 2
u u uM uK M K N K M K NM NF p h O p p

pp p

$ % 
 


� 
U � 
 
 
 � 
& '
( )

 (49) 

 � � � �3 3
'M 1 1

6 ln 212 1 / 12 1 / .u AK h I h I$ %� 
 U 
 � 
 U& '�( )
 (50) 
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 � � � �
2

3 3 22 2
'N 1 1

6ln 26 1 / 1 6 1 / 1 .
2 2u A
I IK h I h I

. / . /$ %� 
U � 
 
 � 
U � 
2 3& ' 2 3�( ) 4 52 34 5
 (51) 

 � � � �
2

3 3 22 2
1 1

6ln 26 1 / 1 6 1 / 1 .
2 2uM A
I IK h I h I

. / . /$ %� 
U � 
 
 
 � 
U � 
 
2 3& ' 2 3�( ) 4 52 34 5
 (52) 

� � � � � � � �3
3 3 3

N 3 1 3 13 3

36 3 36 36ln 22 1 / 2 2 1 / 2 .u AK h I I h I I
. /^ ^. /$ %� 
U � � 
 
 � 
U � � 
2 3 2 3& '�� �( )2 3 4 54 5

 (53) 

���	�� ���� 	 (49) �

�	����	��� !�
���� �����, ���������
� ���
� � �
����
�. 
����	����� ����� �
��� �����!�����
	����� ��� !
!��	�� � *���������
� ���
��
� 
��
��� (��!� �
���� ����� :��
����
, �����	��)�� 	���� 	 ���)���� 
� !
!�����
� 
����) � �
!
���������� ���)����, 	��	����� ���������� ���
	����, 
������)���-
�� 
� ���
	�� �����
� ������. (�������, 
!���������� "
������� (50)–(53), �	������ 
!�� *�
� �
*""��������� !�
!
���
�����
��� ����� !
!�����
� ���
� � �
����
�, 
� 
��
� ��
�
��, � ���
� !
	
�
�� � �
�������� ���)����� – � ����
�. 

�
��
���� � !��	�����
�
 ������� ��!
������	���
 ��	
�
��
 	������� �����-
��� !������ � !�� *�
� ������	���
 
������, ��
 ������� !
�����	
��� �
���� ���� 
�����������, ��� �
���� *�	�	������
� ����� ������	���
 !������ �������
� ���
	�� 
	 ����������
� 	���: 

 � �3 2
'N 16 1 / .u uM AK K h I� � 
 U  (54) 

>�	����
��� 'MuK  
� h  ��� �������# 
��
����� �
����� !������	���� �� ���. 2. 

 

���. 2. >�	����
��� �
*""������� �!���
� ������ 'MuK  
� 
��
�������
� �
�)���  

��
	���� h  ��� �������# 
��
����� �
�����: �!�
���� ����� – 0,5U � ;  

!��������� – 1U � ; �
������ – 5U � ; ����#-!��������� – 10U �  

 

2 4 6 8 10
h 

10 

20 

30 

40 
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&�� �
����# 
��
	���� � �h��  �!��	����	� ����!�
���� 

 'M 16 .u AK I�  (55) 

 � �
3

2 2
sh ch 2 .

1 shA
s s s sh s

s s

. /� 
 U2 3
U �4 5

 (56) 

>���� 1AI  !
-!������� 
!���������� (45). >�	����
��� 'MuK  
� 
��
����� �
����� U  

��� �
����# h � �h��  !������	���� �� ���. 3. &����� �	����
��� ��!�
#
 �!!�
���-
�������� "
����
� 

 1/3
'M 1 7,5 .uK � 
 U  (57) 

 

���. 3. >�	����
��� �
*""������� �!���
� ������ 'MuK  
� 
��
�����  

�
����� U  ��� �
����# �
�)�� !
��
��� � �h��  

5. �&!�������� &�!�$�"!�� !�)!@����� 
 
��� p � ��  ��� (33) �!��	����	
 ������)�� ����!�
������
� ���
�����: 

 � � � � � �� �
3/2

3/2
3/2 1

p
p o p�

�
W � � 
 �

� 
U
 (58) 

�
�����
	�� (58), (35), (48) 	 (25) � ���
����� ��� �
����# 
�����������# p � ��  
���� 

 � � @ A � �
3

1/2
1

6 1 / .
1 A

hF p M I N o p
p

�
�


 U
� 
 
 �

� 
U
 (59) 

�
������� 	�������� ���������
 ���� ����!�
���� ��!������� !�� 0x��   

 @ A � �
3

1/2
1

6 1 /
.

1
yy A

h M I N o x
x

�
 U
� � 
 


� 
 U
 (60) 
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������ '$/  

 @ A
3

1
12 1 /

.
1I A

hK M I N
U
� 



U
 (61) 

A�
�
��� 	��	
�
������ *������ [38, 39] !�� *�
� ����� 	�� 

 
� �

� �
3(1) (2)

22 2
1(1) (2) (2) (2)

6 1 /1 .
2 2I I A

hE EJ K K M I N
E E E E


 U
 
 U
� � � 
  (62) 

�
������
� 	�������� ��� ��
�
��� 	��	
�
������ *������ ��� 1, 1hU � �  �
	!�-
���� � *����������� �������� (��!�����, [2]). ��� �����
������ ����� 
 ���!�
����-
����� �����"����
� ���)��� 	 ����������
� !
����
	�� !��	������� ����� ��� 
!��-
������� !�������
	 ��������� �
��� ���������	����� ���� ��� !�����������, !
-
��
���� 	 
�)�� ������ 	 �
��
� ������� ����� !�������	
	��� 
�� �
��. �����
 
����� ����� � ���
��
������
� ������� [13] ��� ������, �
��� !�������)�� ��
� �
��� 
��
����� ���� 
��
�������
 �����, �
 ������	����� ������ ������ (��!�����, 	�����-
	�����
	���). 

 
Q���^#���� 

 
�
�����
 � ������
	��
 ������� 
��
�
��
� ����� 
 !
������
����
� ���)���, 

!�
#
��)�� 	�
�� �������, �������)�� �	� �!����# ��
� � 
������)����� �	
���	���. 
����� !��������� !��
���
	���� I�!���� ����� �	����� � 
��
�
��
� �������
� ����� 
������. ( !���!
�
����� 	
�
��
��� !������������ 	������� �
�������# ��!������� 
�� ��	��
	�� ���)���� � ��	��
	�# ��!������� �� �
�������� ���)���� ����� �	����� 
� �	�� ��������� ������ ������. �
������ ����!�
���� !
�� ��!������� 	���� 	��-
���� ���)���, ����)��
 �
���	�� 
�
����
��� !�� 
������	�� 
���������)�# ����
	. 
�
������ �
*""������ �������	�
��� ��!�������. �
����
, ��
 	���)�� ����� ����-
!�
���� ���)���� �����
	 ���)��� 	���� 
� 	������ ���)��� �

�	����	��� ���)���� 
����� !�� ��������# ���
	��# ��!� �!���
� ������, �
 ���� ���
	��# !�
!
���
�����
-
��� ���)���� 	 �
��� ������ 	���
�� ������ � ������)��� �
�����. 

 
���
�� 	�!
����� !�� "�����
	
� !
������� ��
������ ��������� �7/ J I.3. 
 

?!���'���� 1. �+��� ���)� $�'�@ &!��)�����( �" ���#�� �$�*���� � ��-
&!�'����$� �� /!���>� ���� 

 
�����
���� !�
��
��"
����
	���
� �
��
���� !
�
�� [0,1]yF  	 ������
	
� �����-

�� �

������, 	��#��� ������� 1y �  �
�
�
� �	
�
��� 
� ��!�������. 

 � � � �,1 ,1 0,yy xyx x� � � �  (63) 

� � ������ ������� 0y �  !���
���� ���
�
��� ������� �����
� 

 � � � �,0 ,xy xx q x� �  (64) 
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 � � � �,0 .yy yx q x� �  (65) 

>���� � � � �,x yq x q x  – ������� "������. ( 
��
	�
� ��
����� ������� ���
��� [19–22]. 
/����� �	�� ����� �����	��)�� �� ������ ������� !
�
�� ������
� �����
� 

� !�
�	
����� 
� �
�!
���� ���)���� � � � �, 0 , ,0u vx x
x x
� �
� �

. 

�
���� ������� ���	����� ��
��� �!���
��� 	�������: 
1) ���	����� ��	�
	���� 	 
������	�� 
�Q����# ��� 

 0,xyxx

x y
����


 �
� �

 (66) 

 0,xy yy

x y
�� ��


 �
� �

 (67) 

��� , ,xx yy xy� � �  – �
�!
����� ���
�� ��!�������; 
2) ���	����� ��
�� 6���, 	��������� ���� �
�!
����� ���)���� , :u v  

 � � � �(2) (2)1 ,xx yy yy
uE
x
�

� � 
 � � 
 : �
�

 (68) 

 � �(2) (2)2 1 ,xy
u vE
y x

$ %� �

 � 
 : �& '� �( )

 (69) 

��� (2) (2),E :  – �
���� @��� � �
*""������ �����
�� !
�
��; 
3) ���	����� �
	�����
���, 	�������
� ���� �
�!
����� ���
�� ��!�������  

 � �
2 2

2 2 0.xx yyx y
$ %� �


 � 
� �& '
� �( )

 (70) 

&�� ������� !
���	����
� ����� !
�	������ ���	����� (69) ������)�� !��
���-


	�����. �
����	�� ������� u
x
�
�

 � ���	����� (68) 	 !�
��""�������
	���
� !
 x  

���	����� (69). 

 � � � �2
(2) (2)

2 1 2 .xx yyxy yyvE
x y yx

� � 
��� ��$ %�
� 
 : 
 �& '� � �� ( )

 (71) 

�
�����
	�� ���� ���	����� ��	�
	���� (67) ���� 

 � � � �2
(2) (2)

2 1 .xx yyyyvE
y yx

� � 
 ����
� 
 : �

� ��
 (72) 

&�� ������� ������� ���	����� (66), (67), (68), (72), (70) ��!
����� �	���
�
���� 
!��
���
	���� I�!����, 
!�������)�� 
��� � �f̂ p  "������ � �, ,f x y  
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 � � � �ˆ , , .pxf p y f x y e dx
�

�

��

� �  (73) 

������
� !��
���
	���� !�� *�
� 
!���������� ���  

 � � � �1 ˆ, , ,
2

px

L

f x y f p y e dp
i

� �
� �  (74) 

��� ��!��	����� 
�#
�� !
 �
����� L , �

�	����	��)��� ����
� 
��, 
��)���	������ 
�	��#� 	��. 

:����"
������ 
� ���	����� (66), (67), (68), (72), (70) � ��������# ���
	�� (63), 
(64), (65) !����� 	�� 

 � � � �ˆ ,
ˆ , 0,xy

xx
d p y

p p y
dy

�
� 
 �  (75) 

 � � � �ˆ ,
ˆ , 0,yy

xy
d p y

p p y
dy

�
� 
 �  (76) 

 � � � �
2

2
2 ˆ ˆ, , 0,xx yy

dp p y p y
dy

$ %
. /
 � 
� �& ' 4 5

( )
 (77) 

 � � � � � � � � � �(2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ' , , , 1 , ,xx yy yyE u p y p y p y p y� � 
 � � 
 : �  (78) 

 � � � � � � � � � �(2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ' , 1 , , , ,xx xx yy
dpE v p y p p y p y p y
dy
. /� 
: � � � 
�4 5   (79) 

 � � � �ˆ ˆ,1 ,1 0,xy yyp p� � � �   (80) 

 � � � �ˆ ,0 ,xy xp q p� �   (81) 

 � � � �ˆ ,0 .yy yp q p� �   (82) 

>����  

 ' , ' ,u vu v
x x
� �

� �
� �

  (83) 

� 

 

� � � �

� � � �

,0 ,

,0

px
x xy

px
y yy

q p x e dx

q p x e dx

�
�

��

�
�

��

� � "

� � "

�

�
 (84) 

���� �����"
������ 
� ��!������� �� ������ �������. 
������� ������� 
����
	����# ��""�����������# ���	����� (75)–(79) � ���������� 

���
	���� (80)–(82) ���� 	�������� ��� �����"
����� !�
�	
���# ���)���� ���� �����-
	��)�� �� ������ ���� !
�
�� � �0y �  ��!�������. &�� !
���	����
� ����� ������� 

!������	���� ������� �����"
����� !�
�	
���# ���)���� �� *�
� �� ����� � �0 :y �  
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� � � � � � � �

� � � � � � � �

(2) 2 (2)
(2)

(2) (2) 2
(2)

sin cos 1 ,
2 2

1 sin cos ,
2 2

x x y y

y x x y

E p p p pg p q p q p q p
d d

E p p p pg p q p q p q p
d d

� �:
� 
 


�: 

� � � 


 (85) 

 2 2sin .d p p� �  (86) 

>���� 

 

� � � �

� � � �

(2)

(2)

,0 ,

,0 .

px
x

px
y

g p u x e dx
x

g p v x e dx
x

�
�

��

�
�

��

�
� "

�

�
� "

�

�

�
 (87) 

'
*""������� 	 !
�������# 	��������# ���������� �� 	��� ����
� 
�� � ��-
��������� ����, ��� 
�� ����� !
���� �
 �������
 !
����� 	����������
. �
��� 
�������
 !
����� 	 ���� �����"
������ �

�	����	��� �	��������
�� �
��� 
�������� �� 
����
����
���. A���
	������
, � !
�������# 	��������, 	 �����
���, �������, ��
 !�� 

������	�� 
�
����
���� ��� ��!������� !�
�	
���� 
� ���)���� �
��� ����� ��� 
�	����� �����
����, � ���� ���)���� ��� ��� �����
����. &�� !
�
�� ���
� !
	������ 
�	������ 
�)��	������ "���
�, 	 �����
���, 	 �����# *���������
� ���
��
� ��
���, 
�	���)���� !�� 
!���������# ���
	��# ���
�
� ����!�
���
� �
��
� ��
���, ���)���� 
	���� 
� !���
����
� ������� ��� � ������	�� ���	��� 	���
�
� ������ ��� ������ 
���!��� �����
����. 

 
?!���'���� 2. ��)��'���� 0��"�!�)@^*�[ 0@��>�( �-��)� �@�� 

 
����� ��)���	��� "���
������ "������ � �h t   

 � � � � � �/ ,h t H z H z
 ��  (88) 

  � � � �1exp .
2

h t
H z dt

i t z= �
� ��  (89) 

����� "������ � �h t  ������ � � � �h t h t� � . :
��� "������ � �ln h t �
�� ������. A
����-

�
 "
������ A
#
��
�
-������� !��������� ������� � �0H t=  	��������� ������)�� 

���
�: 

 � � � � � �0 0 0ln ln ln ,H t H t h t
 �� �   (90) 

 � � � � � �
0 0

0

ln1ln ln .
h t

H t H t dt
i t t
 �
 �
� ��   (91) 

$ !
�������
 ��	����	� � ����
� ����
��� � �ln h t  ��� 0 0t �  ������� 

� � � �ln 0 ln 0H H
 �� � . �
����	��� !
������
� ��	����	
 	 (90), !
������  
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 � � � �1/2
0 0 0 .H H h== =� �  (92) 

&�� !
������� ������)�# ����
	 ���
����� 	������� k-� �
����"�������� !�
-
�	
���� 
� 
���# ������ ��	����	� (88): 

 � � � � � �ln ln ln .
k k k

k k k
d d dH z H z h z
dz dz dz
 �� �  (93) 

/� 
��
	���� "
���� A
#
��
�
–������� !��������� ������� "������ 

� �ln
k

k
d H z
dz 
  	 ���� ������)��: 

 � � � �1ln ln ,
2

k k

kk k
d dH z h z I
dz dz= � = 
  (94) 

 � �ln1 ,
2

k

k k

d h t dtI
i tdt

� �
�

  (95) 

!����� ���� "������ � �h t  ������, �
 ��� 	��# �������# k  	 !��	
� ����� ��	����	� (94) 
����� 
��������� !��	�� �����, � ��� 	��# �����# k  – 	�
���. 

(�!���� ����
���
 !��	�# ����
	 !
������
�
 ����� 
���
� ���
�����. &�� 
!��	
� �
����"������
� !�
�	
��
� 

 � �
� �

� �
� � 1

' 0 ' 0
,

0 0
H H

I
H H

 �


 �

� �  (96) 

 � � � �
� � � �1 2

ln '1 1 1 ln .
2 2 2

d h t h tdt dt dtI h t
i dt t i h t t i t

� � �
� � �� � �   (97) 

&�� 	�
�
� �
����"������
� !�
�	
��
� 

 � �
� �

� �
� �

� �
� �

2

2

'' 0 ' 0 '' 0
.

0 2 00
H H h
H hH
= =

= =

� � =  (98) 

A ����
� (96) ����
� 	�������� !��
�������� � 	��� 

 � �
� �

� �
� �

2
1

'' 0 '' 0
.

0 2 0
H h

I
H h
=

=

� = 
   (99) 

&�� ������� !�
�	
��
� !
������ 

 � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3

32 3

''' 0 ' 0 '' 0 ' 0
3 2 ,

0 0 0
H H H H

I
H H H
= = = =

= = =

� 
 �   (100) 

 � � � �
� �

� � � �
� �

� �
� �

3 3

3 3 2 3

ln ''' ' '' '1 1 3 2 .
2 2

d h t h t h t h t h tdt dtI
i t i h t tdt h t h t

$ %
� � � 
& '� � & '� � ( )

  (101) 

A ����
� (96) � (99) 	�������� (100) !��
�������� � 	��� 

 � �
� �

� �
� �

3
3 1 1

''' 0 '' 03 .
0 2 0

H h
I I I

H h
=

=

� = 
  (102) 
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( ��������� ��� ���
����� "���
����)�# "������ 	���� ���� �
��� ��!
��
-
	����� ������)�� !������	�����: 

 � � � � � �
� �

� �
� � � �1/2 2 2 3 3 4

1 1 3 1 1
'' 0 '' 01 1 30 1 .

2 2 0 6 2 0
h h

H z h I z I z I I I z O z
h h

=
=

, -. / . /K K� 
 
 = 
 
 = 
 
0 12 3 2 3
K K4 5 4 56 7

 (103) 

&����� 	�	
� �� !������	���� ��
��
���, 
����
 	 ���������� (��!�����, [40, 41]) 

����
 
�������	����� ���� �	��� ������� ���
�����. 

 
��-���/!�0�#����( c&����  

 
1. Suo Z., Hutchinson J.W. Interface crack between two elastic layers // Int. J. Fract. – 1990. – 

Vol. 43. – �. 1–18.  
2. Hutchinson J.W., Suo Z. Mixed Mode Cracking in Layered Materials // Adv. Appl. Mech. / eds. 

J.W. Hutchinson, T.Y. Wu. – 1992. – Vol. 29. – �. 63–191. 
3. 7��������
	 (.�., �#������ A.�. '
�������� ����� ��� ��� � �
����� !
�������� 

� !�
��
�����. – �.: /����. 1983. – 487 �. 
4. 6���
��� ?.$., :
�����	 (.�. '
�������� ����� ��
��� !������ � 
�
�
���. – �.: ��-

���
���
����. – 1980. – 415 �. 
5. 6���
	 �.7. A���������� !�
���� ����� ��
��� �!���
���. – A��.: $�-	
 A.-������.  

��-��, 2001. – 192 �. 
6. Ustinov K.B., Dyskin A.V., Germanovich L.N. Asymptotic analysis of extensive crack growth 

parallel to free boundary // 3rd Int. Conf. Localized Damage – 94. – 1994. – �. 623–630. 
7. Cotterell B., Chen Z. Buckling and cracking of thin film on compliant substrates under compres-

sion // Int. J. Frac. – 2000. – Vol. 104. – No. 2. – P. 169–179. 
8. Dyskin A.V., Germanovich L.N., Ustinov K.B. Asymptotic analysis of crack interaction with free 

boundary // Int. J. Solids Structures. – 2000. – Vol. 37. – P. 857–886. 
9. Yu H.H., He M.Y., Hutchinson J.W. Edge effects in thin film delamination // Acta Mater. – 2001. – 

Vol. 49. – P. 93–107. 
10. Yu H.-H., Hutchinson J.W. Influence of substrate compliance on buckling delamination of thin 

films // Int. J. Fract. – 2002. – Vol. 113. – P. 39–55. 
11. Effect of substrate compliance on the global unilateral post-buckling of coatings: AFM observa-

tion and finite element calculations / G. Parry, J. Colin, C. Coupeau, F. Foucher, A. Cimetière, J. Grilhé // 
Acta materialia. – 2005. – Vol. 53. – P. 441–447. 

12. 6
�������� �.(., %����
	 '.G., D���
	 7.(. ������ 	������ !
�����	
��� !
��
��� �� 
��!������� !
���� ���
���	
��� 
���
�	���
�� !
������ // (�����. ��#. �!�. ����. – 2011. – 
:. 4, J 3. – A. 48–57. 

13. A������� �.I., %����
	 '.G. >����� 
� �!���
 �������
� !�������, �
�������)�� ���-
����
 
���
�	����� 
� !
��
��� !
������ (!�
���� ��"
������) // $	����� �7/ �::. – 2012. – 
J 4. – C. 50–62. 

14. %����
	 '.G. H)� �� � ����� 
 !
��!�
��
���, 
��������
� !
������
����
� ���)�-
�
�, !���������
� ������� // (������ �/$�%. ��#�����. – 2013. – J 4. – C. 138–168. 

15. Ustinov K.B. On influence of substrate compliance on delamination and buckling of coatings // 
Eng. Fail. Analys. – 2015. – Vol. 48B. – �. 338–344. 

16. %����
	 '.G.. � ��	��
	
� 
���
���� �
��
� !
�
�� 
� !
��!�
��
��� // $	. �7/. 
�::. – 2014. – J 6. – A. 141–152. 

17. %����
	 '.G.. �� 
���
���� ��
� 
� !
��!�
��
���; ���
	�� �!���
� ������ ��� !�����-
��, *�	�	������
� ��
� // $	. �7/. �::. – 2015. – J 1. – A. 75–95. 

 



���
��� �.�. / �����
� �����. ����
� 4 (2015) 226–245 

 243

18. %����
	 '.G., '��!��
	� H.7. ������ 	������ ���	��� � !
�����	
��� 
��
	���� �� !�-
������� 
���
���� !
������ // &�"
������ � ��������� ��������
	. – 2015. – J 3 – A. 28–35. 

19. >����� 7./., F��!�
	 A.A. �
������
������ ���)���, !����������� ������� �!���
� !
-
��!�
��
��� // &
��. 7/ AAA�. – 1986. – :. 31. – A. 1009–1010. 

20. >����� 7./., F��!�
	 A.A. %!����� !
��!�
��
���, 
���������� ���)��
�, !���������
� 
�� ������� // $�����
	���� !
 �!���
��� � !�������
���. ��
����� �
	������
� ��#����� ��-
�������. – 1990. – T. 16. – A. 68–75. 

21. >����� 7./., F��!�
	 A.A. (���
���� ����� ������ � ������	�� ������
� !
������� 
�������-�
*""������� // $	. (/$$6 ��. G.H. (������	�. – 1985. – :. 181. – A. 12–16. 

22. Khrapkov A.A. Wiener-Hopf method in mixed elasticity theory problems. – S.-P., 2001. 
23. (
�
	�� $.$., 7��������
	 (.�., G�����
 (.7. /������������� ��������� ����� ��
-

��� �!���
���. – �.: /����, 1974. – 456 �. 
24. (
�
	�� $.$., G�����
 (.7. &����������� ��������� ����� ��
��� �!���
��� ��� ��-

�����������# 
�������. – �., 1979. – 320 �. 
25. G�����
 (.7. ��
�)����� ���
� "���
������ 	 !�
�������	����# �����������# ���-

�����# �����# ��
��� �!���
���. – �.: /����, 1984. – 256 �. 
26. Abrahams I.D. On the non-commutative of factorization of Wienner-Hopf kernels of Khrapkov 

type // Proc. Roy. Soc. London A. – 1998. – Vol. 454. – �. 1719–1743. 
27. Heins A.E. System of Wiener-Hopf equations // Proceeding of Symposia in Applied mathemat-

ics II. – McGraw-Hill, 1950. – �. 76–81. 
28. D��
����	 6./., ' ������� 	 ������
� "
��� ����	
� ����� ������ ��� ������ n !�� 

"������ // %���. �!. '���. ��-��. – 1956. – T. 116�. – K�. 4. – A. 31–58. 
29. Daniele V.G. On the factorization of Wiener-Hopf matrices in problem solvable with Hurd’s 

method // Trans ANTENNAS propagate. – 1978. – Vol. 26. – �. 614–616. 
30. Jones D.S. Commutative Wiener-Hopf factorization of a matrix // Proc. R. Soc. A. – 1984. – 

Vol. 393. – �. 185–192. 
31. �
����	 /.6. � "���
������ ������-"������ �!�������
�
 	��� // &
��. 7/ AAA�. – 

1989. – :. 305, J 1. – C. 44–47. 
32. Antipov Y.A., Moiseev N.G. Exact solution of the plane problem for a composite plane with 

a cut across the boundary between two media // J. Appl. Math. Mech. – 1991. – Vol. 55. – �. 531–539. 
33. Antipov D.A., Silvestrov V.V. Factorization on a Riemann surface in scuttering theory // QR. 

J. Mech. Appl. Math. – 2002. – Vol. 55. – �. 607–654. 
34. Antipov D.A., Silvestrov V.V. Vector functional difference equation in electromagnetic 

scuttering // IMA J. Appl. Math. – 2004. – Vol. 69. – No. 1. – �. 27–69. 
35. Koiter W.T. On the diffusion of load from a stiffener into a sheet // Quart. J. Mech. Appl. Math. – 

1955. – Vol. 8. – Part 2. – P. 164–178. 
36. Alblas J.B., Kuypers W.J.J. On the diffusion of load from a stiffener into an infinite wedge-

shaped plate // Applied Scientific Research, Section A. – 1965–1966. – Vol. 15. – Iss. 1. – P. 429–439. 
37. '������� 7.$. �������������� ���
�� �	�����
� �!���
���. – �. /����, 1973. – 303 �. 
38. A������� �.I. � #��!�
� ��������� ��������# ��� // ���. – 1963. – :. 27. – J 5. – 

C. 957–962. 
39. Malyshev B.M., Salganik R.L. The strength of adhesive joints using the theory of crack // Int. J. 

Fract. Mech. – 1965. – Vol. 1. – No. 2. – C. 114–128. 
40. ���#����	��� /.$. A���������� ������������ ���	�����. – 2-� ��. – �.: /����, 

1962. – 600 �. 
41. 6�#
	 �.&. '���	�� �����. – �.: /����, 1977. – 640 �. 
 
 
 
 



Ustinov K.B. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 226–245 

 244 

References 
 
1. Suo Z., Hutchinson J.W. Interface crack between two elastic layers. Int. J. Fract. 1990, vol. 43, 

pp. 1-18.  
2. Hutchinson J.W., Suo Z. Mixed Mode Cracking in Layered Materials. Adv. Appl. Mech. eds. 

J.W. Hutchinson, T.Y. Wu, 1992, vol. 29, pp. 63-191. 
3. Alexandrov V.M., Mkhitaryan S.M., Kontaktnye zadachi dlya tel s tonkimi pokrytiyami i 

prosloikami [Contact Problems for Bodies with Thin Coatings and Interlayers]. Moscow: Nauka, 1983. 
487 p. 

4. Grigoluk E.I., Tolkachev V.M. Kontaktnye zadachi teorii plastin I obolochek [Contact problems 
of plate and shell theory]. Moscow: Mashinostroenie, 1980. 415 p. 

5. Grekov M.A. Singulyarnaya ploskaya zadacha teorii uprugosti [Singular Plane Problem of Elas-
ticity]. St. Petersburgskii universitet, 2001. 192 p.  

6. Ustinov K.B., Dyskin A.V., Germanovich L.N. Asymptotic analysis of extensive crack growth 
parallel to free boundary. 3rd Int. Conf. Localized Damage 94, 1994, pp. 623-630. 

7. Cotterell B., Chen Z. Buckling and cracking of thin film on compliant substrates under compres-
sion. Int. J. Frac., 2000, vol. 104, no. 2, pp. 169-179. 

8. Dyskin A.V., Germanovich L.N., Ustinov K.B. Asymptotic analysis of crack interaction with free 
boundary. Int. J. Solids Structures, 2000, vol. 37, pp. 857-886. 

9. Yu H.H., He M.Y., Hutchinson J.W. Edge effects in thin film delamination. Acta Mater., 2001, 
vol. 49, pp. 93-107.  

10. Yu H.-H., Hutchinson J.W. Influence of substrate compliance on buckling delamination of thin 
films. Int. J. Fract., 2002, vol. 113, pp. 39-55. 

11. Parry G., Colin J., Coupeau C., Foucher F., Cimetière A., Grilhé J., Effect of substrate compli-
ance on the global unilateral post-buckling of coatings: AFM observation and finite element calculations. 
Acta materialia, 2005, vol. 53, pp. 441-447. 

12. Goldstein R.V., Ustinov K.B., Chentsov A.V. Influence of substrate compliance on stresses gener-
ating stability loss of a delaminated coating. Comput. continuum mech., 2011, vol. 4, no. 3, pp. 48-57. 

13. Salganik R.L., Ustinov K.B. Deformation problem for an elastically fixed plate modeling a coating 
partially delaminated from the substrate (plane strain). Mech. of Solids., 2012, vol. 47, no. 4, pp. 415-425. 

14. Ustinov K.B. Once more to the problem on a half-plane, weakened by a semi-infinite crack, 
parallel to its boundary. PNRPU Mechanics Bulletin, 2013, no. 4, pp. 138-168. 

15. Ustinov K.B. On influence of substrate compliance on delamination and buckling of coatings. 
Eng. Fail. Analys., 2015, vol. 48B, pp. 338-344. 

16. Ustinov K.B., On Shear Separation of a Thin Strip from the Half-Plane. Mech. Solids., 2014, 
vol. 49, no. 6, pp. 713-724. 

17. Ustinov K.B., On separation of a layer from the half-plane: elastic fixation conditions for a plate 
equivalent to the layer. Mech. Solids, 2015, vol. 50, no. 1, pp. 62-80.  

18. Ustinov K.B., Kasparova E.A. Otsenka vliianiia krivizny i podatlivosti osnovaniia na parametry 
otsloeniia pokrytiia [Influence assessment of curvature and yielding of substrate on parameters of coating 
delamination]. Deformatsiia i Razrushenie Materialov, 2015, no. 3, pp. 28-35. 

19. Zlatin A.N., Khrapkov A.A. A Semi-Infinite Crack Parallel to the Boundary of the Elastic Half-
Plane. Doklady Akademii nauk SSSR, 1986, vol. 31, pp. 1009-1010.  

20. Zlatin A.N., Khrapkov A.A. Uprugaia poluploskost, oslablennaia treshchinoi, parallelnoi eyo 
granitse [Elastic half-plane weakened by a crack parallel to its boundary], Issledovaniya po uprugosti i 
plastichnosti. Problemy sovremennoi mekhaniki razrusheniia, 1990, vol. 16, pp. 68-75. 

21. Zlatin A.N., Khrapkov A.A. Vektornaia zadacha Rimana s nenulevym indeksom pokazatelia 
matritsy-koeffitsienta [Vector Riemann Problem with Zero Index of Matrix-Coefficient Exponent]. Izvestiia 
nauchno-issledovatelskogo institut gidrotekhniki imeni B.E. Vedeneeva, 1985, vol. 181, pp. 12-16. 



���
��� �.�. / �����
� �����. ����
� 4 (2015) 226–245 

 245

22. Khrapkov A.A. Wiener-Hopf method in mixed elasticity theory problems. Saint Petersburg, 
2001. 

23. Vorovich I.I., $.$., Aleksandrov V.M., Babeshko V.A. Neklassicheskie smeshannye zadachi 
teorii uprugosti [Nonclassical mixed problems in theory of elasticity]. Moscow: Nauka, 1974. 456 p.  

24. Vorovich I.I., Babeshko V.A. Dinamicheskie smeshannye zadachi teorii uprugosti dlia 
neklassicheskikh oblastei [Dynamical mixed problems of elasticity theory for non-classical domains]. 
Moscow: Nauka, 1979. 320 p.  

25. Babeshko V.A. Obobshchennyi metod faktorizatsii v prostranstvennykh smeshannykh 
zadachakh teorii uprugosti [Generalized method of factorization in 3-D dynamical mixed problems of 
theory of elasticity]. Moscow: Nauka, 1984. 256 p. 

26. Abrahams I.D. On the non-commutative of factorization of Wienner-Hopf kernels of Khrapkov 
type. Proc. Roy. Soc. London A., 1998, vol. 454, pp. 1719-1743. 

27. Heins A.E. System of Wiener-Hopf equations. Proceeding of Symposia in Applied mathematics II. 
McGraw-Hill. 1950, pp. 76-81. 

28. Chebotarev G.N. K resheniiu v zamknutoi forme kraevoi zadachi Rimana dlia system n par 
funktsii [To Solution of Riemann Boundary-Value Problem in Closed Form for Systems of n Pairs of 
Functions]. Uchenye zapiski Kazanskogo universiteta, 1956, vol. 1166, no. 4, pp. 31-58. 

29. Daniele V.G. On the factorization of Wiener-Hopf matrices in problem solvable with Hurd’s 
method. Trans ANTENNAS propagate, 1978, vol. 26, pp. 614-616. 

30. Jones D.S. Commutative Wiener-Hopf factorization of a matrix. Proc. R. Soc. A., 1984, 
vol. 393, pp. 185-192. 

31. Moiseev N.G., Factorization of Matrix Functions of Special Form. Sov. Math. Dokl., 1989, 
vol. 39, pp. 264-267. 

32. Antipov Y.A., Moiseev N.G. Exact solution of the plane problem for a composite plane with 
a cut across the boundary between two media. J. Appl. Math. Mech., 1991, vol. 55, pp. 531-539. 

33. Antipov D.A., Silvestrov V.V. Factorization on a Riemann surface in scuttering theory. QR. J. 
Mech. Appl. Math., 2002, vol. 55, pp. 607-654. 

34. Antipov D.A., Silvestrov V.V. Vector functional difference equation in electromagnetic 
scuttering. IMA Journal of Applied Math., 2004, vol. 69, no. 1, pp. 27-69. 

35. Koiter W.T. On the diffusion of load from a stiffener into a sheet. Quart. J. Mech. Appl. Math., 
1955, vol. 8, part 2, pp. 164-178. 

36. Alblas J.B., Kuypers W.J.J. On the diffusion of load from a stiffener into an infinite wedge-
shaped plate. Appl. Sci. Res., Sec. A., 1965-1966, vol. 15, iss. 1, pp. 429-439. 

37. Kalandiia A.I. Matematicheskie metody dvumernoi uprugosti [Mathematical Methods of Two-
Dimensional Elasticity]. Moscow: Nauka, 1973. 303 p.  

38. Salganik R. L., The Brittle Fracture of Cemented Bodies. J. Appl. Math. Mech., 1963, vol. 27, 
no. 5, pp. 1468-1478. 

39. Malyshev B.M., Salganik R.L. The strength of adhesive joints using the theory of crack. Int. J. 
Frac. Mech., 1965, vol. 1, no. 2, pp. 114-128. 

40. Muskhelishvili N.I. Singular integral equations; boundary problems of function theory and their 
application to mathematical physics. Groningen: P. Noordhoff, 1953. 600 p. 

41. Gakhov F.D. Boundary Value Problems. International Series of Monographs in Pure and Ap-
plied Mathematics, vol. 85. Oxford/London/Edinburgh/New York/Paris/Frankfurt, Pergamon Press, 
1966. 564 p.  


