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 @�������������� ��
�������������� ������������ #����� ��
��� !�����
-
�"���
��� ��� ���#
��
"�
�
 "��#
����������
�
 ��������
 "
����#
����
�
 ��-
������. (����������� �
��	���� 
���������>��� #� ���� �������� �� ��
 �
���-
��� !�����
���
������ ���	����
 #����"������ "
�����
���� �������
����
�
�����#�� � ���� �
�������� ��"��
����, ����>����� "�
�#�
������ ���������
��������
�, ���
�
� �

������ � �������. @�#��	
������ ���
���� ������� "
-
#�
���� ��
�����
���� ��#������ ������������ � !������������ ���
��� �� ��-
������������ ��!�����
���
������ "
�����
���� !�������. ��� 
"��������
���
� ����
���� ��	
�� ������� �� ��
	
����� 
� �
�������� � ����������� ��"��-

����. 

/
�
� #������
� ������� "
���
��
 � ��������
� "
����
��� "���� "
���-
�
�������
�
 ��"
��#
����� ���
�� ��"
��
�
 ��#������� "��������� � ����
�
������ ������������ "��
	��#
�����. *
����
�������
 "������>��� "��
	��-
#
����� &���� � �
������� "�������� "
 ��������
� �

������� � 
	
	����
� 
�
����
� "��
	��#
����� (:)*) "
 ��������
� "�������
�. *�� !�
� �� ��
�
�
!��"� ������� "�
�
����� "�
������ ���������#����, �
�
��� "
#�
���� "�����-
�� ��������� ���
��� "
 �

��������>��� �

������� � 
��
�
����. 

*
�������� ��������� �

��
����� 
��
�������
 �
�"
���� ����
�� "���-
������� � "
�������� !����������
�
 "
�� "
#�
��>� 
"�������� ����
�� �
	��-
������ ��
�������������� �
��	����, ��"��
���
-���
����
����
� �
��
���� 
"��#
����������
�
 ��������, � ���
� ��� "�������� ����������
�
 !��������-
��
�
 "
��. @�#�
��� "
�������
� ��
�� !�����
���
������� �
������� "
����-
�
����� 
"���������� � "
�
��> �#���������
�
 "��	
�� � 	
����� ��
����
�
"�
���������, ��
 �

���������� ��
��� «�
�
��
�
 �
��».  

H����# ��������� ��#������
� ������� "
#�
���� ������� ���
�, ��
 ��"
��-
#
����� "
���
���
�
 ���
����� ���� �
#�

�
��� "
 ��������> � ����������
���
���� "
������ 	
��� �
���� #������� �"����� ����
� �
	�������� �
��	�-
���, ��"��
���
-���
����
����
�
 �
��
���� � !����������
�
 "
�� "��#
����-
������
�
 ��������. 
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 The paper considers nonaxisymmetric dynamic problem for the theory of
electroelasticity of anisotropic piezoceramic cylinder axially polarized. Mechanical vibra-
tions are carried out by the action of its end surfaces of the non-stationary load as normal 
stresses; it is an arbitrary function of the radial, angular position and time. At the same
end the surfaces are covered with electrodes and fixed membranes. The developed algo-
rithm of calculation allows to meet a variety of mechanical and electrical conditions on the 
cylindrical surfaces of the electrodes that are not covered. To be specific, in this paper, 
they are considered free from normal and shear stresses. 

The new closed solution is built in three-dimensional statement through the con-
sistent use of the method of incomplete separation of variables in the form of integral
transformations. The author has consistently applied Fourier transformation with finite
limits on the axial coordinate and the final transformation of generalized (FIT) for the 
radial variable. At each stage of the decision-making, the standardization is utilized that 
allows one to bring the boundary conditions on the corresponding coordinate in uniform. 

The calculated ratio the components of the displacement vector and the electric field 
potential make it possible to determine the frequency of natural oscillations
nonaxisymmetric, stress-strain state of the piezoceramic cylinder, and all parameters 
induced by the electric field. The potential difference between the end faces is deter-
mined by a measuring instrument with a high input impedance which corresponds to the
“idle”. 

The numerical results of calculation lead to the conclusion that the use of the con-
structed algorithm makes it possible, compared with the numerical methods, to obtain 
more accurate values of natural frequencies of the spectrum, the stress-strain state and 
the electric field of the piezoceramic cylinder. 
 

© PNRPU
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theory of electrodynamics,  
the problem of direct piezoelectric 
effect, piezo-ceramic cylinder,  
nonaxisymmetric dynamic load, 
finite integral transforms 
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/���
��� ���!�
����������� �
��������	���� *��������� !��

�����������# 

!��
���

	������ �	������ ���� ���
������
� "
��� 	 	��� �!�
���# �������
	 �
-
�����# ��
���
	 (������# �
����# !������) [1–3]. &�� 
!������ �# ���
�� 	 �������# 
���
	��# � ���������� "�����
������# 	

�
��
���� ��
�#
��� ����������� �����
 
�������
�����# !�
����
	, ��
 �
�
�
�
 ��	

�
��
 !
���� *""��� 	
���
�����	�� ��-
#��������# � *�����������# !
��� ��!�������. (����� � ��� ��)���	��)�� ���
�� 
������� !��

*�����������# *������
	 �
��������� �� �������
������ 	

�����	�� ��-
���
 �� �
	�������, � �
�������	
 �
 ��# �	������ !������������. ��� *�
� 
����-
������� ����� ������
	���� �	�
��� � ��
���
��
� ��������# ���
�
	 ������� [4, 5], 
� ����� � !��	������� *��# 
���� � ����������� ��� �	�
������������.  

( �	�
� � *��� �� !��	�� !��� 	�#
��� ���
��, !

	
���)�� !
������ 
�������� 
������� �������
�����# �������
-����	�# 
���� ��
��� *�����
�!���
��� ��� ��� �
-
�����# ��
���
	 	 ���#����
� !
����
	��. �������������� �����
��� !�� �����
���� 
����
�
 !
�#
�� !��	
��� � �
��, ��
 
����������� ����� ���
� 	 *�
� 
������ �	�
��� 
� ������
	����� 
�������������# 
���� [6–12]. A�)���	���
 ������� �
������	
 ��-
����� !
�����
 	 ������ ��
������������
� �# !
����
	�� [6, 13–15]. ������ ���
�� 
[6,13,14] !
�	�)��� ������
	���� �
���	����# �
�������, � 	 [15] ���������	����� ��-
���
	�	����� ����� 	���������# �
�������. 
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( ����
�)�� ���
�� ��
�������������� ������������ 
����� 	 ���#����
� !
���-
�
	�� ����������� � !
�
)�� !
����
	������
�
 !��������� �
�����# �����������# 
!��
���

	���� !
 	��� !�
�������	����� !��������� [16,17]. &����� !
�#
� !

	
-
���� !
������ �
����, 	 �����# ��!
��
����# �
�����, ��������� �

��
����� 	 ����
-
��� 
�)�� 	��� ��� !��

����������
�
 ��������, 	�!
�����
�
 �
 ��������� ������
-
�����
� ������� ������ 6mm [18], 	 �
�
�
� 
�� ��������� !���������� ��������
� �
-

�������.  

 
1. ?��"������ )���#� 

 
A!�
��
� ���

��
!��� ������� 
������� 	 ������������
� ������� �

������ 

� �, ,r z� ��  
������ � : *0 ,r b�� �  0 2 ,� � � �  +0 z h�� �  � 	�!
���� �
 !��

����������
-
�
 ���������. :
���	�� *�����
���
	����� ��������
 
����!������ !
	��#�
���  
( 0,z h� � ) !
�������� � �
���������
�� !���
�� � �
����� 	#
���� �
!�
��	������ 

� 
�������� ����������
� �����
�
� (�
��������� ��!���������) � �1 , ,q r t�
� �� , 

� �2 , ,q r t�
� �� , �
�
��� �	������ !�
�
	
���
� "������ ��������
�, ���
	
� �

������ 

� 	������ t� . /� �������������# ��*�����
���
	����# !
	��#�
���# �
��
 ��
	���	
-
���� ��
������ ��#��������� ���
	��. &�� 
!��������
��� 	 ���������� ����� ������� 
�# �	
�
����� 
� �
�������# � ����������# ��!�������. ( ���
� !
����
	�� 
����� 
�
�������� ���
�� !��

*������
	 	 !���
��# !���
�
 !��

*""����, �����"
������-
)�# ��#�������
� 	

�����	�� 	 �

�	����	��)�� *������������ ������.  

�������������� "
������
	�� ���������	���
� 
����� *�����
�!���
��� 	 ��
��
-
����
� "
��� 	������� ������� ��""�����������# ���	����� 
��
�������
 �
�!
���� 
	���
�� !�����)���� � �, , ,U r z t� , � �, , ,V r z t� , � �, , ,W r z t� , !
�������� *����������
�
 

!
�� � �, , ,r z t� �  [6] 

2 2 2 2 2 2
2
1 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

1 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2

2
2

5 2 2 2 2

1 1 1 0,

1 1 1 1 1 0,

1 1

U U V V W UU a a a a a a
r r r z r zr z r t

V V U U W Va V a a a a a
r r r z r zr z r t

V Wa U a W
z r r

� � � � � � � �
� 
 
 
 � 
 
 � �

� �� �� � � � ��� � �
� � � � � � � �

� 
 
 
 
 
 
 � �
� �� �� ��� ����� � �

$ %� � �$ %� 
 
 � 
&& '� �� ��( ) ( )

2 2 2 2
2

7 8 22 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

6 8 2 9 2 102 2 2 2 2 2

1 0,

1 1 1 0

W Wa a
z r z t

V W Wa U a W a a
z r r z r z

$ %� � � � � �

 
 � �
 
 � �' & '

� �� � �( )
$ % $ %� � � � � � � �$ %� 
 
 � 
 
 � � �
 � �& ' & '& '� �� �� � �� �( ) ( ) ( )

 (1.1) 

� ����	�� ���
	�� 

 � �| 0 11 7 1
10, : , , ,zz z

V Wz L a U a q r t
r z z�
� � ��$ %� ""� � � 
 
 
 � �& '�� � �( )

  (1.2)  

� �| 11 7 2
1 , , ,zz z L

V Wa U a q r t
r z z�
� � ��$ %� � � 
 
 
 � �& '�� � �( )
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� � � �, ,0, , , , 0U r t U r L t� � � � , � � � �, ,0, , , , 0,V r t V r L t� � � �  

| 0, 10 12
1 0z z L

V WD a a U
z r r z�
�� � �$ %� � 
 � 
 
 �& '� � �( )

; 

 0,2� � � : 
| 0 | 2

, , , , , , , , , , , , , ,
n

U V W U V WU V W U V W
�� �� �

� � � �� � � � ��, - , -� � �0 1 0 1�� �� �� �� �� �� �� ��6 7 6 7
,  (1.3)  

 1,0r � : | 1 13 11 12
1 0rr r

U V Wa U a a
r r z z�

� � � ��$ %� � 
 
 
 
 �& '� �� � �( )
,  (1.4)  

| 1 2 8 0rz r
W Ua a
r z r�

� � ��$ %� � 
 
 �& '� � �( )
, | 1 1

1 0r r
U Va V

r r� �
. � � /$ %� � � 
 �& '2 3�� �( )4 5

, 

| 1 9 8 0r r
W UD a a

r r z�
�� � �$ %� � 
 
 �& '� � �( )

, 

� �0, , ,U z t� B � , � �0, , ,V z t� B � , � �0, , ,W z t� B � , � �0, , ,z t� � B � ;  

 0t � : � � 0, , ,0U r z U� � , � � 0, , ,0V r z V� � , � � 0, , ,0W r z W� � ,  (1.5) 

� � 0, , ,0U r z U� �� � , � � 0, , ,0V r z V� �� � , � � 0, , ,0W r z W� �� � , 

��� * + * +* *, , , , /U V W U V W b�� , � �33 11e b��� � � , * + * +*, , , , /r z L r z h b�� ; 

1
11t t b C�

�� � , 
2

2
1 2 2

1 1 ,
r rr r

� �
� � 
 �

��
 2 2

2 1 2
1 ,
r

� � � 
  1 ;
r r
�

� � 

�

 

* + � � � � � �* +1 2 3 4 5 7 11 13 66 55 12 66 11 66 13 55 33 13 12 11, , , , , , , , , , , , , ,a a a a a a a a � � � � � � C C � � � �� 
 
 
 ; 

* + � �* +6 8 12 31 15 15 31 33, , , ,a a a e e e e e� 
 , * + * + 2
9 10 11 11 11 33 33, ,a a C C e� � � ; 

* + * +1 2 1 2 11, ,q q q q �� �� ; ,jk mD�  – �

�	����	���
 �
�!
����� ���

�� ��#��������# ��-

!������� � 	���
�� �������� *����������
�
 !
�� ( , , ,j k r z� � ; ,m r z� ); b � ������ ��-
������; , ,ms msC e� � 
�Q����� !�
��
���, �!����� !
��
����� � !��

�
���� ���

��
!-

�
�
 !��

����������
�
 ��������� ( , 1,6m s � ); 11 33,� � � ��*������������ !�
������
��� 

	 ��������
� � 
��	
� ��!��	�����#; , , ,U V W� � � �� �  �
�!
����� 	���
�� !�����)���� 

� !
������� *����������
�
 !
�� 	 ��
����
� "
���; 0 0, ,U U� 0 0, ,V V� , 0 0,W W �� �
	������ 
	 ��������� �
���� 	������ !�����)����, ��
�
��� !�����)����.  

?������������ ��������� ���
	�� (1.2), (1.4) �

�	����	��� ������ «#
�
��
�
 #
-
��» �� �
���	�# !
	��#�
���# � 
������	�� *�����
��
�
 !
������ �� ������������
� 
!
	��#�
��� ��������. A

��
����� (1.3), (1.4) ( 0r � ) �	������ ���
	���� !���
���-
�
��� ��� ����
	�# 
������� � ��������
��� �������. /�������� ���
	�� (1.5) 
!����-
���� ��"
����
	���
� �
��
���� ������� 	 �
���� 	������ 0t � . 

( ��	����	�# (1.5) � ���� �
��� 

������ ��""�������
	���� !
 t .  
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2. ?��"!����� �-*�/� !������ 
 
������� 
��)���	������ ���
�
� �����������# !��
���

	����, !���� !
����
	�-

�����
 �����- � �
�����-!��
���

	���� ����� � �
������� !�������� !
 !�������
� 
�  � z [19], � ����� 
�
�)���
�
 �
����
�
 !��
���

	���� ('$�) [20] !
 ��������
� 
�

������� r . ��� *�
� ������ ��
 !���	��������
 ��
�#
���
 	�!
����� !�
������ 
���������
���� (!��	������ ��������# ���
	�� !
 �

�	����	��)�� �

������� � 
��
-
�
����). /� !��	
� *��!� ��� *�
� ���� ��!
��
����� ���
� !������	�����:  

 
� � � �* + � � � � � �* +

� � � � � � � � � � � �
1

2 3

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , .

U r z t V r z t H r z t u r z t v r z t

W r z t H r z t w r z t r z t H r z t r z t

� � � � 
 � �

� � � 
 � "� � � � 
L �
  (2.1) 

>���� � �� �2
1 1 2H Lz z q q� � 
 , 1

3 9 2H a H�� ,  

� � � �1 2 2 2
2 9 10 1 22 1 2H a L a Lz z L q z q

� . /. /� � � � 
4 5 4 5 .  

( ��
������� !
�����
	�� (2.1) 	 (1.1)–(1.5) !
������ �
	�� ����	�� 
����� 
��
��-
�����
 "������ � �, , ,u r z t� , � �, , ,v r z t� , � �, , ,w r z t� , � �, , ,r z tL �  � 
��
�
����� ������-
���� ���
	���� !
 �

�������� z  � � . ��� *�
� ��""������������ ���	����� (1.1), 
��������� ���
	�� (1.4) ����
	���� ��
��
�
����� � !��	��� ������� 1 4F F_  � 1 4N N_ , 

� 	 ��������# ���
	��# (1.5) 	����
 0 0 0, ,U V W  ������� !������ 0 0 0, ,u v w .  
' !��
���

	���
� ����	
� 
����� (1.1)–(1.5) !�������� !
����
	������
 �����- 

� �
�����-!��
���

	���� ����� � �
������� !�������� !
 !�������
� z  � � , ��!
��-

�� ������)�� �����"
������: 

 

� � � �* + � � � �* + � �

� � � �* + � � � �* + � �
� � � � � �* +

� � � � � �* + � �

0

0

2

0

, , , , , , , , , , , , , , sin ,

, , , , , , , , , , , , , , cos ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , cos

L
s s n

L
c c n

c c c

s c c

u r n t v r n t u r z t v r z t j z dz

w r n t r n t w r z t r z t j z dz

U r m n t W r m n t r m n t

u r n t w r n t r n t m d
�

� � � � �

� L � � � L �

� �

� � � L � � �

�

�

�

  (2.2) 

� � � � � �
2

0
, , , , , , sins sV r m n t v r n t m d

�
� � � �� , 

� �

�	����	��)��� "
������� 
���)����  

 
� � � � � �* +

� � � � � �* + � �1

0

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , cos ,

s s s

m c c c
m

u r n t w r n t r n t

P U r m n t W r m n t r m n t m
�

�

�

� � L � �

� � ��
  (2.3) 

� � � � � �1

1
, , , , , , sins s

m
v r n t V r m n t m

�
�

�

� � � �� ,  

� � � �* + � � � �* +
1

2, , , , , , , , , , , , , , sins s n
n

u r z t v r z t u r n t v r n t j z
L

�

�

� � � � �� ,  
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� � � �* + � � � �* +1

0
, , , , , , , , , , , , , , cosn c c n

n
w r z t r z t w r n t r n t j z

�
�

�

� L � � � � L �� , 

/nj n L� � , 
2 ( 0),

( 0),m
m

P
m

� �,
� 0� "" "" Z6

 
( 0),

/ 2 ( 0).n
L n
L n

�,
� � 0 "" " Z6

 

( ��
������� !
������ ������)�� �������
-����	�� 
����� 
��
�������
 �����-
"
����� ����� � � � � � � � �, , , , , , , , , , , , , , ,c s c cU r m n t V r m n t W r m n t r m n t� :  

 
22

2 2
1 1 2 3 4 5 6 12 2 2

s c c c
c c n c s n n c

V W Um m mU a U a j U a a V a j a j R
r r r rr r t
� � �� �

� � � 
 � � � � �
� � � �

,  (2.4)  

22
2 2

1 1 2 3 4 5 6 22 2 2
c s

s s n s c n c n c s
U Vm m m m ma V V a j V a a U a j W a j R

r r r rr r t
� �

� � � � � 
 
 � � �
� �

, 

22 2
2 2 2 2

5 2 2 7 8 2 32 2 2
c

n c s c c n c c c n c c
Wm m ma j U V a W W a j W a j R

r r r t
$ % $ % �$ %� 
 
 � � � 
 � � � � � � � �& ' & '& ' �( ) ( ) ( )

,  

2 2
2 2 2 2

6 8 2 9 2 10 42 2n c s c c n c c c n c c
m m ma j U V a W W j W a a j R
r r r

$ % $ %$ %� 
 
 � � � � � � � � 
 � �& ' & '& '
( ) ( ) ( )

,  

 1,0r � : � �13 11 12 1 | 1
1c

c s n c n c c r
U a U mV a j W a j Y
r r �

�

 
 � � � �

�
,  (2.5) 

2 8 2 | 1
c c

n c c r
Wa j U a Y
r r �

� ��$ %
 
 �& '� �( )
, � �1 3 | 1

1s
c s s r

Va mU V Y
r r �

�. /� 
 �2 3�4 5
, 

9 8 4 | 1
c c

n c c r
Wa a j U Y

r r �
�� �$ %� 
 
 �& '� �( )

, 

� �0, , ,cU m n t B � , � �0, , ,sV m n t B � , � �0, , ,cW m n t B � , � �0, , ,c m n t� B � ;  

 0t � : � � � � � � � �0 0, , ,0 , , , , , ,0 , ,c c c cU r m n U r m n U r m n U r m n� �� � ,  (2.6) 

� � � � � � � �0 0, , ,0 , , , , , ,0 , ,s s s sV r m n V r m n V r m n V r m n� �� � , 

� � � � � � � �0 0, , ,0 , , , , , ,0 , ,c c c cW r m n W r m n W r m n W r m n� � � , 

��� 

* +
* + � �

1 3 4 1 2 4 0 0 0 0

2
1 3 4 1 2 4 0 0 0 00

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , cos ,

c c c c c c c c c c

s c c s c c s s c c

R R R Y Y Y U U W W

F F F N N N u u w w m d
�

�

� � ��

� �

� �
  

* + * + � �2 3 0 0 2 3 0 00
, , , , , , sin

L
s s s s s s s sR Y V V F N v v m d� � �� � , 

* + * + � �1 2 1 3 0 0 0 0 1 2 1 3 0 0 0 00
, , , , , , , , , , , , , , sin

L
s s s s s s s s nF F N N u u v v F F N N u u v v j z dz� �� � � � ,  

* + * + � �3 4 2 4 0 0 3 4 2 4 0 00
, , , , , , , , , , cos

L
c c c c c c nF F N N w w F F N N w w j z dz� �� � .  
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�
	�
��� �)� ��
 !�
������ ���������
���� 
����� (2.4)–(2.6), !������	���� �����-
"
������ ����� , , ,c s c cU V W �  	 	��� 

 

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

4

5

6

7

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

c c

s s

c c

c c

U r m n t H r m n t U r m n t

V r m n t H r m n t V r m n t

W r m n t H r m n t W r m n t

r m n t H r m n t r m n t

�

�

�

�

� 


� 


� 


� � 
�

 (2.7) 

��� � �4 1 | 11 c rH r Y �� � , � �1
5 1 3 | 11 s rH a r Y�

�� � , � �� �1
6 2 2 | 1 8 5 | 11 c r c rH a r Y a Y�

� �� � � ,  

� �7 5 | 11 c rH r Y �� � , � � � �12 1
5 | 1 8 2 9 8 4 | 1 2 8 2 | 1c r c r c rY a a a a Y a a Y

� �
� � �� 
 � . 

��� !
�����
	�� (2.7) 	 (2.4)–(2.6) !
������ ����	�� 
����� 
��
�������
 "������ 
, , ,c s c cU V W� � � ��  � 
��
�
����� ���������� ���
	���� !
 �

������� r . ��� *�
� 	����
 

!��	�# ������ ��""�����������# ���	����� (2.4) 1 2,c sR R  3 4,c cR R � ��������# ���
	�� 

(2.6) 0 0 0 0 0 0, , , , ,c c s s c cU U V V W W� � �  ������� !������ 1 2 3 2, , ,c s c cR R R R� � � �  � 0 0 0 0 0 0, , , , ,c c s s c cU U V V W W� � � � � �� � � .  

'���	�� 
����� (2.4)–(2.6) 
��
�������
 "������ , , ,c s c cU V W� � � ��  ������, ��!
��
�� 
����������� ���
���� 
�
�)���
�
 ���
�� �
�����# �����������# !��
���

	���� 
('$�) [20]. (	���� �� �������� [0,1] 	��
�����
� '$� � ���
	������� �
�!
������� 

� �1 , ,inmK r�  � �2 , ,inmK r� � � � �3 4, , ,inm inmK r K r� �  	���
�-"������ ���� !��
���

	���� 

 � � � �1
1 2 30

, , ,inm c s cG m n t U K V K W K rdr� � �� � 
 
� ,  (2.8)  

 * + * + 2
1 2 3 4

1
, , , , , ,c s c c inm

i
U V W G K K K K K

�
�� � � �

�

� �� ,  (2.9) 

12 2 2 2
1 2 30inmK K K K rdr. /� 
 
4 5� ,  

��� inm�  – !
�
��������� !��������, 
���
��)�� �����
� ��
����	
 � �1,i � � . 

��� *�
� ����
	�� ����
�� ��
�������������# �
������� �������� inm<  �	�
��� � 

inm�  
�	����
���� 

 1
11inm inmb C�< � � � .  (2.10) 

�
�	����� ������� ���	����� � ���
	�� 	��� (2.4)–(2.6) 
��
�������
 "������ 
, , ,c s c cU V W� � � ��  !��
���

	����� 	 �

�	����	�� �
 ����������� ���
����
� [20], !
����-

�� �����
� ��
����	
 
���� '
�� ��� �����"
������ � �, , ,inmG m n t� , ������� �
�
��# 
����� 	�� 

 
� � � � � � � �

� �

1
0 0 0

, , , cos sin / , , ,

sin ,

t
inm inm inm inm inm inm

inm

G m n t G t G t F m n t

t d

�� � � 
 � � �� � �

� � � # #

��
 (2.11)  
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� 
��
�
���� ����	�� 
����� ��� �
�!
���� 1 4K K_ :  

 
2

2 2 2 3 4
1 1 2 1 3 4 2 5 62 2 0n inm n n

dK dKm m d ma a j K a a K a j a j
r dr dr drr r

$ % $ %� � � 
 � 
 � � � �& ' & '
( )( )

,  (2.12)  

2
2 2 2

1 1 2 2 3 4 1 5 3 6 42 2 0n inm n n
m m d m m ma a j K a a K a j K a j K

r dr r rr r
$ % $ %� � � 
 � � 
 
 
 �& ' & '

( )( )
, 

2 2
2 2 2 2 2

5 1 2 2 2 7 3 8 2 42 2 0n n inm n
m m ma j K K a a j K a j K
r r r

. / . /$ % $ %$ %� 
 
 � � � 
 � 
 � � � �2 3 2 3& ' & '& '
( ) 2 3 2 3( ) ( )4 5 4 5

,  

2 2
2 2 2 2

6 1 2 8 2 3 9 2 10 42 2 0n n n
m m ma j K K a j K a a j K
r r r

. / . /$ % $ %$ %� 
 
 � � � � � � � �2 3 2 3& ' & '& '
( ) 2 3 2 3( ) ( )4 5 4 5

,  

 1r � : � �1
13 1 2 11 3 12 4 0n n

dK a K mK a j K a j K
dr


 
 � � � ,  (2.13)  

3
1 0n

dK j K
dr


 � , 4 0dK
dr

� , 2
1 2 0dK mK K

dr
� � � , 

0r � : 1K B� , 2K B� , 3K B�  , 4K B� .  

>���� � �
1 * * * *

1 1 2 2 3 3 4 40
, , , ,inm s c s sF m n t R K R K R K R K rdr. /� � 
 
 
 "4 5�  

� �
1

0 0 1 0 2 0 30
, , ,inm c s cG m n U K V K W K rdr� � �. /� � 
 
 "4 5�

� �
1

0 0 1 0 2 0 30
, , .inm c s cG m n U K V K W K rdr� � �. /� � 
 
 "4 5�� � � �  

��� ������
	���� ������� (2.12) ����� ����
 ������)�� ������: 0m �  � 0.m Z  
'
��� 0m � , ���������	����� 
�������������� 
�����, ������� �
�
�
� !
�����
 �	�
-
�
� 	 ���
�� [7].  

&�� ������� (2.12) !�� 0m Z  		
����� �
	�� "������ 5K , 6K  �� 
��
	���� ���-
���)�# !������	�����:  

 5 1
sK r K� , 6 2

sK r K� . � �1 .s � =  (2.14) 

:
��� ������� ������� ������� ��""�����������# ���	����� (2.12) ��#
����� ��-
�
�
� ��
�
����� "������ 3 6K K_  	 ������)�� ���!����� ����:  

 * + * +3 4 5 6
0,2,4

, , , , , , .f
f f f f

f
K K K K r E R Y P r

�
G

�

� �  � �const .G �   (2.15) 

�
��� !
�����
	�� (2.15) 	 (2.12) !����	��	��� ���� 	�� ��
������ � 
�����
	
� 
���!���� � !
������ 
������� ��� !�������� G , � ����� 	�������� ��� �
*""������
	 

, , ,f f f fE R Y P . ( ��
������� !
������ ������ ������
 ��
�	�����# ������# �������.  

�
�����
	�� !
�������# �

��
����� ��� 1 4K K_  	 ��������� ���
	�� !�� 1r �  

(2.13) "
������� 
��
�
���� ������� ���	����� 
��
�������
 !
��
����# 1 4D D_ . ��-



Shlyakhin D.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 246–258 

 254 


����	�� �� �����	�����
� �������, !
������ �������������
� ���	����� ��� 	������-
��� �
���	����# 
������� inm� , � ����� 	�������� ��� 1 4D D_ . ��� *�
� !
�������� 

	�������� ��� 1 4K K_  ��
	���	
���� ����� � ���
	�� ��������
��� ������� 	 ������ 
!������� (����	�� ���
	�� (2.13) !�� 0r � ). 

�������� � �����"
������ (2.11) !
����
	������
 "
����� 
���)���� (2.9), (2.3), 
(2.2), !
������ � ����
� (2.1), (2.7) ������)�� ��
�
����� ��� � �, , ,U r z t� , � �, , , ,V r z t�  

� �, , ,W r z t� , � �, , ,r z t� � :  

 � � � �21
1 4 1

1 0 1

2, , , cos sinm inm n
n m i

U r z t H P H GK K m j z
L

� � �
��

� � �

, -. /K K� � 
 
 �0 12 3
K K4 56 7

� � � ,  (2.16) 

� � � �21
1 5 2

1 1 1

2, , , sin sininm n
n m i

V r z t H H GK K m j z
L

� � �
��

� � �

, -. /K K� � 
 � 
 �0 12 3
K K4 56 7

� � � ,  

� � � �21 1
2 6 3

0 0 1
, , , cos cosn m inm n

n m i
W r z t H P H GK K m j z

� � �
�� �

� � �

, -. /K K� � 
 � 
 �0 12 3
K K4 56 7

� � � , 

� � � �21 1
3 7 4

0 0 1
, , , cos cosn m inm n

n m i
r z t H P H GK K m j z

� � �
�� �

� � �

, -. /K K� � � 
 � 
 �0 12 3
K K4 56 7

� � � .  

��
�
��� !
�������
	 � �Q t�  ����� �
���	��� *�����
���
	������ !�
��
����� 
!��

����������
�
 �������� 
!���������� � !
�
)�� ������)��
 ��	����	�: 

 � � � � � � � �
212

0 0

, , , , , 0, .
a

Q t a r L t r t r dr d
�

�

� � � � � � �� � � � � � � " �. /4 5� �   (2.17) 

3. <������+( �����) !�)@�%"�"��. �+���+ 
 
( ������	� !������ ���������	����� !��

������������ ������� ( 0,01b h� �  �) �
���	� 

4:A-19, ����)��
 ������)�� "�
������� #������������� ���������: * +31 33 15, ,e e e �  

* +3, 7;11,5;10,3� � " " '�/� 2 , * + * + 9
11 33, 8,08; 7,73 10�� � � " �  �/�, * +11 12 13 33 55 66, , , , ,� C C C C C �  

* + 1013, 2; 6, 2; 6,9;10, 4; 2,8; 3,5 10� " " " " " � //� 2 , 7400� �  ��/� 3 . 
( ������� !��	����� ��������� 
������� �!����� ����
� �
���	����# �
������� 

inm<  ( 0,1,2m � , , 1,2,3n i � ) !��

����������
�
 ��������, !
�������� � !
�
)�� !
-
���
���
�
 	 ����
�)�� ���
�� ���
����� (	��#��� �����) � ��������� ���
�
� �
���-
��# *������
	 � ��!
��

	���� !�
������ ANSYS (������ �����). 

A������ 
�������, ��
 ���������� ���#
������ ��������# 
������� inm<  �������-
���� !�� 	��������� !��	
�
 �
�� � �1i �  �
�������. (����� � ��� � �
��
� i ��
���� 
	 ����
��#, ��������# ������������� � ��������� ���
����, ����
	���� �
��� ��)���-
	���
� � �
������� 9,8 %. '�
�� �
�
, ��������
 
�������, ��
 !��	�� ����
�� �
���	��-
��# ��
�������������# �
������� �

�	����	��� 
���

	���� 
��
� !
��	
��� !
 ��-
�
	
� �

������� � �1m �  � 	�
�� ������������
� !
	��#�
��� � �1n �  ���������
�
 
*�������. 
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>������� �!����� ����
� �
���	����# �
������� !��

����������
�
 �������� 

inm< , 
�6� 

0m �  1m � 2m �  
1n �  2n �  3n �  1n � 2n � 3n � 1n �  2n �  3n �

1i �  113,4
108,1

 257,2
242,4

 317,9
294,3

 77,2
74,9

 165,5
159,1

 251,6
239,6

 92,8
89,2

 169,6
161,5

 252,5
240,0

 

2i �  187,2
176,6

 344,3
324,8

 396,5
370,6

 117,5
114,1

 190,6
183,2

 273,1
260,1

 145,2
138,3

 209,2
195,5

 285,5
264,3

 

3i �  226,9
214,0

 434,5
402,2

 485,1
445,0

 158,7
151,1

 214,1
201,9

 287,5
268,7

 195,1
182,2

 247,1
228,7

 315,7
287,2
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����
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�� ? :  

� �1 1 0( , , ) ( , , ) sinq r t q r t q H t� � � � � � � ? , 

��� � �...H � ��������� "������ F*	������ [21]. 
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4�"���� 1, 2, 3 �
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��
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