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НЕСУЩАЯ СПОСОБНОСТЬ И ОПТИМИЗАЦИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ 

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН, ОПЕРТЫХ  
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 В рамках модели идеального жесткопластического тела построено точное ре-
шение задачи изгиба трехслойных железобетонных кольцевых пластин, имеющих
разную структуру углового армирования в верхнем и нижнем слое. Средний слой 
пластины выполнен из бетона. Пластины шарнирно оперты по круговому контуру,
расположенному внутри области пластины. Внешний и внутренний контуры пла-
стин являются свободными. Пластины находятся под действием нагрузки, равно-
мерно распределенной по поверхности. Условие пластичности в плоскости глав-
ных моментов, построенное на основе структурной модели композита, имеет вид
прямоугольника типа условия Йогансена (Johansen). Учтено, что прочность бетона 
на растяжение намного меньше, чем на сжатие. Показано, что в зависимости от
расположения внутреннего опорного контура возможны четыре схемы предельного
деформирования пластины. Для каждой из схем определено условие ее реализа-
ции. Определены поля главных моментов и скорости прогибов пластины при раз-
личных расположениях опорного контура. Получены простые аналитические выра-
жения для предельной нагрузки. Получены и численно решены алгебраические
уравнения, которые определяют оптимальное расположение опорного контура,
соответствующее наибольшему значению предельной нагрузки пластины и, следо-
вательно, наименьшей ее повреждаемости при различном армировании. Показано,
что оптимальному расположению опоры соответствует образование на ней пла-
стического шарнира. Решена задача по определению оптимальной толщины верх-
него слоя пластины, соответствующей наибольшей предельной нагрузке при за-
данной суммарной толщине армированных слоев. Показано, что расположение
опорного контура влияет на оптимальные соотношения толщин верхнего и нижнего
слоев. Приведены численные примеры при различных структурах армирования. 
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 Within the model of an ideal rigid-plastic body the exact solution is obtained for the 
problem of bending of three-layer reinforced concrete annular plates having different 
angular structure reinforcement at the top and bottom layers. The middle layer of the 
plate is made of concrete. The plates are hinge supported along the annular contour
located within the area of the plate. External and internal contours of the plates are free.
The plates are under load uniformly distributed over the surface of the plate. The condi-
tion of plasticity for the main moments, based on a structural model of the composite, has
the form of a rectangle of type Johansen condition. It is taken into account that the
strength of concrete in tension is much less than in compression. It is shown that there 
are four schemes of limit deformation of the plate, depending on the location of the inter-
nal support. The conditions of implementation are defined for all schemes. The main
moments and the velocities of the deflections of the plate are defined at different loca-
tions of the internal support. The simple analytic expressions are obtained for the limit
load. The optimal location of support is determined. The optimal support is a support at 
which the plate has a maximum limit load. It is shown that the optimal position of the 
support corresponds to the formation of plastic hinge on it. The problem is solved to de-
termine the optimal thickness of the top layer of the plate corresponding to the maximum 
limit load for a given total thickness of the reinforced layers. It is shown that the location 
of the support affects the optimal thickness ratio of the upper and lower layers. Numerical
examples are given for different structures of reinforcement. 
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Введение 

 
Железобетонные конструкции являются базой современной строительной индустрии. 

Необходимость оценки несущей способности элементов железобетонных конструкций 
возникает при проектировании новых и реконструкции существующих строительных 
объектов. В [1] представлен обзор современных методов расчета прочности железобетон-
ных плит перекрытий, работающих в двух направлениях. В [2] в рамках модели идеаль-
ного жесткопластического тела с использованием структурных соотношений для компо-
зита построено условие пластичности в плоскости главных моментов и получено точное 
решение динамической задачи по определению предельной нагрузки и остаточных про-
гибов шарнирно опертой по внешнему контуру круглой трехслойной железобетонной 
пластины при различных характеристиках углового армирования, с центральной жесткой 
вставкой, под действием равномерно распределенной по поверхности нагрузки взрывного 
типа. При этом учитывалось, что прочность бетона при растяжении невелика и составляет 
от  до  (высокие марки) от прочности бетона при сжатии [3]. В связи с тем что 
в современных конструкциях существует значительная свобода выбора архитектурно-
планировочных решений, в том числе и свобода размещения опор [4], в предлагаемой ра-
боте основное внимание уделяется вычислению предельных нагрузок трехслойных желе-
зобетонных кольцевых пластин при различных характеристиках углового армирования и 
различном расположении опорного кругового контура внутри области пластины, а также 
определению его оптимального расположения. В литературе точные решения для жест-
копластических армированных пластин, опертых по контуру, расположенному внутри 
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области пластины, не известны. В случае однородного материала в работе [5] методом 
предельного равновесия определена предельная нагрузка для круглой пластины, опертой 
на n точек, расположенных симметрично на окружности. В [6] найдено оптимальное рас-
положение дополнительной внутренней круговой опоры для шарнирно опертой, защем-
ленной и свободной на контуре круглой пластины под действием начального импульса 
при предположении, что на опорном контуре образуется пластический шарнир. В [7, 8] 
методом предельного равновесия для железобетонных квадратных и прямоугольных плит 
находится оптимальное размещение колонн, которые рассматриваются как точечные 
опоры. Вопросы оптимального расположения опор для однородных упругих и упруго-
пластических балок, круглых и прямоугольных пластин рассматриваются в [9–15]. Опти-
мальное расположение полигональных внутренних опор к однородным жесткопластиче-
ским круглым, одно- и двусвязным полигональным пластинам определено в [16, 17] ме-
тодом предельного равновесия. 

 
1. Условие пластичности и закон пластического течения 

 
Рассмотрим в полярных координатах ( , )r   круглую железобетонную пластину 

с центральным круглым свободным отверстием с контуром 0L , шарнирно опертую по 

внутреннему круговому контуру 1L , при воздействии нагрузки, равномерно распределен-

ной по поверхности пластины. Внешний контур пластины 2L  свободный (рис. 1). Окруж-

ности 0L , 1L  и 2L  – концентрические; их радиусы равны 0R , 1R  и 2R  ( 0 1 20 R RR   ). 

Пластина состоит из трех различных слоев. Верхний 

1I  и нижний 2I  слои пластины содержат по толщине 

большое количество армированных слоев и связую-
щих их изотропных прослоек, описываемых моделью 
идеального жесткопластического материала с услови-
ем пластичности для бетона типа модифицированного 
условия Треска для материала, по-разному сопротив-
ляющегося растяжению и сжатию. Считается, что во-
локна арматуры деформируются, как одномерные 
элементы, и располагаются в виде двух семейств кри-
волинейных траекторий, симметричных относительно 
радиуса (угловое армирование), причем армирование 
в верхнем и нижнем слое различное. Средний слой 
пластины выполнен из бетона. 

Пусть 1M , 2M  – радиальный и окружной изгибные моменты; 1m , 2m  – их безраз-

мерные значения; 0k  и 0  – пределы текучести связующего материала (бетона) на рас-

тяжение и сжатие ( 0 1k  ); a
is  – предел текучести материала арматуры в слое iI  

( 1, 2);i   i  – угол армирования угловых волокон в области iI ; ( )i x , 0i  – плотность 

армирования угловых волокон в области iI  и ее значение при 0x x ; 1  и 2  – толщины 

верхнего и нижнего слоев пластины; w  – прогиб; t  – время; H  – толщина пластины; 1 , 

 

Рис. 1. Кольцевая армированная 
пластина, шарнирно опертая по 
внутреннему круговому контуру 

1L  
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2  – главные скорости кривизны поверхности пластины (безразмерные); 0
0 , 0H , 0t  – 

параметры обезразмеривания, 

0
0 0/ ,s     0

0/ ,i im M M  0 0 2
0 0 0 / 4,M H   0

0/ ,a
i is s   0/ ,i i H    

2
1 2 cos ,i i i     2

2 2 sini i i     ( 1, 2i  ), 0/ ,h H H  0 0( ),i i x   

1 ,v    2 / ,v x    x = r/R2, 2/j jx R R  ( 0,1j  ), 2
0 2( / ) ,v H R w  0/ ,w w H  

( ) ( ) / ,x      ( ) ( ) / ,t    


 0/ .t t t  

Величина безразмерного предела текучести связующего (бетона) s  не зависит от ко-
ординаты x , а величины безразмерных пределов текучести арматуры в верхнем и нижнем 

слоях 1s , 2s  в общем случае могут быть функциями от x . 

Для возможных вариантов структур углового армирования плотность армирования 

одного семейства волокон ( )i x  ( 1, 2i  ) определяется следующими соотношениями [18] 

(при армировании волокнами постоянного сечения): 
а) спирали Архимеда 

 2 2 2
0 0( ) ( tg ) / ( 1 tg ),i i i ix x x x        0 0tg ( tg ) /i ix x   ;  (1) 

б) логарифмические спирали 

 0 0( ) / ,i ix x x   0( ) const;i ix    (2) 

в) “спицы велоколеса” 

 2 2
0 0 0 0 0( ) cos / ( sin ) ,i i i ix x x x       0 0sin sin / .i ix x    (3) 

В работе [2] на основе структурной модели армированного слоя с одномерным на-
пряженным состоянием в волокнах и в рамках жесткопластического анализа получено, 
что условие пластичности в плоскости главных моментов для рассматриваемой трехслой-
ной железобетонной пластины имеет форму восьмиугольника. При разных значениях па-
раметров бетона и арматуры этот восьмиугольник может вырождаться в шестиугольник 
или четырехугольник. При малых значениях величины k  ( 1/15k  ) восьмиугольник ста-
новится практически четырехугольником. Поэтому для простоты анализа для трехслой-
ной круглой пластины можно считать, что условие пластичности в плоскости главных 
моментов имеет вид прямоугольника ABCD  типа условия Йогансена, изображенного на 
рис. 2 где: 

режим AB : 2 2( )m a x , ( 1 0  , 2 0  ); 

режим BC : 1 3( )m a x   ( 2 0  , 1 0  ); 

режим CD : 2 4( )m a x   ( 1 0  , 2 0  ); 

режим AD : 1 1( )m a x  ( 2 0  , 1 0  ); 
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

   

2 2
1 1 1 1 11 2 2 2 2 21

2
1 1 1 11 2 2 2 21

2 (2 ) (2 )(2 )

(2 ) (2 ) / ( 1) ;

a ks h s s h ks s

ksh s s ks s k s

          

         
 (4) 

 


   

2 2
2 1 1 1 12 2 2 2 2 22

2
1 1 1 12 2 2 2 22

2 (2 ) (2 )(2 )

(2 ) (2 ) / ( 1) ;

a k sh s s h ks s

ksh s s ks s k s

          

         
 (5) 

 


   

2 2
3 1 1 1 11 2 2 2 2 21

2
1 1 1 11 2 2 2 21

2 (2 ) (2 )(2 )

(2 ) (2 ) / ( 1) ;

a s h ks s h s s

sh ks s s s k s

          

         
 (6) 

 


   

2 2
4 1 1 1 12 2 2 2 2 22

2
1 1 1 12 2 2 2 22

2 (2 ) (2 )(2 )

(2 ) (2 ) / ( 1) .

a s h ks s h s s

sh ks s s s k s

          

         
 (7) 

 

Рис. 2. Условие пластичности в форме прямоугольника  
для трехслойной железобетонной пластины 

Поскольку пределы текучести арматуры is  ( 1, 2i  ) намного больше предела текуче-

сти связующего s, то ( ) 0ja x   ( 1 4j   ). Считаем, что ( )ja x  являются гладкими функ-

циями. 
 

2. Определение моментов, предельной нагрузки и скоростей 
 
Уравнения равновесия круглой пластины имеют вид 

 1 2( ) ,xm m xq   (8) 

 ( ) ,xq xp    (9) 

0
2 0/ ,q QR M  2 0

2 0/ ,p PR M  

где Q  – перерезывающая сила; P  – нагрузка, распределенная по поверхности пластины. 

В случае расположения опорного контура на внешнем контуре пластины ( 1 1x  ) при де-
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формировании на границе отверстия при 0x x  реализуется режим 1B , при котором 

2 0 2 0( ) ( )m x a x , 1 0( ) 0m x   (см. рис. 2). На отрезке 0 1x x   реализуется пластическое 

состояние 1 2 1B B B  , при котором, с учетом ассоциированного закона течения, имеем 

2 2( ) ( ),m x a x  0v  , 1 10 ( ) ( ),m x a x   1 0 1( ) (1) 0.m x m   

Пусть опорная окружность смещена от внешнего контура пластины немного внутрь 

ее ( 12 1 1x x  ; значение 12x  определим ниже). Назовем возникающую при этом схему 

деформирования схемой 1. Поскольку пластина шарнирно оперта на внутренней опоре, 

то окружность 1x x  является промежуточным шарниром, на котором справедливо нера-

венство 3 1 1 1( ) ( ) 0a x m x    и перерезывающие силы терпят разрыв. На отрезке 0 1x x x   

реализуется пластическое состояние 1 2 3B B B  , при котором 

 2 2( ) ( ),m x a x  0v  , 1 1 1 1( ) ( ) ( ),m x m x a x   1 1( ) 0,m x   1 0( ) 0,m x   (10) 

а на отрезке 1 1x x   реализуется пластическое состояние 3 1B B , при котором 

 2 2( ) ( ),m x a x  0v  , 1 1 1( ) ( ) 0,m x m x   1 1( ) 0,m x   1(1) 0.m   (11) 

Из уравнения 0v   при учете равенства нулю скоростей прогибов пластины 

на опорном контуре 1x x  получим распределение скоростей прогибов в пластине 

при схеме 1 (рис. 3, а): 

0 1 1 0( ) / ( )v v x x x x     при 0 1,x x   

где 0v  – безразмерная скорость прогиба контура свободного отверстия 0L . 

    

а      б 

   

в      г 

Рис. 3. Скорости прогибов пластины: а – схема 1; б – схема 2;  
в – схема 3; г – схема 4 

Из (8)–(10) при 0 1x x x  , учитывая, что 0( ) 0q x  , имеем 

0

2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) / 2;

x

x

xq x x q x p ydy p x x      2 2
1 2 0( ) ( ) ( ) / 2,xm a x p x x     
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  
0

2 0
1 2 0

1
( ) ( ) 1 2 .

6

x

x

xp
m x a y dy x x

x x
     
 

  (12) 

При 1 1x x  , учитывая, что на свободном контуре (1) 0q  , из (8), (9), (11) получим 

2

1

( ) ( 1) / 2;
x

xq x p ydy p x      2
1 2( ) ( ) ( 1) / 2xm a x p x    ; 

 
1

2
1 2

1 1
( ) ( ) 3 2 .

6x

p
m x a y dy x

x x
      
 

  (13) 

Из равенства 1 1 1 1( 0) ( 0)m x m x    и (12), (13) получим предельную нагрузку 01p  для 

схемы 1: 

 
 

0

1

01 22
0 1 0 0 0

6
( ) .

(1 ) 3 (1 ) 2(1 ) x

p a x dx
x x x x x


        (14) 

Подставляя значение 01p p  в (12), (13), получим распределение в пластине ради-

ального момента 1( )m x : 

 
 

 

0 0

0

2 1
0 0

2 2 0 12
0 1 0 0 0

1 21 1

2 2 12
0 1 0 0 0

( ) ( 2 )1
( ) ( ) ; ,

(1 ) 3 (1 ) 2(1 )
( )

1 (1 ) ( 2)
( ) ( ) ; 1.

(1 ) 3 (1 ) 2(1 )

x

x x

x x

x x x x
a y dy a x dx x x x

x x x x x x x
m x

x x
a y dy a x dx x x

x x x x x x x

  
        

         

 

 
 (15) 

Из анализа выражения (15) следует, что 1( )m x  достигает своего минимального значе-

ния при 1x x . При условии 1 1 3 1( ) ( )m x a x   на опоре образуется пластический шарнир. 

Откуда следует, что схема 1 реализуется для значений 1x  в интервале 12 1 1x x  , где 12x  

определяется из уравнения 1 12 3 12( ) ( )m x a x  , которое с учетом (15) при 1 12x x x   имеет 

вид 

 
 

0 12

2 1 1
12 12

3 12 12 2 22
0 12 0 0 0

(1 ) ( 2)
( ) ( ) ( ) .

(1 ) 3 (1 ) 2(1 ) x x

x x
a x x a x dx a y dy

x x x x x

 
 

        (16) 

При радиусе опорного контура 1x  в интервале 0 13 1 12x x x x    на контуре 1L  обра-

зуется пластический шарнир и пластину следует рассматривать как две независимые об-

ласти: внутри контура 1L  и между контурами 1L  и 2L . Значение 13x  определим ниже. Де-

формирование при 0 1x x x   (внутри контура 1L ) назовем схемой 2 , а при 1 1x x   

(между контурами 1L  и 2L ) – схемой 3.  

При деформировании по схеме 2 будет деформироваться только часть пластины 

внутри контура 1L  как пластина с отверстием, защемленная по контуру 1L . На отрезке 

0 1x x x   ( 13 1 12x x x  ) реализуется пластическое состояние 1B B , при котором 
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2 2( ) ( ),m x a x  0v  , 3 1( ) ( ) 0,a x m x    1 1 3 1( ) ( ),m x a x   1 0( ) 0.m x   

Из условия 0v   скорости прогибов в пластине при схеме 2 (рис. 3, б) 

1( )v x x   при 0 1x x x   ( const  ). 

Радиальный момент 1( )m x  определяется выражением (12). Из условия 

1 1 3 1( ) ( )m x a x   получим предельную нагрузку 02p  для схемы 2: 

  
1

0

02 3 1 1 22
1 0 1 0

6
( ) ( ) .

( ) ( 2 )

x

x

p a x x a x dx
x x x x

 
     (17) 

При деформировании по схеме 3 будет деформироваться только часть пластины ме-

жду контурами 1L  и 2L  как пластина, защемленная по внутреннему контуру 1L  и свобод-

ная на внешнем контуре 2L . На контуре 1L  образуется пластический шарнир и 2 1( ) 0m x  , 

1 1( ) 0m x  . На отрезке 1 1x x   реализуется пластическое состояние 1C C , при котором 

 2 4( ) ( ),m x a x   0v  , 3 1( ) ( ) 0,a x m x    1 1 3 1( ) ( ),m x a x   1(1) 0.m   (18) 

Из условия 0v   скорости прогибов в пластине при схеме 3 (рис. 3, в) 

1( )v x x   при 1 1x x   ( const  ). 

При 1 1x x  , учитывая, что на свободном контуре (1) 0q  , из (8), (9), (18) получим 

2

1

( ) ( 1) / 2;
x

xq x p ydy p x     2
1 4( ) ( ) ( 1) / 2,xm a x p x      

 

1
2

1 4

1 2
( ) ( ) 3 .

6x

p
m x a y dy x

x x
     
 


 (19) 

Из (19) и условия 1 1 3 1( ) ( )m x a x   получим предельную нагрузку 03p  для схемы 3: 

 
1

1

03 3 1 1 42
1 1

6
( ) ( ) .

(1 ) (2 ) x

p a x x a x dx
x x

 
  

    
  (20) 

Из выражений (17), (20) видно, что нагрузка 02p  является убывающей функцией по 

1x , а нагрузка 03p  – возрастающая. Поэтому при уменьшении значения 1x  от величины 

12x  сначала реализуется схема 2, а затем схема 3. Из равенства 02 1 03 1( ) ( )m mp x p x  вычис-

ляется значение 1 1mx x , при котором схема 3 переходит в схему 2. С учетом (17), (20) 

величина 1mx  определяется из алгебраического уравнения 

 

1

0

1

2
1 1 3 1 1 2

1
2

1 0 1 0 3 1 1 4

(1 ) (2 ) ( ) ( )

( ) ( 2 ) ( ) ( ) .

m

m

x

m m m m
x

m m m m
x

x x a x x a x dx

x x x x a x x a x dx

 
    

  
 

    
  





  (21) 
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При деформировании по схеме 4 на отрезке 0 1x x x   реализуется пластическое со-

стояние 1 2 1C C C   и при 1 1x x   – состояние 1 3C C  (см. рис. 2). Окружность 1x x  

является промежуточным шарниром, на котором справедливо неравенство 

3 1 1 1( ) ( ) 0a x m x    и перерезывающие силы терпят разрыв. При 0 1x x x   имеем 

 2 4( ) ( ),m x a x   0v  , 1 1 1 1( ) ( ) ( ),m x m x a x   1 1( ) 0,m x   1 0( ) 0.m x    (22) 

На отрезке 1 1x x   

 2 4( ) ( ),m x a x   0v  , 1 1 1( ) ( ) 0,m x m x   1 1( ) 0,m x   1(1) 0.m   (23) 

Из уравнения 0v   при учете равенства нулю скоростей прогибов пластины 

на опорном контуре 1x x  получим распределение скоростей прогибов в пластине 

при схеме 4 (рис. 3, г): 

2 1 1( ) / (1 )v v x x x     при 0 1,x x   

где 2v  – безразмерная скорость прогиба внешнего контура 2L . 

Из (8), (9), (22) при 0 1x x x  , учитывая, что 0( ) 0q x  , имеем 

0

2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) / 2;

x

x

xq x x q x p ydy p x x      2 2
1 4 0( ) ( ) ( )/2,xm a x p x x      

  
0

2 0
1 4 0

1
( ) ( ) 1 2 .

6

x

x

xp
m x a y dy x x

x x
      
 

  (24) 

При 1 1x x  , учитывая, что на свободном контуре (1) 0q  , из (8), (9), (23) получим 

2

1

( ) ( 1) / 2;
x

xq x p ydy p x      2
1 4( ) ( ) ( 1) / 2,xm a x p x      

 
1

2
1 4

1 1
( ) ( ) 3 2 .

6x

p
m x a y dy x

x x
     
 

  (25) 

Из равенства 1 1 1 1( 0) ( 0)m x m x    и (24), (25) получим предельную нагрузку 04p  для 

схемы 4: 

 
 

0

1

04 42
0 1 0 0 0

6
( ) .

(1 ) 3 (1 ) 2(1 ) x

p a x dx
x x x x x


         (26) 

Подставляя значение 04p p  в (24), (25), получим распределение в пластине радиального 

момента 1( )m x : 
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 

 

0 0

0

2 1
0 0

4 4 0 12
0 1 0 0 0

1 21 1

4 4 12
0 1 0 0 0

( ) ( 2 )1
( ) ( ) ; ,

(1 ) 3 (1 ) 2(1 )
( )

1 (1 ) ( 2)
( ) ( ) ; 1.

(1 ) 3 (1 ) 2(1 )

x

x x

x x

x x x x
a y dy a x dx x x x

x x x x x x x
m x

x x
a y dy a x dx x x

x x x x x x x

  
         

         

 

 
 (27) 

 

Из анализа выражения (27) следует, что 1( )m x  достигает своего минимального значе-

ния при 1x x , когда 1 1 3 1( ) ( )m x a x   (при этом на опоре образуется пластический шар-

нир и схема 4 переходит в схему 3). Откуда следует, что схема 4 реализуется для значе-

ний 1x  в интервале 0 1 13x x x  , где 13x  определяется из уравнения 1 13 3 13( ) ( )m x a x  , ко-

торое с учетом (27) при 1 13x x x   имеет вид 

 
 

0 13

2 1 1
13 13

4 13 13 4 42
0 13 0 0 0

(1 ) ( 2)
( ) ( ) ( ) .

(1 ) 3 (1 ) 2(1 ) x x

x x
a x x a x dx a y dy

x x x x x

 
  

         (28) 

При заданном значении опорного радиуса 1x  пластина будет деформироваться по 

схеме, при которой предельная нагрузка минимальна. Предельная нагрузка 0p  для рас-

сматриваемой пластины 

 0 01 02 03 04min( , , , ).p p p p p  (29) 

Номер i , соответствующий минимальному значению величин 0ip , определяет номер 

схемы деформирования пластины ( 1 4i   ). Таким образом, при 12 1 1x x   реализуется 

схема 1, при 1 1 12mx x x   будет схема 2, при 13 1 1mx x x   – схема 3 и при 0 1 13x x x  – 

схема 4. 
 

3. Вычисление оптимальной опоры 
 
Оптимальной будем считать такую опору, при которой пластина имеет максималь-

ную предельную нагрузку и, следовательно, минимальную повреждаемость. Из анализа 

выражений (14), (17), (20), (26) следует, что функции предельных нагрузок 01 1( )p x , 

02 1( )p x  убывающие по 1x , а функции 03 1( )p x , 04 1( )p x  – возрастающие. Так как схема 1 

реализуется при 12 1 1x x  , схема 2 реализуется при 1 1 12mx x x  , схема 3 – при 

13 1 1mx x x  , и схема 4 – при 0 1 13x x x  , то предельная нагрузка рассматриваемых пла-

стин будет максимальна при переходе схемы 2 в схему 3, то есть при 1 1mx x . Поэтому 

условие оптимальности опоры имеет вид 02 1 03 1( ) ( )m mp x p x , а равенство (21) является 

алгебраическим уравнением для вычисления радиуса оптимальной опорной окружности 

1 1mx x . Кроме того, видно, что на оптимальной внутренней опоре образуется пластиче-

ский шарнир. 
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На рис. 4 изображены значения радиуса оптимальной опоры 1mx , полученные чис-

ленно из (21) методом деления пополам, в зависимости от размера отверстия 0x  и различ-

ных характеристик армирования железобетонной пластины. Считалось, что 1 /17,k   

1s  , 1 40s  , 2 50s  , 10 / 6  , 20 / 5   , 10 0,25  , 20 0,2  , 1h  , 2 0,15  ; арми-

рование обоих слоев по закону (2). Кривые 1–3 соответствуют расчетам при 1 0,05  , 

1 0,1   и 1 0,2  . Из рисунка видно, что при изменении характеристик армирования из-

меняется расположение оптимальной опоры. 

 

Рис. 4. Радиус оптимальной опоры 1mx  в зависимости  

от размера отверстия 0x : линия 1 – 1 0,05  ;  

линия 2 – 1 0,1  ; линия 3 – 1 0,2   

На рис. 5, 6 изображена безразмерная предельная нагрузка 0p , вычисленная по (14), 

(17), (20), (26), (29) для рассматриваемых слоистых железобетонных пластин, в зависимо-

сти от безразмерного радиуса опоры 1x . Считалось, что 1/17k  , 1s  , 1 40s  , 2 50s  , 

10 / 6  , 20 / 5   , 10 0,25  , 20 0,2  , 1h  . 

На рис. 5 приведены расчеты при различных размерах отверстия. Было принято: 

1 0,1  , 2 0,07  ; армирование обоих слоев в форме логарифмических спиралей по за-

кону (2). Линия 1 2 3 4 5c c c c c  изображает 0p  при безразмерном параметре отверстия 0 0,1x  . 

На интервале 1 2c c  реализуется схема 4, на интервале 2 3c c  – схема 3, на интервале 3 4c c  – 

схема 2, на интервале 4 5c c  – схема 1. Максимум предельной нагрузки достигается на оп-

тимальной опоре 1 1 0,715mx x   (в точке 3c ), 0 1( ) 19,39mp x  ; 0 1 0( ) / (1) 5,2mp x p  . Ли-

ния 1 2 3 4 5e e e e e  изображает нагрузку 0p  при 0 0,15x  . На интервале 1 2e e  реализуется 

схема 4, на интервале 2 3e e  – схема 3, на интервале 3 4e e  – схема 2, на интервале 4 5e e  – 

схема 1. Максимальное значение предельной нагрузки достигается при 1 1 0,713mx x   
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(в точке 3)e , 0 1( ) 27,23mp x  ; 0 1 0( ) / (1) 5,96mp x p  . Линия 1 2 3 4 5bb b b b  изображает 0p  при 

0 0,2x  . На интервале 1 2b b  реализуется схема 4, на интервале 2 3b b  – схема 3, на интерва-

ле 3 4b b  – схема 2, на интервале 4 5b b  – схема 1. Максимальное значение предельной нагруз-

ки достигается при 1 1 0,715mx x   (в точке 2b ), 0 1( ) 35,71mp x  ; 0 1 0( ) / (1) 6,74.mp x p   

При увеличении размеров отверстия отношение максимальной предельной нагрузки 

0 1( )mp x  к предельной нагрузке 0(1)p  (в случае шарнирного опирания по внешнему кон-

туру пластины) растет. 
 

                 

Рис. 5. Предельная нагрузка 0p  в зависимости 

от радиуса опоры 1x : линия 1 2 3 4 5c c c c c  –

0 0,1;x   линия 1 2 3 4 5e e e e e  – 0 0,15x  ; линия

                       1 2 3 4 5b b b b b  – 0 0,2x   

 Рис. 6. Предельная нагрузка 0p  в зависимости 

от радиуса опоры 1x  при 0 0,1x  : линия 1:

1 2 0,1    ; армирование обоих слоев по 

закону (2); линия 2: 1 0,1  , 2 0,05  ; 
армирование обоих слоев по закону (2); 
линия 3: 1 0,1  , 2 0,05  , армирование 

верхнего слоя 1I  по закону (2) и нижнего

                          слоя 2I  закону (3) 

Для расчетов, приведенных на рис. 6, размер отверстия 0 0,1x  . Линия 1: 1 2 0,1    ; 

армирование обоих слоев по закону (2); радиус оптимальной опоры 1 0,728mx  ; максимум 

предельной нагрузки 0 20,94p  . Линия 2: 1 0,1  , 2 0,05  ; армирование обоих слоев по 

закону (2); 1 0,7mx  ; максимум предельной нагрузки 0 17,95p  . Линия 3: параметры, как 

для кривой 2, но армирование верхнего слоя 1I  по закону (2) и нижнего слоя 2I  по закону 

(3); 1 0,67mx  ; максимум предельной нагрузки 0 15,24p  . Из рисунка видно, что для рас-

сматриваемых параметров армирования при размещении опорного контура около отверстия 
предельные нагрузки совпадают. Если же опора расположена ближе к внешнему контуру 
пластины, то предельные нагрузки существенно различаются. 

На рис. 7 приведена предельная нагрузка 0p  в зависимости от радиуса опоры 1x  

в случае различного соотношения толщин армированных слоев. Кривая 1 соответствует 
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1 0,05  ; 2 0,1  , кривая 2 – 1 0,1  ; 2 0,05  . Остальные характеристики слоев оди-

наковые: 1/17k  , 0 0,1x  , 1s  , 1 2 40s s  , 10 20 / 6    , 10 20 0,25   , армиро-

вание обоих слоев – по закону (2). Из рисунка видно, что при расположении опоры от по-

ложения около отверстия и до положения 1 1mx x  (для схем 3, 4) нагрузка 0p  больше для 

кривой 2, когда верхний слой толще нижнего. При расположении опоры около внешнего 

контура пластины (при схеме 1) нагрузка 0p  больше для кривой 1, когда верхний слой 

тоньше нижнего. Оптимальное расположение опорного контура различное для рассмат-

риваемых случаев. Значение 1mx  для кривой 1 больше, чем для кривой 2 (на рис. 7: 

   1 11 2m mx x ). Поскольку максимум предельной нагрузки реализуется на оптимальной 

опоре при переходе схемы 3 в схему 2, то максимум 0p  больше, если верхний слой толще 

нижнего. Такая закономерность хорошо видна на рис. 7: максимум 0p  для кривой 2 

больше, чем этот максимум для кривой 1. 

 

Рис. 7. Предельная нагрузка 0p  в зависимости от радиуса  

опоры 1x  при различном соотношении толщин армированных  

слоев: кривая 1 – 1 0,05  ; 2 0,1  , кривая 2 – 1 0,1  ;  

2 0,05   

С помощью (14), (17) можно вычислить отношение максимальной предельной на-

грузки 0 1 02 1( ) ( )m mp x p x  к предельной нагрузке 0(1)p , когда пластина шарнирно оперта 

по внешнему контуру, из равенства 
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 


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где 1mx  определяется из (21). Как видно из приведенных численных примеров, при различ-

ных параметрах армирования отношение нагрузок 0 1 0( ) / (1)mp x p  может быть больше пяти. 
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Рассмотренные примеры показывают, что изменение характеристик армирования 
круглой пластины с отверстием существенно влияет на ее предельную нагрузку. Однако 
если есть возможность управлять размещением опорного контура, то эффект оптимиза-
ции превосходит эффекты, получаемые за счет управления только армированием пласти-
ны. Изменяя расположение опорного контура внутри области пластины, можно найти 
опору, при которой пластина будет наиболее прочной. 

 
4. Оптимизация характеристик армирования пластины 

 
Простые аналитические формулы для предельной нагрузки (14), (17), (20), (26) при 

различном расположении кругового внутреннего опорного контура позволяют опреде-
лять оптимальные значения разных характеристик армирования железобетонных пластин 
с точки зрения максимума предельной нагрузки. 

1. Пусть радиус опорного контура фиксирован и расположен около внешнего контура 

(например, 10,9 1x   при 0 0,1x  ). В этом случае пластина деформируется по схеме 1, 

а предельная нагрузка определяется по формуле (14): 

 01 12
0 1 0 0 0

6
,

(1 ) 3 (1 ) 2(1 )
p f

x x x x x


    
 

0

1

1 2 ( )
x

f a x dx  . 

При фиксированных значениях 0x , 1x , задача сводится к определению максимума 

функции 1f .  

Например, определим оптимальную толщину верхнего армированного слоя, обеспе-
чивающую максимальное значение предельной нагрузки при заданной суммарной тол-

щине армированных слоев: 1 2 const      ( 10   , 20    ). Поскольку 

2 1   , то с учетом (5) 1f  является квадратичной функцией от аргумента 1 : 

2
1 1 0 1 1 1 2( ) ,f         
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Коэффициент 0  не зависит от величины   и всегда меньше нуля, поскольку преде-

лы текучести арматуры 1s , 2s  намного больше предела текучести связующего s . Коэф-

фициент 1  больше нуля. Функция 1 1( )f   имеет единственный максимум при 
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1 1 0/ (2 )    . Следовательно, при заданной суммарной толщине армированных слоев 

максимальная предельная нагрузка при деформировании по схеме 1 рассчитывается так: 

 
 

2
1 1

0 22
0 00 1 0 0 0

6
,

4 2(1 ) 3 (1 ) 2(1 )
p

x x x x x

  
          

 (30) 

при этом оптимальные толщины верхнего и нижнего слоев 

 1 1 0/ (2 ),     2 1 0/ (2 ).      (31) 

2. Если опорный контур расположен внутри пластины недалеко от отверстия, то пла-
стина деформируется по схеме 4, а предельная нагрузка определяется по формуле (26). 

В этом случае задача оптимизации сводится к поиску максимума функции 
0

1

2 4 ( )
x

f a x dx  . 

 
В случае поиска оптимальной толщины верхнего армированного слоя, обеспечивающей 

максимальное значение предельной нагрузки при условии 1 2    , ( 10   , 20    ) 

с учетом (7), получаем, что 2f  является квадратичной функцией от аргумента 1 : 

 2
2 1 0 1 1 1 2( ) ,f         (32) 
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Видно, что коэффициент 0  не зависит от величины  . Поскольку пределы текуче-

сти арматуры 1s , 2s  намного больше предела текучести связующего s , то 0  меньше ну-

ля, а коэффициент 1  больше нуля. 

Тогда, аналогично рассмотренному выше примеру, при заданной суммарной толщине 
армированных слоев максимальная предельная нагрузка при деформировании по схеме 4 
определяется из (26), (32) как 
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,
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p
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  (33) 

при этом оптимальные размеры толщины верхнего и нижнего слоя 

 1 1 0/ (2 ),     2 1 0/ (2 ).      (34) 
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Если опорный контур расположен так, что выбор схемы предельного деформирова-
ния не очевиден, как это было в рассмотренных примерах, то следует решать задачи по 
определению максимума предельной нагрузки при разных схемах и для полученных оп-
тимальных характеристик проверять, соответствуют ли они выбранной схеме деформиро-

вания путем вычисления значений 12x , 13x  и 1mx  из (16), (21), (28). 

На рис. 8 приведены отношения оптимальных толщин верхнего 1  и нижнего 2  сло-

ев в зависимости от суммарной толщины армированных слоев  , полученные по форму-

лам (31), (34). Считалось, что 1/17k  , 1s  , 1 40s  , 2 50s  , 10 / 6  , 20 / 5   ,

10 0,25  , 20 0,2  , 1h  , 0 0,1x  . Кривые 1, 3 изображают случай армирования обоих 

слоев по закону (2), кривые 2, 4 – армирование обоих слоев по закону (3). Кривые 1, 2 

изображают при 1 0,9x   отношение 1 2/   в случае деформирования по схеме 1, рас-

смотренном в примере 1. Кривые 3, 4 отображают при 1 0,2x   отношение 2 1/   в случае 

деформирования по схеме 4, рассмотренном в примере 2. Из рисунка видно, что если пла-

стина шарнирно оперта около внешнего контура (кривые 1, 2; 1 0,9x  ), то пластина бу-

дет более прочной, если нижний слой толще, чем верхний ( 1 2/ 1   ). Если же пластина 

оперта около отверстия (кривые 3, 4; 1 0,2x  ), то пластина будет иметь максимальную 

предельную нагрузку, когда верхний слой толще нижнего ( 2 1/ 1   ). 

 

Рис. 8. Отношения оптимальных толщин верхнего 1  и нижнего 2  слоев в зависимости  

от суммарной толщины армированных слоев 1 2     ; кривые 1, 2 изображают при 1 0,9x    

отношение 1 2/   в случае деформирования по схеме 1; кривые 3, 4 отображают при 1 0,2x    

отношение 2 1/   в случае деформирования по схеме 4; кривые 1, 3 – армирование обоих слоев  

                          по закону (2); кривые 2, 4 – армирование обоих слоев по закону (3) 
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Рис. 9. Максимальная предельная нагрузка 0p  в зависимости от суммарной толщины армированных 

слоев  : кривые 1, 2 – 1 0,9,x   деформирование по схеме 1; кривые 3, 4 – 1 0,2,x   деформирование 

по схеме 4; кривые 1, 3 – армирование обоих слоев по закону (2): кривые 2, 4 – армирование  
                                                              обоих слоев по закону (3) 

На рис. 9 приведена безразмерная максимальная предельная нагрузка 0p , полученная 

по формулам (30), (33), в зависимости от суммарной толщины армированных слоев  . 

Для расчетов кривых 1–4 были приняты те же значения характеристик армирования, что 

и для кривых 1–4 на рис. 8. Из рисунка видно, что максимальная предельная нагрузка 0p  

при армировании обоих слоев по закону (2) (кривые 1, 3) больше, чем при армировании 
по закону (3) (кривые 2, 4), при одинаковом значении суммарной толщины слоев   и при 

соответствующем расположении опорного контура. 
 

Заключение 
 
На основе модели идеального жесткопластического материала построено точное ре-

шение задачи по определению главных моментов, скоростей деформаций и предельной 
нагрузки при изгибе трехслойных железобетонных круглых пластин, имеющих разную 
структуру углового армирования в верхнем и нижнем слое. Пластины шарнирно оперты 
по круговому контуру, расположенному внутри области пластины, имеют в центральной 
части свободное круглое отверстие и находятся под действием равномерно распределен-
ной поверхностной нагрузки. В рамках структурной модели армированного слоя с одно-
мерным напряженным состоянием в волокнах обосновано принятие в расчетах условия 
пластичности в плоскости главных моментов в виде прямоугольника типа условия Йоган-
сена (Johansen). Показано, что в зависимости от расположения опоры пластины могут де-
формироваться по четырем схемам. При изменении расположения опоры от внешнего 
контура внутрь пластины сначала реализуется схема в виде конуса, как и для пластины, 
шарнирно опертой по внешнему контуру. Затем реализуется схема, при которой дефор-
мируется в виде конуса только внутренняя часть пластины, защемленная по опорному 
контуру. При дальнейшем смещении опоры внутрь пластины конусообразно деформиру-
ется только внешняя от опорного контура, кольцевая часть пластины, защемленная по 
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опорному контуру. При размещении опорного контура вблизи отверстия или на нем пла-
стина деформируется конусообразно, как и пластина, шарнирно опертая по контуру от-
верстия. Для всех схем получены условия их реализации, определены поля главных мо-
ментов и скорости деформаций. Получены простые аналитические выражения для вычис-
ления предельной нагрузки в зависимости от расположения опоры. Получены и численно 
решены алгебраические уравнения, которые определяют оптимальное расположение 
опорного контура, соответствующее наибольшему значению предельной нагрузки пла-
стины, и, следовательно, наименьшей ее повреждаемости при различном армировании. 
Получено, что на оптимальной внутренней опоре образуется пластический шарнир. Пока-
зано, что изменение характеристик углового армирования и расположение внутреннего 
опорного контура существенно влияет на повреждаемость пластины. Простые аналитиче-
ские формулы для предельной нагрузки позволяют определять оптимальные значения 
различных характеристик армирования пластины. Решена задача по определению опти-
мальной толщины верхнего армированного слоя, обеспечивающей максимальное значе-
ние предельной нагрузки при заданной суммарной толщине армированных слоев. При 
этом показано, что если пластина шарнирно оперта на внешнем контуре или около него, 
то пластина будет более прочной при условии, что нижний армированный слой толще, 
чем верхний армированный слой. Если же пластина шарнирно оперта около отверстия, 
то пластина будет иметь максимальную предельную нагрузку, когда верхний слой толще 
нижнего. 
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