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 @�������������� �
������
� �#���
�������� ��
�
��
��
� �
��������� � ��-
�� "������ � 	��
�, ���� �
�
���� ���>��� ����� #�#
��. A���� ������� ��-
��>��� �
�������� !��������� �
��������� "��	
�
�. ; 
��
�� �
#������
� 
������������
� �
���� "
�
��� �����>��� ��"
��#�: ������� "�����������
�
	
� ��
�
��
���> ���������; ��������� �#
��
"���. ��� ������� #����� "��-
����>��� ���
� �
������ ��#�
���� � �""�
��������� 0(h2), 0(h4) � ���
� &�-
!�
–\�������� � ������ "��	������� "
 "�
������������� �

��������, � ���-
� ���
� @����–:���� 0(h4), 0(h6), 0(h8) "
 �������. *�� ������� #����, ���#��-
��� � ��
��������� �
��	������, ������ �
"�
� 
 "
�����
���, "
!�
��
��
	�
���
 "��������� ��#��� ��������� ���
�
� ��� "
���������� �
��
-
����
��� ��#������
�, ��
	� 
������� ��
� 
� �������
� "
�����
���. ��� �����-
#� ��
������
� �������� "������>��� ���
�� ����������
�
 �����#�. )��������-
�� "�
�����������
-�������
� ��
� �� 	�#� �������-�����#�. @�������������� 
������� 	��
�
 ���� �� �
������
� �#���
�������� !������
� ��
�
��
��
� 
���������. A��� "�
�
����� �����# ��
��� �
��	���� "������ � 	��
� � #���-
���
��� 
� ��#�
� ���������
��� ���� � ��"� "���
���
� �����#��. $����
���-
�
, ��
 � "
�
��> �������
 ��������
�
 	��
�
 ���� �
�
 �"������� ��
����-
����� �
��	������ � "����
���� ������� �# ��
������
�
 �
��
���� � ����
����-
��
�, � ���� ���>���� � 
���>���� �
������
� �#���
��������. 
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 We have investigated the contacting interaction of a sandwich structure in the form
of plates and beams with small gaps between them. Such systems are integral elements
of modern devices. The created mathematical model is based on the following hypothe-
sis: the system is a multi-layer structure; the materials are isotropic. To solve the problem 
we used the finite difference method with approximation 0 (h2), 0 (h4) and Bubnov-
Galerkin method in higher approximations of spatial coordinates, as well as the Runge-
Kutta 0 (h4), 0 (h6), 0 (h8) time. In solving problems associated with random variations, it
is necessary to solve the challenge of an error, so you need to use different numerical
methods to validate the results in order to distinguish the chaos of the numerical error. 
For the analysis of chaotic dynamics we have applied all methods of qualitative analysis.
We have investigated the spatiotemporal chaos based on wavelet analysis. We have
studied the effect of white noise in the contact interaction of elements of the multilayer 
structure. Also, the analysis of the complex vibrations of plates and beams in different
intensities depending on the type of noise and load has been made. It was found that by
using an external additive white noise, it became possible to control chaotic oscillations 
and transfer the system from a chaotic state to a harmonious one and enable or disable
the contact interaction. 
 

© PNRPU

Keywords: 
MEMS, contact interaction,  
nonlinear dynamics of beams  
and plates, phase transitions  
induced by white noise,  
wavelet analysis 
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'
��������� �
	�������# !���
�
	 � ��#���� !������	���� �
�
� ��
���� ��
�
-

��
���� !����� � ���
� � !������ � ������ �
���� ����� *���������. :���� �
���-
������ !
�	�������� ���
�� 	 *�����������# ���
	��#, 	�	����# ����������
	����� 
	������ 	
�����	��� ������
� !���
�� � ���������� "����������� 	 �	
���	�#  

������)�� �����, ��
, 	 �	
� 
������, 	��	��� !������
��� �����
	 �����������# 
������ [1]. /�
�#
���
 �����	��� �
������
� 	���
�����	�� ��
�	, ��
 !��	
��� 
� �
��������	�
� ��������
��� [2]. /������ �
�� ����� *��������� (!��������-�����, 
!��������-!��������, �����-�����, 
�
�
���-����� � ������ �
�������), � ����� �����-
����
��� ��
�
	����� !���
�� ��� !�� ����# !�
����#, �
�������# � �
�
� ����� 
*���������, �
��� !��	���� �������� 
�Q��� 	 �
��
���� #�
�������# �
������� [3–4]. 
�
*�
�� 	���
 ������� 	������ �!��	���)�# !�������
	, �������# ��!
	 	������ 
������� �� "�����
���
	���� �������. :���� ������� ���
�
 !���������� 	 �����-
��# !���
��# *�����
��
� ��#����, 	 �����
��� 	 ���
��
!�# (��
����� !�
���� ����
-
��#��������� �������
����� (��7), 
!������# 	 ������# [5–6], 
����
 	 *��# ���
��# 
�� �������� �
������
� 	���
�����	�� ��
�	. ��� �
�����
	���� !
	������ �
������-
��� �
	������
� ��#���� 	����� 	
!�
�
� �	������ ��! #�������� #�
������
�
 �
-
��
����. $������ ���
�
 �	����� 	
�
��
 � !
���� ������ 	���
 ��
�

����� ��-
�
	 !
�������� I�!��
	� [7–9], ������ ����� � 	��	���-������ [10]. (����� 	
!�
-
�
� �	������ !�
����� �!��	����� #�
�
� � ��
����� ����������� �
���������, 
�
�
��� !��	
��� � �������� !
�����
���� 	 ���
�� ������
	 �����������# !���
-
�
	. :���� !
�����
��� �
��
 ������
	���, �����	�� �������������� �
���� ���
�
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����. ��
����� !
	������ �
��
��� !���
�
	 � !�
��
��� �
��������� �
	������
� 
��#���� �	������ ��������
�. :���� ����� �
��� ���� ������ � ���� !��������� �
	�# 
��#�������# �������, ��!
��
	���� �
	�# ��#�
�
���, �
����� �
	�# �������������# 
�
�����, 
!���	��)�# ���������� �������� ���!���������# ������. ( ����
�)�� 
	���� ��� � �����
�, ��� � 	 �
�������# ������# ��
��# !
	������ ������� 
� *""�����, �	������ � 	
�����	��� 	�����# ���
	 �� !
	������ �����������# ���-
���. ( ����# 
������#, ��� "����, #����, ��
�
���, ��� !
����
, ��
 ��������� 	
���-
��	�� ������ 	����� ��)���	����� �
�� 	 !
	������ �����������# ������ [11–12]. 
(������ ���� �!
�
��� !��	
���� �� �
���
 � "���������� 	 #�������������# ����-
�������# ������, �
 � 	��	��� ������	����� !������
��� �# �����
	 [13–15]. ( ���
�� 
[16] �� !������ 
�������
�� 7��)���
-7���#
	� !
����
, ��
 	
�����	�� ���
	
�
 
������� !��	
��� � ��	��� ��"������� ��	
���� 	 ��
�
�� �
��� �!��	���)��
 !���-
�����. ( ������ [17] !
����
, ��
 �����
���	�� !
 I�!��
	� ����������
	����� !���-
����������� ������� �
��� ���� ���������
	��� !���� ���
����� �� !�������������� 
������� �������
�
 ����. ( ���
�� [18] ��������� ��������� 
!���
�
 ������� ��-
�
��
-�����
� ������� !�� 	
��)����# ��!� �����
	� ����. �
����
, ��
 !�� ����� 
����
����# "
�� �
������� ������� ��������
� �
���� �����
 
��������� 
� ������� 
�������
� �
���� � 
��
� ���!���� �	
�
��. ( ������ [19] !
����
, ��
 ���� �
������	� 
���!���� �	
�
�� ��)���	���
 	����� �� �
��
	���
��� !
�������# ��������
	. ( ��-
�
�� [20] 	�!
����� ������� �
������� � �������� 	��� !
����!�����# !������, !
-
�����# ���!"����)�� ��
�� !�� �����	�� ����
������
� ������� � ������� ��!� 
���
�
 ����. ������� !
�����
 !���� ���
����� !
 �
���	����� "
���� �
�������. 
( ���
�� A.$. &����
	� [21] �����
����� �������
	����� ���
� !���#
�� 	 
��
���-
��# �������#, 	 ��������� �
�
��# �# �����
������ "������ ���!��������� !�����!�-
	��� ������	����� �������� � ��������� �������	�
��� ����. ( ������ �
��� "���-
������ �
���������� �����
	���� ����� ���
�, ��
�#
����� ���
	��� ��)���	
	�-
��� ����# !���#
�
	 �	������ ������!������	�
��� ����. ( ������ [22] !����
���� 
��
���������� ����������� �
���� ��	�
	���� ��!�� ����
��� �� ���
#
	��
� !�
��
� 
!
	��#�
���. �
	��#�
��� 
!���	����� �������
� �����
����
� "������� ��!� ���
�
 
���� 	 
���������
� !
�
�� ����
�. (�!
����
 
�
�)���� �
���� �� ������ �����"� 
!
	��#�
��� 	 	��� ���
�� !�
�	
����# ��������# "������. (����� � ��� ���
�, !
-
�	�)����# 	
!�
��� 	������
 	
�����	�� ����� �� ���������� �
������� ��
�
��
�-
��# !����
	 	 	��� ���
� � !������ ��� ������ � ��
����	
� ���!���� �	
�
��, 	 �-
	����
� ��� ���������� �� �������. 

 
1. ?��"������ )���#� 

 
�
���
��� �������������� �
���� ��
���# �
������� ��
�
��
��
�
 !����� � !��-

����� � ���# ���
�, �� �
�
��� �����	��� 	������ ������� ����# ��!
	 (���. 1). (��#-
��� ��
� !������	���� �
�
� !��������, �
�
��� 
!���	����� ���	������ ��!� +�����-
I�������, � ������ ��
� – ���
� !����������# ���
�. '����� � ���
� 
!���	����� 
���	������ ?�����–G�������. '
������
� 	���
�����	�� �����	����� !
 �
���� (���-
����. �������� � ����� �
��
!���, ����� ���� ������� ����� �
�, �
������� 
�� 
���� ����	�� ���
	��. �������������� �
���� 
!���	����� ������
� ���	����� 
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K
K
K
K
K
0
K
K


 � � Y �K
K
K � � �


 
 � � 
 � � Y �K
�� �6

  (1.1) 

��� "������ � �1 1 2
1 1 sign ;
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  � �2 1 3

1 1 sign
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  � 

� �3 1 4
1 1 sign .
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  

A

��
����� 1 1( ) ,i k iK w w h �� � Y  ��� i = 2; 3; 4 – �
��� �����, !������	���� �
�
� 
�
������
� ��	����� ����� ��
���. ( �
�������# �����# ��
��� !������ � ���
� *�
 
�

��
����� � ���� 	������
	� �	�� ����� 
������� � �
�������� ��	������. 

4 4 4
4 2

2 4 4 2 2
1 2

x y x y�
� � �

� � 
 � 

� � � � �

; 1 1,i�Y �  ���� 1w ,i kw hE 
  – ���� �
����� ����� 

!������
� � ����
�, ����� 1 0i�Y � ; 1, iw w  – "������ !�
���
	 !������� � ���
� �

�	��-
��	���
; K – �
*""������ �����
��� �����	�������
�
 
������ ��������� 	 
�� �
�-
�����; kh  – �
� ����� ��
���. �
�	����� 
� ���!����� ���
	��
���
, !
��
���� �
�-
�����
� ��	����� ����� ��
��� ��	����
. %��
	�� �
������ ����� ��
��� �
��� �	�-
���� 
� �

������ � 	������� 	�� 	��� ���
	������
�
 
��
��
�
����
 �
������ [23]. 

A������ ���	����� (1.1) !��	����� � ��������
�� 	��� ������)�� 
���
�: 

x ax� , y ay� ; 
4

2 2
(2 )E hq q
a b

� , 
2
ab

h Eg
`

# � , a
b

� � , ��� ,a b  – ������ !������� !
 x  � y

�

�	����	���
; t  – 	����; �  – �
*""������ ���#����; w  – "������ !�
����; 2h  – �
�-
)��� !�������; 0,3? �  – �
*""������ �����
��; g – ���
����� ���� �������; E  – �
-
���� �!���
���; 1( , , )q x y t  – !
!������� �������, �����	��)�� �� !��������; ( , )iq x t  – 
!
!������� �������, �����	��)�� �� �����; ` – �������� 	�� ���������.  

/� ��
�
��
���� !���� �
��� �����	
	��� 	������ ������� �������# ��!
	: !
-
!������� �� ����� � � ����
� ������	�
�
 ����.  

�
!������� ������� 	 
�)�� 	��� !������	���� �
�
� 	�������� 

 � � � � 0
1 0

2, , sin 1,
_ max 1p
randq x y t q t a

rand
� < 
 �



 (1.2) 

 0 0 2( , ) sin( ) 1
_ max 1i i p i
randq x t q t a

rand
� < 
 �



, ( 2,..., 4i � ). (1.3) 
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7�����	��� ��� !������	���� �
�
� "
��� ����������
	���
�
 	#
��, !�� *�
� 

��� ��!
������� �
���
 	
 	������ ������� � ������� "
����
� 0 2 1
_ max 1
randa

rand
�



, 

��� 0a  – *�
 �������	�
��� ���
	
�
 	
�����	��; "������ rand  – �������
� ��������# 
����� ���
�
�
� �������
� 	�������. 

&�� !�
��
�� �!��� ����
��� ��� ����������� !���������� 	 ������� ���	����� 
(1.1) 
!�)���. 

 
���. 1. A#��� ��
�
��
��
� ��������� � !�������  

� ���# ���
� 

' ��#
���� ���	������ ������� !���
������� ��������� ���
	�� – �������
� 

!������ !
 �
����� � ����	�� ��������� ���
	��: 

 0; | 0;m m xw w		� �  !�� 0 ;1;x � " "  10; | 0;m yw w		� �  !�� 0;1,y �   (1.4) 

m = 1, 2, 3, 4 – ������, �

�	����	��)�� !������� � ������; 

 1 0 2 0 3 0 4 0( , ) | 0, ( ) | 0, ( ) | 0, ( ) | 0, | 0,t t t t m tw x y w x w x w x w� � � �� � � � ��  (1.5) 

m = 1, 2, 3, 4. 
' *��� ���
	��� ������� �
��	��� ���
	�� ��!�
����
	���� 
��
� ������� 	 ���
 

����
�. �
�������� ������� ���������# ��""�����������# ���	����� 	 ������# !�
-
�	
���# (1.1) �	
����� � ������� 
����
	����# ��""�����������# ���	����� 	�
�
�
 
!
����� ���
�
� ��*�
–6�������� [24]. ������� 1w  � iw ( 2,.., 4),i �  �	���)���� ����-
����� ������� (1.1), !���������
 �!!�
��������� 	��������� 	 	��� !�
�	������ 
"������, �	���)�# 
� 	������ � 
� �

������: 

1
1 1 1

( ) ( , ), ( ) ( ),
N N N

k k
kj kj i i i

k j k
w A t x y w A t x

� � �

� � "" � ��� �   ( 2,.., 4i � ), 6N � . 

������� ( , )kj x y�  � ( )k
i x� 	������� ����� 
���
�, ��
�� 
�� ���� ������
 ���-

	�����, ��!����	�� 	����� �
 �	
��� �������� !�
�	
����� �
 ���	���
�
 !
����� 
	����������
, ��
	���	
���� ��������� � ��������� ���
	���. A *�
� ����� !
�
��� 

( , ) sin( )sin( ),kj x y k x j y� � � �  ( ) sin( ),k
i x k x� � �  ( 2,.., 4).i �  
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'
*""������� ( )  �   ( )k
kj iA t A t  �	������ ���
���� "�������� 	������. �
��� !��-

������� ���
�� ��*�
–6�������� !
������ ������� 	�
�
�
 !
����� 
��
�������
 
"������ 	������. '
������	
 ���	����� 	 ������� �	���� 
� �
������	� ���
�. A����-
�� ���	����� 	�
�
�
 !
����� �	
��� � ������� !��	
�
 !
����� � !
�
)�� ���
�� �-
���� !�������
�. >����� '
�� ��� ��������
� ������� ���	����� !��	
�
 !
����� ��-
������ ���
���� ��!� �����–'���� !
 	������
� �

�������. 

��� ������� ����, �	�����# � #�
��������� �
���������, 	����� 	
!�
� 
 !
-
�����
���, !
*�
�� ��
�#
���
 !��������� ����# ��������# ���
�
	 ��� !
��	��-
������ �
��
	���
��� ��������
	. A *�
� ����� !
�������� ��""������������ ���	-
����� �	
������ � ����� '
�� ���
�
� �
�����# ���
���� � �!!�
��������� 0(h2) 
� 0(h4) � ���
�
� ��*�
–6�������� 	 	����# !����������#, ������
	����� �#
���
��� 
���
�� !�� ���
� ����� ����
	 ���� 1,...,6,N �  !�� *�
� �
��
��� ������	��	����� !
 
!��	��� �����. �
�������� 
����
	����� ��""������������ ���	����� �������� ��-
�
���� ��!� �����–'���� 4, 6, 8-�
 !
����� �
��
��� !
 	������
� �

�������, ��� !�
-
	���� ���	��������� ����� ��������
	 [1, 4]. :�� ��� ������� ���	����� ����������, 
�
 ������ �� ������������� !���� �� !������	������ 	
�
����. 

/� 
��
	���� ����
�
 ���
����� �
��� !�
�������� �
�!����, !
	
���)�� �����-
�
	��� ��
�
��
���� !���� � !������� � ���# ���
�, �
�
��� 
!���	����� ������
� 
���	����� (1.1). 7���� !
�������# ��������
	 
��)���	������ � !
�
)�� ���
�
	 ��-
������
� �������� � ������	���
� ��
��� ��""�����������# ���	�����: ���
���� ��� 
����
�
 ��
� !����� �������, "�
	�� !
������, ������� ��������, �����-�!�����, !��-
�������� 	��	���-!��
���
	���� � ����� ���
	 !
�������� I�!��
	�. $�!
������� 
�������� 	��	����: �
���, «������������ ���!�», 6����� 
� 1-�
 �
 8-�
 !
����� 	���-
�������
. (��	��� 6����� 8-�
 !
����� � 	��	��� �
��� ���� ������ ���������, ��� �� 
����� !���!
������ 
����� 	��	���� �
���, ��� ��� 
� 
������� ��������� �!
�
��
���� 
�
����
	��� ����
�� 	
 	������, �
 ���� �	������ ����
��� ��"
�����	��� [25–26]. 

 
2. <������+( ]��&�!�$��" 

 
$���� ��
���� �
������� ��
�
��
��
�
 !�����, �
�
��� �
��
�� � !������� � 

���# !����������# ���
�, ���!
�
�����# �� ������������
� �����
���� 
� ������ !��-
����� ( 0, 2,y �  0,4y �  � 0,7),y �  �
� ����� !������
� � ����
� � ���
� 0,01.kh �  
$�������� �
������
� 	���
�����	�� 	 �	����
��� 
� ���# ��!
	 �������: 

1) �
���
 �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� ��-
����� 1 0( , , ) sin( ),pq x y t q t� <  ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�, �
 ���� ( , ) 0;iq x t �  

2) �
���
 �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� ��-

����� � ���
	
� �
���	���)�� 0
1 0

2( , , ) sin( ) 1,
_ max 1p
randq x y t q t a

rand
� < 
 �



 ����� ��#
-

����� 	 �
��
���� !
�
� ( ( , ) 0);iq x t �  
3) �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� ������� 

1 0( , , ) sin( ),pq x y t q t� <  �� 	�� ��� ����� �����	��� ������	��� ����� ���, �
 ���� ��-

����� ������� "
����
� 0 2( , ) 1.
_ max 1i i
randq x t a

rand
� �
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�����
���� !��	�� ��! �������. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!��-
�������� !
!������� ������� 1 0( , , ) sin( )pq x y t q t� <  � �������	�
���� 0 0,065q B  � ���-

�
�
� 	
�������� 5,p< �  ����
� � ����
�� �
���	����# �
������� !�������. ��� 
*�
� !������� �
	������ ����
�������� �
�������, � ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. 
��� ��!������ 	������
 	
�����	�� 0 0,065q �  !�
��#
��� �
����� !������� � ���
�, 
��
 !��	
��� � ��!�
�
���������� !
 	������ ���#��)�� �
�������� ���
�. ��� 

0 0,07q �  !�
��#
��� ����� #�������� �
������� !������� � !��	
� �����: ������� !�-
����� 	 #�
�, 	
������ ���
���� !���
�� (���. 2, � (b1, b2)), 	 �
 	���� ��� 	�
��� � ���-
��� ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. /� ���. 2 !��	����� ���"��� �!����
	 �
)�
��� 
����� (b1, b2), 2D 	��	���-�!����
	 �
��� (���. 2, � (�1, �2)) ��� !������� � !��	
� ���-
�� �

�	����	���
, � ����� ���"�� �
	������# �
������� !������� � !��	
� ����� 
( 0, 2)y �  (���. 2, a), �!�
���� ����� �

�	����	��� !��������, !������ – �����. 

 

 
a 

b1 b2 c1 c2 
� � 

���. 2. '
������
� 	���
�����	�� !������� � ���# �������������# ���
� !�� ��!������ ��-
����� 0 0,07q �  � �
�
� 0,01kh �  

A �	��������� ��!������ 	������ ������� !������� �
	������ #�
�������� �
��-
����� �� ���
���� !���
�� !

������
 � ����
� � ������# ���
�. ��� ��!������ ��-
����� 	 �����	��� 0 [0,074; 0,09]q F "  �
������� �
	������ ������ *������ �	�#��
��
�
 
���
��
-!���������
�
 !����� (!������� � 	�� ��� �����). 6��"��� 2D 	��	���-�!����
	 
�
��� !
���	���, ��
 	 ����� �����	��� 	������ �
������� 
��)���	������ �� ��-
��# ����
��# (���. 3, � (b1–b4)) 	 
������ 
� �!����
	 �
)�
��� ����� (���. 3,  (a1–a4)), 
�
�
��� ����	��� �������
 ����
�� �
������� � 	��� !���
� 	������. ��
	������� 
����� !
	
���� ������� 	�	
� 
 ������� 
� !���������
��� � 
���# 	�����-
���/	��������� ����
�. &���� � �	��������� ������� ��
	� ���� �����
	���� �
����-
��� !�������� � 
��
� � ���# ���
�. $, ���
���, ������� � 	������� ��!������ �����-
�� 0 0,31,q �  !������� 	���
�����	��� 
��
	������
 � �	��� �������� ������� 
( 0, 2,y �  0,7),y �  !�� *�
� #������� �
������� #�
��������. 
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a1 

 
a2 

 
a3 

 
a4 

 

 
b1 

 
b2 

 
b3 

 
b4 

� 
���. 3. '
������
� 	���
�����	�� !������� � ���# �������������# ���
� !�� ��!������  

������� 0 0,077q �  � �
�
� 0,01kh �  

�����
���� 	�
�
� ��! �������. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!����-
������ !
!������� ������� � ��!�����
� 0 0,07.q �  $���� 	������ ������	�
�
 ����, 
�
��	����
�
 	
 	������ !
!������� ������� �� !�������, �� ��
���� �
������� ��
�
-
��
��
� ���������. >������� �������	�
��� ���� � �����	��� 0 6 3[1 10 ; 6,6 10 ]a � �F  ""   ��-
�
����
 �� 	����� �� #������� �
������� (���. 4 (a1, b1, c1, d1)). A������ !
-!������� 
���-
���� ����������
	���
�, !�
��#
��� �#	�� #�
�������# �
������� �� ���
���� !���
�� 
!������� � !��	
� ����� ( 0, 2).y �  /� ���. 4 ��� ���
� �������	�
��� ���� !��	����� 
���"��� �!����
	 �
)�
��� ����� � 2D 	��	���-�!����
	 �
��� ��� !������� 

1(0,5; 0,5, )w t"  (a1–a4 � b1–b4), ��� !��	
� ����� 2 (0,5; )w t"  (�1–�4 � d1–d4), ��� 	�
�
� ����� 

3(0,5; )w t"  (e3–e4 � f3–f4) � ��� ������� ����� 4 (0,5; )w t"  (g3–g4 � h3–h4), �

�	����	���
. ��� 

�	�������� �������	�
��� ���
	
�
 	
�����	�� 0 36,7 10a ��   !�
�
��� !������
��� #�-
������� �
������� 	��� �������. '
������� !������� ����� ����
��������� �� ����
�� 
	
�������� 	������ ������� 5p< � , � ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. :���� 
���-


�, � !�������	��� ������	�
�
 ���� 0 36,7 10a ��   	
 	������ ������� �
������
� 	��-
�
�����	�� �� !�
��#
��� (���. 4 (a2, b2)). ��� �������	�
��� ���� 0 3 2[6.7 10 ; 5 10 ]a � �F  "   
� ��!������ 	������
 !
!�����
�
 	
�����	�� 0 0,07q �  �
������� ������� ����
����-
����, "�
	�� !
����� !������	���� �
�
� �
���
. ��� �	�������� ������� ���� �
 

0 26 10 ,a ��   !�� !�����# �������# 
�������# �!��	���)�# !�������
	, !�
��#
��� !���-
���
��� ������� � �� "�
	
� !
������ !������� !
�	������ ���
���� 
����. $-� �
!��-
�
��
	���� 	 ��������� �
������
�
 	���
�����	�� ��
�	 	
������ �
������� ���
� 
(���. 4 (c3, d3, e3, f3, g3, h3)). /� �!����� �
)�
��� ����� ��� !������� ����������� �
��-
������ ����
� 	
���� ����
��, �
�
��� !�
�
���� !�� ���������� �	�������� ���� 
(���. 4 (a3, b3)). ��� �������	�
��� ���� 0 27 10a ��  ������� �
	������ #�
�������� �
��-
����� �� ���
���� !���
��. ��� �	�������� ���� �
 ������� 0 11 10a ��   ��
�
��
���� 
��������� �
	������ ��
���� #�
�������� �
������� �� ���
���� !���
��. /� ����# ��-
���	���# 	������ !������� 	���
�����	��� !

������
 � ����
� � ���
�. '
������
� 
	���
�����	�� !������� �
 	�
�
� ( 0, 4)y �  � ������� ( 0,7)y �  ����
� !�
��#
��� �
��-
�
 �� �
�
��
� !�
������� 	������ (���. 4 (a4, b4, c4, d4, e4, f4, g4, h4)). 
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0 36,6 10a ��   0 36,7 10a ��   0 26 10a ��   0 11 10a ��   

 
a1 

 
a2 

 
a3 

 
a4 

 
b1 

 
b2 

 
b3 

 
b4 

 
c1 

 
d1 

	 !
�
� 

 
c3 

 
d3 

 
c4 

 
d4 

	 !
�
� 	 !
�
� 

 
e3 

 
f3 

 
e4 

 
f4 

	 !
�
� 	 !
�
� 

 
g3 

 
h3 

 
g4 

 
h4 

���. 4. $�����
	���� 	������ ���
�
 ���� �� 
��
	� �����- � 	��	���-������ ��� �
������� 
��
�
��
��
�
 !����� 
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�����
���� ������ ��! �������. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!��-
�������� !
!������� ������� � ��!�����
� 0 0,07q �  � ����
�
� 	
�������� 5.p< �  
$���� �
������
� 	���
�����	�� !
� 	������� ������	�
�
 ����, �����	��)��
 �� 

	�� ��� �����, �
 ���� ������� �� ����� ������� "
����
� 0 2( , ) 1.
_ max 1i i
randq x t a

rand
� �



 

��� 
������	�� 	������
 ���
�
 ���� ( 0 0ia � ) !�
��#
��� �
����� !������� � !��-
	
� ����� ( 0, 2),y �  �
������� !������� � ����� �
	�������� �� ���
���� !���
��, 	 �
 
	���� ��� 	�
��� ( 0, 4)y �  � ������ ( 0,7)y �  ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. %	���-
��	�� �������	�
��� ������	�
�
 ���� �
 0 0,001,ia �  ��������� !������
��� �������. 
(�
��� � ������ ����� �
	������ #�
�������� �
������� � ���
� ��!�����
� !
 ���	��-
��� � �
�
� ����� ������� � !������
�, "�
	�� !
������ !������	���� �
�
� 
�!�
��
� !���
, �!����� �
)�
��� ����� � 	��	���-�!����� �	���������	��� 
 ����
-
�
� #�
��. '
������
� 	���
�����	�� !�
��#
��� ����� !������
� � !��	
� ����
� �� 
���
���� !���
�� (���. 5 (b1, b2)), �
 !�� *�
� !
�	������ !���������
��� ����
� � *��# 
*������
	 (���. 5 (c1, c2)). /� ���. 5 !��	����� ���"��� ������� (a1, a2), �!����� �
)�
-
��� ����� (b1, b2) � 2D 	��	���-�!����
	 �
��� (c1, c2) ��� !������� � !��	
� ����� �
-

�	����	���
. 

 

 
a1 b1 

 
c1 

 
a2 

 
b2 

 
c2 

���. 5. '
������
� 	���
�����	�� !������� 1(0,5; 0,5, )w t"  � !��	
� ����� 2 (0,5; )w t"  !�� ���
� 

���� 0 0,001ia �  

��� �������	�
��� ���� 0 [0,002;0,029]ia �  	 �
������
� 	���
�����	�� 	���!��� 
!������� � ������ ����� �� ���
���� !���
��, !��	�� � 	�
��� ����� �
	������ #�
����-
���� �
�������, �
 ������� � !�������
� ���. ��� *�
� ��� 0 0,002ia �  �!���� �
)�
��� 
����� ��� !������� 
��������, !�
��#
��� ���#�
������ !������� � ������� ����� 
� ���
������ �
���	���)��� ����. '
������� �
	�������� �� ���
���� !���
��, 
�-
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���
 � !������� �
�������� ����
�� 5p< � , � � ����� – / 3 1,6p< �  � 2 / 3 3,3.p< �  &���� 

!�� 	������� ���
�
 ���� 0 0,03ia �  !�������� �
	������ ����
�������� �
�������, � 
���� �
�
, ��
 �
������ �� � 
��
� � ���
� ���, #
�� 
�� ��#
����� 	 �
��
���� ����
�
-
�
 #�
��. ��� �	�������� �������	�
��� ���� �
 0 0, 031ia �  !������� ��
	� �������� 
������� ����� � ���
����� !���
�� ����
�, �
 ���� !�
��#
��� ���#�
������ *��# �	�# 
*������
	 ���
��
-!���������
� ��������� (���. 6). 

 

 
a1 b1 c1 

 
a2 b2 

 
c2 

���. 6. '
������
� 	���
�����	�� !������� 1(0,5; 0,5, )w t"  � ������� ����� 4 (0,5; )w t"   

!�� ���
� ���� 0 0,031ia �  

Q���^#���� 
 
( ���
�� !������	���� �������������� �
���� �
������
�
 	���
�����	�� !�����-

��, !
����!����
� ������� �����
���, � �
����, !�� �����	�� ���
�
 ����. ( #
�� 
������
	���� ����� #������� ��
���# �
������� ��
�
��
��
�
 !����� 	 �	����
��� 

� ���# ��!
	 ���������� � ����
� ���
�
 ����. :���� 
���
�, ��� �
���
 !�
��#
��� 
�
!���
��
	���� *������
	, ���	����
 
� ������� ���
�
 ����, �
������� ����
	���� 
#�
��������� �� ������
 �	�����# ����
��# 5,p< �  / 3 1,6p< �  � 2 / 3 3,3.p< �  

��������	�� 	������
 ������	�
�
 ���
�
 ���� �
��� 	����� �� #������� �
����-
��� (�� !�������	�� ��� 
������	�� �
������
�
 	���
�����	�� *������
	 ��
�
��
�-
�
�
 !�����). �������	�� �
������
�
 	���
�����	�� !��	
��� � �
��, ��
 ������� �
-
	������ ����
�������� �
�������. 

 
�������" 1 ������ 	�!
���� 	 A����
	��
� �
�������	���
� ��#������
� ���	����-

���� ��. @.7. 6�������, !������" 2 – 	 /����
-������
	�������
� ��������� ��#����� 
/����
�
���
�
 �
�������	���
�
 ���	�������� ��. /.$. I
����	��
�
 � ���� ������ 
�
������
�
 �����
�
 "
��� (!�
��� J15-19-10039). 
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