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Методом конечных элементов исследована устойчивость густо перфориро-
ванных цилиндрических оболочек под действием внешнего давления. Задача ре-
шена на основе теории оболочек с использованием конструктивно ортотропной 
модели. Параметры ортотропного материала в виде коэффициентов снижения
жесткости определялись из решения задачи деформирования циклически повто-
ряющегося элемента конструкции (структурного элемента) на растяжение, сдвиг и 
изгиб с различной степенью перфорации (пористости). Исследования структурного
элемента проводились методами механики сплошной среды и теории оболочек
типа Тимошенко. В результате получены коэффициенты снижения жесткости при 
различных значениях пористости и определена граница применимости теории
оболочек для подобных задач. Проведено сравнение численно полученных ре-
зультатов с аналитическими оценками Э.И. Григолюка и Л.А. Фильштинского. 

Верификация численно полученных параметров ортотропии проведена на ос-
нове решения задачи изгиба 1/4 части цилиндрической полосы, перфорированной 
одним рядом отверстий. Задача решалась в постановках механики сплошной сре-
ды и теории оболочек в совокупности с конструктивно ортотропной моделью 
с различными значениями пористости. Показано, что использование конечных
элементов конструктивно-ортотропной оболочки с параметрами, определенными 
из решения трехмерной задачи растяжения и сдвига структурного элемента, пра-
вомерно в задачах изгиба для длинных волн. 

На основе теории оболочек в совокупности с конструктивно-ортотропной мо-
делью проведено исследование устойчивости упругой цилиндрической перфори-
рованной оболочки под действием внешнего давления для двух вариантов гранич-
ных условий. В результате получены значения критических давлений и соответст-
вующие им формы потери устойчивости в зависимости от длины оболочки
и степени перфорации. 
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In this paper, the finite element method is applied to investigate the stability of 
densely perforated cylindrical shells under external pressure. The problem is resolved 
based on the shell theory with an orthotropic material model. The orthotropic material
parameters in the form of softening coefficients are determined from the solution of the 
problem of deformation of cyclically repeating structural elements under tensile, shear 
and bending with variable rates of perforation (porosity). The research of the structural 
elements has been produced using methods of continuum mechanics and Timoshenko-
type theory. As a result of these considerations, softening coefficients are obtained for
different values of porosity, also the limits of applicability of the shell theory were defined
for the similar problems. The comparison of numerical results with the analytical esti-
mates, obtained by Grigolyuk and Filshtinsky [1] is provided. 

Verification of the numerically obtained orthotropic parameters is based on solving
the problem of bending of a band quarter, which has been performed with one row of 
holes. The problem is solved in the framework of continuum mechanics and the shell 
theory in conjunction with the structurally orthotropic model with different rates of poros-
ity. It is confirmed that using the finite element method for the structurally orthotropic shell 
with parameters, determined from the solution of three-dimensional tensile and shear 
behavior, is applicable to the long waves bending problem. 

Investigation of the stability of perforated elastic cylindrical shell under external 
pressure is provided for two boundary conditions based on the shell theory and the struc-
turally orthotropic mode. As a result, the critical pressure value and corresponding buck-
ling modes are obtained depending on the shell length and perforation rates. 

 
© PNRPU

 
Введение 

 
Теории и методам решения задач устойчивости перфорированных пластин и оболо-

чек посвящено значительное число работ, опубликованных в России и за рубежом [1–4]. 
К настоящему времени достаточно полно разработана лишь теория тонких упругих обо-
лочек с небольшим числом отверстий и конечными прогибами [5–7]. Исследование ус-
тойчивости оболочек при вариации степени перфорации, формы и размеров отверстий 
проведено в работах [8–17].  

Статья посвящена исследованию устойчивости густо перфорированной цилиндри-
ческой оболочки под действием внешнего давления на основе конечно-элементного 
анализа. Расчет базируется на усреднении механических свойств материала в зависи-
мости от степени перфорации. Подобный подход лежит в основе работы 
И.Н. Преображенского [2], в которой излагаются аналитические, численные и экспе-
риментальные методы определения критических нагрузок тонкостенных конструкций 
с отверстиями. Однако применимость этого подхода для густо перфорированных обо-
лочек не исследована. Методы расчета таких оболочек рассмотрены Э.И. Григолюком 
и Л.А. Фильштинским [1]. Авторы на основе аналитического решения задачи теории 
упругости получили коэффициенты снижения жесткости оболочки с регулярной пер-
форацией при растяжении, сдвиге и изгибе. Применимость этого подхода для задач 
устойчивости не рассмотрена.  



Антипов А.А., Артемьева А.А., Баженов В.Г., Жестков М.Н., Кибец А.И. / Вестник ПНИПУ. Механика 1 (2015) 21–30 

 23

1. Постановка задачи 
 
Рассматривалась задача устойчивости упругой перфорированной, цилиндрической 

оболочки длиной L и радиусом R под действием внешнего давления. Задача решалась пу-
тем усреднения жесткостных характеристик для циклически повторяющегося элемента 
конструкции (структурного элемента) [18]. Для про-
стоты представления результатов перфорация в 
продольном и окружном направлениях оболочки 
предполагалась одинаковой. В этом случае струк-
турный элемент представляет собой квадратную 
призму толщиной h с длиной сторон, равной a 
(рис. 1). В центре элемента располагается отверстие 
диаметром d. В ходе всех исследований отношение 
толщины структурного элемента к диаметру отвер-
стия оставалось постоянным, h/d = 1. Варьирование 
пористости конструкции осуществлялось изменени-
ем длины a. Под пористостью в данной задаче по-
нимается отношение площади отверстия к общей 
площади лицевой плоскости структурного элемента: 
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Наряду с этими структурными элементами рассматривались элементы подобных 
размеров без отверстий. 

Предполагалось, что форма потери устойчивости всей конструкции значительно пре-
вышает размер структурного элемента а. Тогда можно заменить перфорированную обо-
лочку конструктивно ортотропным материалом.  

Матрица жесткости D ортотропной оболочки будет зависеть от диаметра отверстия и 
шага перфорации. Симметричность матрицы D и равномерность перфорации в окружном 
и продольном направлениях приводят к тому, что определить необходимо лишь 6 компо-
нент матрицы жесткости. 

Компоненты матрицы можно выразить через модули упругости и коэффициенты Пу-
ассона [19]: 
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Рис. 1. Структурный элемент 
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где Ei – модуль упругости вдоль i-й оси; vij – коэффициент Пуассона при растяжении 
вдоль i-й оси.  

Далее определялись коэффициенты снижения жесткости конструкции, при помо-
щи которых можно вычислить усредненные значения механических свойств. Для это-
го исследованы структурные элементы на растяжение, сдвиг и изгиб. Расчеты прово-
дились методом конечного элемента [3, 20, 21]. 

На границах структурного элемента задавались кинематические граничные условия, 
которые соответствуют одноосному растяжению, чистому сдвигу и простому изгибу. Ис-
следования проводились в трехмерной постановке механики сплошной среды и с исполь-
зованием оболочечных элементов типа Тимошенко. При моделировании задачи в трех-
мерной постановке использовались линейные 8-узловые элементы. В оболочечной поста-
новке применялись линейные 4-узловые элементы. 

Результаты исследования приведены на рис. 2 в виде зависимости коэффициентов 
снижения жесткости от величины пористости. Выражения для коэффициентов снижения 
жесткости имеют вид 
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где E – модуль Юнга материала основы; Е1 – усредненный модуль Юнга для структурно-
го элемента с отверстием; v – коэффициент Пуассона материала основы; v12 – усреднен-
ный коэффициент Пуассона для структурного элемента с отверстием; G – модуль сдвига 
материала основы; G12 – усредненный модуль сдвига для структурного элемента с отвер-
стием; С – жесткость при изгибе для материала основы; С* – усредненная жесткость при 
изгибе структурного элемента с отверстием. 

Э.И. Григолюком и Л.А. Фильштинским [1] получены аналитические оценки сниже-
ния жесткости перфорированных оболочек, которые также указаны на графиках. 

Результаты показывают, что коэффициенты снижения жесткостей на растяжения 
и изгиб для трехмерной и оболочечной модели одинаковы. Разница между ними не пре-
вышает 1,5 %. Для коэффициентов rv и rG при пористости более 0,5 и 0,6 соответственно 
отличия между трехмерной и оболочечной моделью превышают 5 %.  

Сравнение аналитических [1] и численно полученных результатов показывает, что 
максимальное отличие наблюдается для коэффициента rE и составляет порядка 11 %. 
Стоит отметить, что приведенные в [1] аналитические оценки коэффициентов снижения 
жесткости при растяжении и сдвиге ограничиваются значением пористости 0,64, а при 
изгибе – 0,28. Максимальное значение пористости в рамках данного исследования со-
ставляло 0,77. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при h/d = 1 и значениях пористости менее 
0,5 коэффициенты снижения жесткости можно определять с помощью теории оболочек 
типа Тимошенко. 
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а 

 
б 

Рис. 2. Коэффициенты снижения прочности: а – при растяжении;  
б – при изгибе и сдвиге 

2. Верификация параметров ортотропии 
 
Для верификации полученных параметров ортотропии была решена задача изгиба 1/4 

части цилиндрической полосы, перфорированной одним рядом отверстий. Задача реша-
лась в постановках механики сплошной среды и теории оболочек с использованием ко-
нечного элемента типа Тимошенко в совокупности с конструктивно ортотропной моде-
лью при различных значениях пористости.  

Исследования в трехмерной постановке проводились с использованием 8-узлового 
линейного конечного элемента. Общая размерность сетки составляла порядка 47 000 эле-
ментов.  

При решении задачи по теории оболочек использовались 4-узловые элементы типа 
Тимошенко. Общая размерность сетки составила порядка 2000 элементов. Геометриче-
ская модель представляла собой часть цилиндрической поверхности без отверстий. Сни-
жение жесткости за счет наличия отверстий учитывалось параметрами ортотропного ма-
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териала, которые определялись на основе трехмерного исследования деформирования 
структурного элемента на растяжение и сдвиг.  

На одном из концов полосы (рис. 3) была приложена единичная сила, другой конец – 
жестко защемлен. На боковых сторонах полосы задавалось условие симметрии.  

На рис. 3 представлены эпюры вертикальных перемещений вдоль линии дуги при 
значении пористости 0,77 (максимальное значение в рамках данного исследования). 

 

Рис. 3. Эпюра вертикальных перемещений 

Для всех рассмотренных значений пористости погрешность вычислений не превы-
шала 5 %. Таким образом, использование конечных элементов конструктивно ортотроп-
ной оболочки с параметрами, определенными из решения трехмерной задачи растяжения 
и сдвига структурного элемента, правомерно в задачах изгиба для длинных волн. 

 
3. Расчет устойчивости перфорированных цилиндрических оболочек 

 
Была рассмотрена задача устойчивости перфорированной цилиндрической оболочки 

для двух вариантов граничных условий. В первом варианте один из торцов оболочки был 
жестко заделан, а другой – свободен. Во втором варианте один из торцов оболочки был 
также жестко заделан, а на другом задавались нулевые значения радиального перемеще-
ния, угла поворота и осевой силы. 

 
Перфорация оболочки учитывалась заданием ортотропного материала. В качестве 

конечного элемента, как и ранее, использовался 4-узловой оболочечный элемент.  
В результате были получены критические значения давлений Pкр и соответствующие 

формы потери устойчивости. Отметим, что безразмерное критическое давление для бес-
конечной изотропной цилиндрической оболочки выражается формулой [22] 
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На рис. 4 представлены зависимости безразмерного критического давления q от без-
размерной длины цилиндрической оболочки L/R при значениях пористости γ = 0; 0,03; 
0,2; 0,55; 0,77; 0,79. 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Безразмерное критическое давление в зависимости от длины и степени перфорации  
оболочки: а – при жесткой заделке одного конца и свободном другом; б – при жесткой заделке  
одного конца и нулевых значениях радиального перемещения, угла поворота и осевой силы;  

 – γ = 0;  – γ = 0,03;  – γ = 0,2;  – γ = 0,55;  – γ = 0,77;  – 0,79 

При пористости γ = 0 для длинной оболочки критическое давление совпадает с из-
вестным значением из [22] для изотропной сплошной оболочки. На графике дополни-
тельно цифрами n = 2…8 отображено количество полуволн в окружном направлении для 
смежной формы равновесия при различных значениях длины и пористости оболочки. 
Видно, что при больших значениях пористости для малых длин оболочки потеря устой-
чивости происходит по более низким формам. Этот эффект обусловлен снижением жест-
кости всей оболочки вследствие увеличения густоты перфорации. 
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Заключение 
 
Методом конечных элементов исследовано снижение жесткости густо перфориро-

ванных оболочек при растяжении, сдвиге и изгибе в рамках механики сплошной среды и 
теории оболочек. Установлено, что отличия между трехмерной и оболочечной моделью 
(типа Тимошенко) не превышают 5 % при значениях пористости менее 0,5. Осуществлена 
верификация полученных параметров ортотропии на примере решения задачи изгиба ци-
линдрической полосы с отверстиями в трехмерной и оболочечной постановках. 

На основе конструктивно-ортотропной модели теории оболочек проведено исследо-
вание устойчивости перфорированных упругих цилиндрических оболочек с различной 
степенью перфорации (пористости). Получены критические давления и формы потери 
устойчивости в зависимости от пористости и длины цилиндрической оболочки. 
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