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 Статья посвящена методам статистической механики, их разработке и приме-
нению для изучения микроструктурного поведения многокомпонентных композитов. 
Объектом исследования являются структурно-неоднородные материалы, состоя-
щие их более чем двух компонентов. 

Целью работы является разработка аналитического инструментария для ана-
лиза полей микроструктурных напряжений и деформаций в многокомпонентных 
средах, позволяющего учитывать геометрические и физико-механические свойства 
компонентов, на основе вычисления статистических характеристик локальных по-
лей напряжений и деформаций в компонентах. 

Исследование поведения компонентов микроструктуры композитов основано 
на концепции представительного объема материалов. Предполагается, что компо-
ненты являются однородными и изотропными. Информация о внутренней морфо-
логии представительных объемов формализуется с помощью моментных функций 
различных порядков. В качестве характеристик процессов деформирования высту-
пают статистические моменты (статистики) полей напряжений и деформаций
в компонентах материала. Аналитические выражения для статистических характе-
ристик локальных полей напряжений и деформаций получены с использованием 
решения краевой задачи теории упругости в стохастической постановке. Краевая
задача решена с помощью метода функций Грина для упругой среды. 

Разработанная аналитическая модель позволяет учитывать как геометриче-
ские параметры микроструктуры, так и физико-механические свойства компонен-
тов. Впервые получены выражения для моментов первого и второго порядка ло-
кальных полей напряжений для многокомпонентных материалов. Исследованы
частные случаи композитов с титановой (Ti) матрицей, армированных случайно 
расположенными частицами карбида кремния (SiC). Выполнен анализ влияния 
микроструктурных параметров на поведение каждой из фаз в отдельности. Пред-
ставлены численные результаты, полученные для статистик полей напряжений и
деформаций. 
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 This work is devoted to development and application of the statistical mechanics ap-
proaches to studying microstructural behavior of multi-component composites. The object 
of the study is heterogeneous materials consisting of more than two components. 

The aim is to develop analytical tools for the analysis of the microstructural stress 
and strain fields in multicomponent media taking into account geometrical and mechani-
cal properties of components and basied on calculation of the statistical characteristics of
the local fields of stress and strain in components. 

Research of the microstructure behavior of components of composites is based on 
the concept of representative volume elements. It is assumed that the components are
homogeneous and isotropic. Information about the internal morphology of the representa-
tive volume is formalized by means of correlation functions of various orders. Character-
istics of the deformation processes are the statistical moments (statistics) of stress and
strain fields in the components of the material. Analytical expressions for the statistical
characteristics of the local stress and strain fields are obtained using the solution of the
boundary problem of elasticity theory in a stochastic formulation. The boundary value
problem is solved using the Green's functions method for the elastic medium. 

The developed analytical model takes into account both the geometrical parameters
of the microstructure and mechanical properties of components. For the first time expres-
sions for the moments of the first and second order of local stress fields for the multicom-
ponent materials were derived. Case studies of composites with titanium (Ti) matrix rein-
forced with randomly distributed particles of silicon carbide (SiC) were investigated. Anal-
ysis of the influence of microstructural parameters on the behavior of each phase 
separately was performed. Numerical results for the statistics of stress and strain fields
are presented. 
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Введение 
 

Появление и широкое распространение новых композиционных материалов связано с 
необходимостью решения сложных прикладных задач, продиктованных потребностями 
высокотехнологичных отраслей промышленности, таких как аэрокосмическая, автомо-
бильная, электронная и др. Создание аналитических инструментов, позволяющих предос-
тавить рекомендации для оптимального проектирования композитов, наиболее соответст-
вующих условиям эксплуатации конкретных приложений, является актуальной пробле-
мой. В отдельный класс можно выделить многокомпонентные композиты, состоящие их 
двух и более фаз, отличающихся по своим исходным свойствам. Развитие подходов 
к многомасштабному моделированию механической микроструктуры таких материалов 
дает возможность прогнозирования эффективного поведения композиционного материа-
ла с учетом микроструктурных особенностей, таких как размер частиц фаз, их объемная 
доля, ориентация, дисперсия и кластеризация [1–6]. 

Метод, используемый в данной работе, основан на статистических подходах и теории 
случайных функций. Его суть заключается в том, что поведение отдельных компонентов 
микроструктуры при нагружении представительного объема оценивается с помощью ста-
тистических характеристик локальных полей напряжений и деформаций, таких как мо-
менты первого и второго порядка [7–9], которые вычисляются с помощью решения сто-
хастических краевых задач. 
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Стохастические краевые задачи могут быть сформулированы в реализациях случай-
ной структуры [10] и в моментных функциях [9, 11–13], когда усреднение числа реализа-
ций заменяется усреднением по объему. Решение краевых задач в последнем случае сво-
дится к интегрально-дифференциальному уравнению, содержащему функцию Грина [13]. 
Уравнение может быть решено различными способами, каждый из которых основан на 
определенном упрощающем предположении о статистических свойствах материальных 
характеристик полей композита, что позволяет упростить бесконечную цепочку стохас-
тических уравнений, образованных путем последовательного статистического усреднения 
определяющих соотношений для компонентов в неоднородных средах [14]. Начало изу-
чению деформирования композитов со случайными структурами в рамках статистическо-
го подхода положено фундаментальными работами И.М. Лифшица и Л.Н. Розенцвейга, 
в которых приведена постановка стохастической краевой задачи теории упругости для 
поликристаллических сред [15]. Впоследствии этот подход получил развитие в работах 
В.В. Болотина [15], В.А. Ломакина [12], Т.Д. Шермергора [13], С.Д. Волкова и соавторов 
[11], Г.А. Ванина [10], а также М. Берана [14], Ю.В. Соколкина, А.А. Ташкинова [9, 17], 
А.А. Панькова [18], Л.П. Хорошуна [19], Л.А. Сараева [20] и др. 

Несмотря на большое количество вариаций статистических подходов, существуют 
различия в получаемых различными методами результатах для эффективных свойств 
композитов и в большей мере для статистических характеристик полей напряжений 
и деформаций в компонентах композитов. Это обусловлено статистической нелинейно-
стью исследуемой задачи и построением приближенных решений, которые в различной 
степени соответствуют физической модели композита, в частности, его структуре. От-
сюда необходимость в получении более точного приближенного решения задачи 
в рамках существующего подхода, а также обобщения подхода для решения более ши-
рокого круга задач. 

Данная работа посвящена методологии получения статистических характеристик для 
многокомпонентных матричных композитов со случайно распределенными включениями на 
основе решения стохастических краевых задач теории упругости для неоднородных сред. 

 
1. Методология описания характеристик случайной микроструктуры 

 
Внутренняя микроструктура композитов зачастую представляет собой случайную ге-

терогенную многофазную среду. Согласно статистическому подходу для определения 
морфологии таких материалов на микромасштабном уровне могут быть введены индика-

торные функции ( )C r


 [8, 9, 21, 22]. Значения этих функций зависят от положения ра-

диуса-вектора в представительном объеме. В частности, ( ) 1,C r 


 если радиус-вектор 

находится в компоненте C , и ( ) 0C r 


 в других случаях. Тогда тензор модулей упруго-

сти для представительного объема определяется как сумма произведений тензора моду-

лей упругости (z)
ijklC  для каждой компоненты и соответствующих индикаторных функций 

(z) ( )r


. В результате он принимает форму кусочно-постоянной функции координат: 

   (z)
(z)

1

( ) .
n

ijkl ijkl
z

C r r C


  
 (1) 
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Гипотеза эргодичности случайных функций ( )C r


 позволяет рассматривать усредне-

ние по ансамблю реализаций представительных объемов равным усреднению по объему 

[11, 14]. Другими словами, ( ) ( ) 1( ) ( )z zr r  
 

 для каждого r


 и 1r


. Принимая это во вни-

мание, тензор  ijklC r


 и индикаторные функции ( )C r


 для представительных объемов 

можно разложить на два слагаемых – среднее значение и флуктуацию: 

       ,mnkl mnkl mnklC r C r C r 
  

  (2) 

 ( ) ( ) ( ),C C Cr r r    
    (3) 

где флуктуации определяют степень, с которой значение функции отличается от усред-
ненного. Другими словами, они показывают, как случайная структура будет отличаться 
от периодической структуры с теми же самыми геометрическими параметрами [24]. 
Усреднение уравнения (1) дает постоянный изотропный тензор, который зависит от объ-
емных долей компонент: 

   (z)
(z)

1

,
n

ijkl ijkl
z

C r p C



 (4) 

где ( ) ( ) ( )z zp r 


 – объемная доля фазы z  в представительном объеме. 

Кроме констант, количественно определяющих структурные геометрические основы, 
инструменты статистического подхода предлагают механизмы оценки пространственного 
взаимодействия между микроструктурными компонентами [8]. Так, одним из наиболее 
широко используемых механизмов являются моментные функции, которые характеризу-
ют связь микрочастиц внутри представительного объема [9, 13, 22]. Таким образом, мо-
ментная функция n-го порядка может быть определена как среднее скалярного произве-

дения n случайных величин в различных положениях радиусов-векторов 1, ,..., nr r r
  

.  

Выражение для моментной функции n-го порядка флуктуаций случайной индикатор-
ной функции в компоненте C  можно записать в общем виде: 

     1 2 1 2( ) ( )... ( ) ( ) ( ) ... ( ) ,C C C n C C C C C n Cr r r r p r p r p           
     

  (5) 

где Cp  – объемная доля. 

Моментные функции чувствительны к таким параметрам, как распределение, ориен-
тация и форма микроструктурных составляющих. Теоретически микроструктурная мор-
фология композитов может быть однозначно определена бесконечным числом момент-
ных функций. Эти функции используются в качестве геометрических характеристик в за-
дачах получения статистик высоких порядков для микроскопических полей напряжений 
и деформаций [8, 9, 13, 16, 22, 24, 27, 28]. 

Методология моментных функций требует некоторых начальных экспериментальных 
данных относительно внутренней структуры представительного объема композита. 
Обычно для получения микроструктурных характеристик используются эксперименталь-
ные методы визуализации [23], такие как микрокомпьютерная томография. Другой спо-
соб – создание моделей с помощью некоторых заранее определенных геометрических па-
раметров.  
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Для того чтобы получить значения моментных функций микроструктуры (5), необ-
ходимо знать поля значений индикаторных функций (4). Они могут быть вычислены пу-
тем выполнения алгоритма, который разбивает представительный объем сеткой с фикси-
рованным шагом и проверяет наличие фаз в каждом ее узле. Точность функций при этом 
зависит от шага сетки. 

В терминах статистического подхода локальные поля, такие как поля перемещений 

mu , деформаций ij  и напряжений ij  внутри представительного объема со случайной 

микроструктурой, как правило, считаются случайными функциями. Они зависят от ра-
диуса-вектора и могут быть представлены аналогично формулам (3) и (4): 

       ,m m mu r u r u r 
  

 (6) 

       ,ij ij ijr r r    
  

 
(7) 

      .ij ij ijr r r    
  

 
(8) 

Многоточечные статистики, рассчитанные для полей напряжений и деформаций 
в представительном объеме и в каждой фазе отдельно, могут быть использованы для ана-
лиза влияния микроструктурных параметров на поведение гетерогенных материалов. 
Средние (по представительному объему) значения в формулах (6)–(8) являются констан-
тами, поэтому статистики строятся для флуктуаций. Распространенные модели для расче-
та эффективных характеристик материала, как правило, используют моменты локальных по-
лей первого и второго порядка [7, 8]. Моменты первого порядка представляют собой средние 
значения, в то время как моменты второго порядка также называют дисперсиями. Моменты 
полей деформаций могут быть определены с использованием флуктуаций перемещений 

и соотношения Коши:       , ,

1

2ij i j j ir u r u r    
  

. Флуктуации напряжений можно пред-

ставить с учетом уравнения состояния     ( )ij ijkl klr C r r  
  

 в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).ij ij ij ijkl kl ijkl kl ijkl klr r C r r C r r C r r               
       

 (9) 

Формулы для моментов первого и второго порядка деформаций и напряжений в ком-
понентах были впервые получены С. Волковым и выражаются через смешанные момен-
ты, объединяющие флуктуации индикаторных функций и локальные поля деформаций 
[11, 25]: 

 
     1

,ij ij C ijC
C

e r r
r

     


 
  (10) 

 
   1

( ) ,ij ij C ijC
C

r r
r

      


 
  (11) 

 
 
( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )
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 
( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( )

ij ij ij ij CC C

C ij ij C C ij
C

r r r r

r r r r r r r
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
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

 (13) 

Численный расчет статистик локальных полей связан с нахождением флуктуаций пе-
ремещений, которые могут быть найдены из решения краевой задачи в стохастической 
постановке [9, 25]. 

 
2. Решение стохастической краевой задачи в упругой постановке 

 
Стохастическая краевая задача содержит следующие уравнения: 

 , ( ) 0,ij j r 


 (14) 

     , ,
1( ) ,2ij i j j ir u r u r  

  
 (15) 

     ( ),ij ijkl klr C r r  
  

 (16) 

   ,
V

i ij jr
u r e r





 (17) 

где (14) – уравнение равновесия; j  обозначает частную производную ;
jx


  (15) – соот-

ношение Коши; (16) – уравнение состояния. Адгезия между компонентами считается иде-
альной.  

Для получения решения для флуктуации перемещений в виде рекуррентного инте-
грально-дифференциального уравнения был использован метод функций Грина [13, 25]: 

 
       

1

( 1)( )
1 1

1 1 1 1

,( )
, ,im ki

mnkl kl mnkl n
j j lV

G r r u ru r
C r e C r dV

x x x

       
    


    

  (18) 

где   – порядок аппроксимации;   ( )
( )

1

( )
n

z
mnkl z mnkl

z

C r r C


   
. Последовательная процедура, 

когда каждое предыдущее приближение подставляется в правую часть, позволяет полу-
чить более точные решения [25, 26].  

Когда размеры представительного объема много меньше характерных размеров твер-

дого тела, а также в случае изотропного тензора  ijmnC r


, в качестве функции Грина 

 1,imG r r
 

 может быть использован тензор Кельвина-Сомильяны [11, 25]: 

  1 3

( )( )
, ,mk m m k k

mk

r r
G r r A B

r r

  
 

 

 
   (19) 

где A и B – константы, зависящие от свойств материала микроструктурных фаз. 
С использованием первого приближения уравнения (18) 

    
1

(1)
( )

, 1 1 1
,1

( )
, ( )

n
zi

kl mnkl im j z
nzj V

u r
e C G r r r dV

x 

      
   

 (20) 
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флуктуации деформаций из уравнения (7), которые используются в формулах для момен-
тов, выражаются с помощью уравнения (20): 

        
1

( )
, , , 1 , 1 ( ) 1 1,1

1

1 1
( ) ( ) ( ) , , ( ) .

2 2

n
z

ij i j j i kl mnkl im j jm i z n
z V

r u r u r e C G r r G r r r dV


 
         

 
 
 

       
 (21) 

Решение (20) содержит флуктуации индикаторной функций под интегралом. Формулы 
для моментов (10)–(13) также включают эти флуктуации. Таким образом, в аналитических 
выражениях выделяются в явном вид структурные моментные функции (5). Например: 
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1

1
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2
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yy
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nV

n
y zz

mnkl im j jm i
z z y nV

K r r
r r e C G r r G r r dV

x

r r
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x 

 
      

 
   
 
 



 

 
     

 
   

 (22) 

где      
(2)

1 1( , ) ( ) ( )y yyK r r r r   
   

 – моментная функция второго порядка. 

Можно показать, что второе слагаемое в выражении (22), содержащее произведение 

флуктуаций индикаторных функций различных компонент ( ) 1 ( ) 1( ) ( )y zr r  
 

, обращается 

в ноль. Так, по определению, флуктуация индикаторной функции в компоненте C  выра-
жается как 

 ( ) ( ) ( ),C C Cr r r   
  

 (23) 

где ( )C r


 является константой и отражает объемную долю компоненты в представи-

тельном объеме. Тогда осредненное произведение флуктуаций индикаторных функций 
для двух разных компонент вырождается в константу: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) const,x y x x y yr r p r p r        
   

 (24) 

что обращает производную в подынтегральном выражении в уравнении (22) в ноль. Сле-
довательно, 

     
1
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 (25) 

Аналогично 
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  
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 (26) 

где (2)
1 1( , ) ( ) ( )

C C CK r r r r    
   

 – моментная функция второго порядка; (3)
1 2( , , )

C
K r r r 

  
 

1 2( ) ( ) ( )C C Cr r r     
  

 – моментная функция третьего порядка. 
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С учетом равенства (9) смешанные моменты, входящие в выражения для моментов 
первого и второго порядка полей напряжений в компонентах и содержащие флуктуации 
полей напряжений, выражаются через флуктуации полей деформаций: 
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 (27) 

Момент ( ) ( )ij r r  
 

 равен дисперсии напряжений в представительном объеме как 

однородной среде: 
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где (2) ( ) ( ) (1 )C C C C CD r r p p     
 

 – центральный момент второго порядка (дисперсия) 

для индикаторной функции компоненты C .  
В силу свойств индикаторных функций принимать значения, равные либо нулю, либо 

единице, связь моментов, содержащих произведение индикаторных функций от одного 
и того же аргумента, выражается следующим образом: 
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где      ( ) 1 1
n nn

C C C C CD p p p p      – центральный момент n-го порядка для индика-

торной функции компоненты C . 
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Для дисперсий напряжений в представительном объеме 
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Аналогичным образом выводится выражение для ( ) ( ) ( )C ijr r r    
  

. 

Полученные аналитические выражения для статистик деформаций и напряжений за-
висят от свойств материала (через константы, входящие в функцию Грина) и формализо-
ванной информации о микроструктурной геометрии (посредством моментных функций 
различных порядков). Порядок необходимых моментных функций зависит от точности 
решения (18). С возрастанием его приближения выражения, содержащие интегралы 
в уравнениях (22) и (23), становятся более громоздкими и включают моментные функции 
более высокого порядка.  

 
3. Численная реализация методики на примере композитов  
с металлической матрицей 

 
В качестве частного случая были рассмотрены композиты с металлической матрицей 

с матрицей из титана (Ti), армированные включениями из карбида кремния (SiC). 
По сравнению с традиционными материалами и композитами с полимерной матрицей, 
используемыми для многих прикладных задач, такие композиты проявляют себя лучшим 
образом при высоких температурах, большую прочность, повышенную устойчивость 
к износу и высокоцикловой усталости, имеют более высокое отношение жесткости к весу, 
значительную электрическую и тепловую проводимость. 

Микроструктурные составляющие представительного объема композитов были смоде-
лированы как случайно расположенные, непересекающиеся сферы различных размеров. Бы-
ли рассмотрены три фазы внутри представительного объема: Ti-матрица, армирующие SiC-
частицы и пустоты (поры) в разных пропорциях. Такие модели соответствуют данным изо-
бражений, полученных из микроструктурных экспериментов, например в [6] и [29].  

Геометрические характеристики моделируемых представительных объемов отобра-
жены в табл. 1. Поскольку предложенная методика не зависит от масштабных факторов, 
все величины, характеризующие размеры, представлены в условных масштабных едини-
цах. В качестве представительного объема был рассмотрен куб со стороной 200. 
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Таблица 1 
 

Геометрические характеристики многокомпонентных представительных объемов 
 

Предст. 
объем 

Объемная доля, p, % Количество  
включений, N 

Минимальный  
радиус 

Максимальный  
радиус 

Фаза #1 
(SiC) 

Фаза #2 
(Поры) 

 Фаза #1 
(SiC) 

Фаза #2 
(Поры) 

Фаза #1 
(SiC) 

Фаза #2 
(Поры) 

1 10 1  222 8 8 8 12 
2 15  1  327 8 8 8 12 
3 20  1  445 8 8 8 12 
4 25  1  603 8 8 8 12 
6 10  4  351 8 8 8 12 
7 10  8  511 8 8 8 12 
8 10  12  685 8 8 8 12 

 

Первые четыре структуры отличаются объемной долей первой фазы (SiC). Структу-
ры 6–8 имеют одинаковую долю SiC-включений, но различные концентрации пор (от 4 до 
16 %). Все величины представлены в условных масштабных единицах. 3D-графические 
изображения этих структур представлены на рис. 1. 

 

 
а б в г 

 
д е ж 

Рис. 1. Трехкомпонентные представительные объемы материалов с различными объемными до-
лями фаз: а – 10–1 %; б – 15–1 %; в – 20–1 %; г – 25–1 %; д – 10–4 %; е – 10–8 %;  

ж – 10–12 % 

Заданные механические свойства SiC-включений и Ti-матрицы представлены 
в табл. 2. Поры считались заполненными вакуумом. 

Таблица 2 
 

Механические свойства фаз для случая Ti + SiC-композитов 
 

 Включения (SiC) Матрица (Ti) 
Упругий модуль 410 ГПаCE   116 ГПаME   

Коэффициент Пуассона 0,14C   0,32M   
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Нагружение представительного объема соответствовало простому сдвигу и было оп-
ределено путем задания компонент макромасштабного тензора деформаций ije  в гранич-

ных условиях (17): 

 

6

6

0 10 0

10 0 0 .

0 0 0

e





 
 

  
 
 

 (31) 

В случае когда матрица и включения являются упругими, однородными и изотроп-
ными, тензор упругих модулей для каждой компоненты является постоянным и может 
быть представлен в следующем виде:  

  ( ) ( ) ( ) ,z z z
ijkl ij kl ik jl il jkC            (32) 

где ( ) ( ),z z   – постоянные Ламе компоненты z, 

 
  

( ) ( )
( )

( ) ( )
,

1 1 2

z z
z

z z

E 
 

   
 (33) 

 
 

( )
( )

( )
,

2 1

z
z

z

E
 

 
 (34) 

где ( )zE  – упругий модуль; ( )z  – коэффициент Пуассона. 
Коэффициенты A  и B  функции Грина (19) в случае упругих компонентов связаны 

с константами Ламе: 

 
3

,
28

A
 

   





 ,

28
B
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 (35) 

где ( )
( )

1

,
n

z
z

z

p


    ( )
( )

1

.
n

z
z

z

p


    

Методология, описанная в п. 1, позволяет вычислять дискретные значения момент-
ных функций, которые не могут быть непосредственно использованы в аналитических 
выражениях для статистических характеристик. Переход от дискретных значений 
к непрерывным функциям осуществляется с помощью аппроксимации. Аппроксимация 
функций может быть проведена путем построения нелинейной аналитической модели со 
структурой, которая соответствует некоторому заданному выражению для последователь-
но вычисленных дискретных значений моментных функций. С помощью вычислительных 
экспериментов ранее было показано [25, 30–32], что степенное выражение с двумя перио-
дическими функциями и тремя независимыми коэффициентами в наибольшей степени 
подходит для аппроксимации (разница составляет не более 1–1,5 %): 

        ( ) 2
1 2 1 2 3 2, ,..., exp cos sin .n a

K nf r r r c r c r c c r       
     

 (36) 

Здесь r


 – расстояние между радиусами-векторами; ic  – коэффициенты аппроксимации. 

Степень a в соотношении (36) равна 2 для функций второго порядка и 1 – для функций 
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более высоких порядков. Предполагается, что все компоненты являются изотропными, 
что позволяет принимать все расстояния между радиусами-векторами одинаковыми [24]: 

 1 2 1 3 2 3 1... .n nr r r r r r r r r         
        

 (37) 

Для каждого частного случая были вычислены моменты первого и второго порядка 
полей напряжений и деформаций в компонентах. Подробности об используемых при этом 
численных методиках содержатся в работах [30, 31]. 

На рис. 2 отображены изменения статистических характеристик как для титановой 
матрицы, так и для включений в зависимости от объемной доли частиц карбида  
кремния.  

Графики демонстрируют близкую к линейной зависимость для моментов первого по-
рядка – средних значений напряжения и деформации, в то время как дисперсии полей во 
включениях значительно выше, чем в матрице. С увеличением объемной доли средние 
деформации как в матрице, так и во включениях непропорционально увеличиваются, что 
соответствует предсказываемому поведению. Дисперсии напряжений и деформаций 
в компонентах имеют тенденцию к схождению с увеличением объемной доли армирую-
щих включений. 

 

а б 

в г 

Рис. 2. Значения моментов первого (а, в) и второго (б, г) порядков для представительных объемов  
Ti+SiC-композитов в зависимости от объемной доли карбида кремния:  включения (SiC), 

 матрица (Ti) 
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а б 

в г 

Рис. 3. Моменты первого (а, в) и второго (б, г) порядков для Ti+SiC-композитов в зависимости  
от объемной доли пор:  включения (SiC),  матрица (Ti) 

Рис. 3 позволяет проследить влияние микроструктурных дефектов, которые были 
смоделированы, как поры. Как видно, увеличение пористости практически не оказывает 
влияния на матрицу. В то же время для статистик первого и второго порядка наблюдаются 
нелинейные зависимости от объемной доли пор, что свидетельствует о том, что не только 
количество дефектов, но и их распределение и позиционирование в представительном 
объеме оказывает влияние на напряжения и деформации в компонентах. 

 
Заключение 

 
Данная работа демонстрирует комплексную методику для получения статистических 

характеристик полей микроструктурных напряжений и деформаций в многокомпонентных 
материалах с помощью статистического подхода. Описание геометрии случайной микро-
структуры проводилось с использованием методологии моментных функций. Аналитические 
выражения для статистик были получены с помощью стохастического решения краевой за-
дачи в виде перемещений и учитывают внутреннюю информацию о морфологии посредст-
вом моментных функций различных порядков. Точность численных вычислений для стати-
стик с использованием представленной модели может быть улучшена путем использования 
последовательных приближений решений уравнения (18) более высоких порядков. 

Одним из возможных применений для самих статистик локальных микроструктур-
ных полей является создание статистических моделей разрушения в компонентах, где они 
используются для обнаружения начала разрушения, а также для создания на их основе 
новых критериев прочности, которые могут адекватно отражать процессы деформации 
и разрушения. 
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Исследование возможных вариаций механических и геометрических свойств микро-
структуры позволяют оценить их влияние на внутренние поля напряжений и деформаций. 
Эти результаты могут быть использованы при проектировании новых композитов с пре-
допределенными свойствами и оптимизированной микроструктурой, которые могут быть 
пригодны для широкой области возможных применений. 
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