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МОДЕЛЬ ГИСТЕРЕЗИСА ЭНЕРГОРАССЕЯНИЯ  

ПРИ КОЛЕБАНИЯХ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Рассматривается феноменологический подход для описания гистерезиса энергорассея-
ния при нестационарных колебаниях механических систем. Механическая система трактуется как 
«черный ящик» с известными соотношениями между внешними воздействиями и наблюдаемыми 
реакциями. Конструируется математическая модель гистерезиса, идентификация параметров 
которой проводится с использованием экспериментальных данных для стационарных колебаний 
системы.  

Для описания гистерезиса предлагается дифференциальный подход, названный кинема-
тическим, согласно которому силовые и кинематические параметры связываются специальным 
дифференциальным уравнением первого порядка, его правая часть подбирается из класса 
функций, обеспечивающих асимптотическое приближение решения к кривым предельного гисте-
резисного цикла. Предельный цикл образуется кривыми прямого и обратного процессов (процес-
сов нагрузки-разгрузки), которые строятся по экспериментальным данным для максимально воз-
можных или допустимых интервалов изменения параметров в условиях установившихся колебаний. 
Коэффициенты в правой части определяются по экспериментальным данным для предельного гисте-
резисного цикла. Для этого строится аппроксимация кривых предельного цикла с использованием 
методов минимизации невязки аналитического представления к множеству экспериментальных точек. 
Предлагаемый метод позволяет одним дифференциальным уравнением описать траекторию гистере-
зиса с произвольной точкой старта внутри области предельного цикла. 

В качестве примера рассмотрена задача о вынужденных колебаниях гасителя маятнико-
вого типа для демпфирования низкочастотных колебаний. Рассмотрены гасители, которые ис-
пользуются для демпфирования низкочастотных колебаний проводов воздушных линий электро-
передачи. Предложен алгоритм анализа эффективности энергорассеяния гасителей колебаний, 
позволяющей оптимизировать конструкцию гасителей на стадии проектирования. 

Предлагаемый подход обладает общностью и может быть использован в расчетах нели-
нейного поведения различных конструкций, механизмов и систем, где необходим учет гистерези-
са энергорассеяния в условиях нестационарных колебаний. 

Ключевые слова: нестационарные колебания, гистерезис энергорассеяния, кинематиче-
ский подход, предельный цикл, идентификация параметров, гасители низкочастотных колебаний 
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MODELLING HYSTERESIS OF ENERGY DISSIPATION  

AT VIBRATION OF MECHANICAL SYSTEMS 

The paper discusses a phenomenological approach to describe the energy dissipation hystere-
sis at nonstationary vibrations of mechanical systems. The mechanical system is considered as a “black 
box” with the known relationships between external factors and the observed reactions. A mathematical 
model is constructed for which the identification of parameters is carried out using the experimental data 
for steady-state vibrations of a system. 

To describe the hysteresis the authors have suggested the differential approach, called kine-
matic one, according to which the force and kinematic parameters are associated by the special differ-
ential equation of the first order, the right part of which is selected from a class of functions that provides 
the asymptotic approximation of the solution to the curves of the limit hysteresis cycle. The limit cycle is 
formed by curves of direct and reverse processes (“loading-unloading” processes), which are based on 
experimental data for the maximum possible or permissible intervals of parameter changes during the 
steady vibrations. Coefficients in the right part are determined from experimental data for the limit hys-
teresis cycle. Approximation curves of the limit cycle are constructed using the methods of minimizing 
the discrepancy of analytical representations to the number of experimental points. The proposed ap-
proach allows (based on one differential equation) describing the trajectory of hysteresis with a random 
starting point within the area of the limit cycle. 

As an example, the problem of forced vibrations of the pendulum-type damper for damping low-
frequency vibrations is considered. The authors have considered the dampers, which are used for damping 
low-frequency vibrations of conductors of overhead transmission lines. The algorithm for energy dissipation 
analysis is suggested, allowing optimizing the damper constructions at the design stage. 

The proposed approach has the generality and can be used in the modelling of nonlinear be-
havior of different structures, mechanisms and systems where it is necessary to take into account the 
energy dissipation hysteresis in conditions of nonstationary vibrations. 

Keywords: nonstationary vibrations, energy dissipation hysteresis, kinematic approach, limit 
cycle, identification of parameters, damper for damping low-frequency vibrations. 

Введение 

Гистерезис (от греч. hysteresis – отставание, запаздывание) свой-
ствен нелинейным процессам, состояние которых определяется не 
только внешними условиями в данный момент времени, но и предыс-
торией. 

Нелинейные зависимости гистерезисного типа повсеместно воз-
никают в различных областях естествознания и техники [1–5]. Извест-
ны: магнитный и диэлектрический гистерезис, гистерезис пластическо-
го деформирования [6, 14–17], гистерезис реологического поведения 
вязких сред [11–13, 18], в том числе под влиянием внешних физиче-
ских полей, и т.п.  
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В технике существует множество типов устройств, работа кото-
рых основана на использовании свойств гистерезиса. Эти устройства 
широко применяются в авиационной и аэрокосмической технике, 
а также автомобилях, в общем машиностроении и приборостроении. 
Примерами гистерезисных устройств являются: фрикционные и вихре-
токовые тормоза, демпферы и гасители колебаний, гистерезисные 
муфты для управления крутящим моментом во многих типах машин, 
гистерезисные электродвигатели и т.д.  

Для построения математического описания гистерезиса приме-
няют два принципиально различных подхода [1]. Первый основан на 
замене объекта некоторой совокупностью взаимодействующих между 
собой простых частей, математические описания которых хорошо из-
вестны. Этот подход типичен для задач механики, физики, химии. При 
втором подходе изучаемый объект трактуется как «черный ящик». 
В этом случае рассматриваются соотношения между воздействиями 
и наблюдаемыми реакциями, и на основе этого конструируются мате-
матические описания. Второй подход называется методом математиче-
ской идентификации, и он типичен для задач управления сложными 
объектами, задач автоматического регулирования, общей теории сис-
тем, биологии и др. 

В данной статье используется подход «черного ящика» для опи-
сания гистерезиса в задачах о колебаниях механических систем. 

Установление зависимости, определяющей форму петли гистере-
зиса, выражает соответствующую гипотезу диссипации энергии. Ши-
рокое распространение получила гипотеза Фойгхта [2], в соответствии 
с которой рассеяние энергии зависит от частоты процесса деформиро-
вания системы. Однако для большинства конструкционных материалов, 
и тем более – сложных механизмов с трением, это не подтверждается 
экспериментально [3]. Физически обоснованными являются модель 
Н.Н. Давиденкова и модель гистерезиса трения без возвращающей си-
лы [4–6], описывающие диссипацию энергии в упругопластических 
материалах. Подробный обзор с анализом различных моделей гистере-
зиса и методов идентификации его параметров для нелинейных меха-
нических колебательных систем содержится, например, в работе 
Н.П. Плахтиенко [7]. Здесь же описываются модели частотно незави-
симого рассеяния энергии и анализируются двучленные аналитические 
выражения для характеристики восстанавливающей силы колебатель-
ной системы. 
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В работах [8, 9] предлагается подход, основанный на использова-
нии данных серии типовых экспериментов по построению опорных 
кривых нагружения. Эти кривые используются далее в качестве свое-
образной криволинейной координатной сетки, которая позволяет по-
строить траекторию гистерезиса между кривыми нагрузки-разгрузки 
предельного цикла (гистерезисными кривыми цикла колебаний с мак-
симальной амплитудой) в условиях нестационарных колебаний. 

Предложенный подход может найти применение при математи-
ческом моделировании различных процессов с гистерезисом. Напри-
мер, для описания процессов упругопластического деформирования 
и разрушения конструкционных сталей, сплавов и иных материалов 
при нестационарных и несимметричных циклических нагружениях 
[19–22]. В том числе представляет большой интерес использование 
подхода для математического моделирования пластического гистере-
зиса материалов при конечных деформациях с учетом упрочнения. 
В таких задачах, как известно [21, 22], модели часто демонстрируют 
отсутствие свойства циклической стабильности: петля пластического 
гистерезиса при расчетах по данным моделям даже асимптотически не 
сохраняет ни форму, ни размеры, ни местоположение. 

В настоящее время представляют интерес задачи о нелинейных 
колебаниях гибких тросовых конструкций со сложной внутренней 
структурой, к которым относятся прежде всего провода, кабели и тро-
сы воздушных ЛЭП. При колебаниях таких конструкций происходит 
диссипация энергии вследствие упругопластического взаимодействия 
проволочных спиралей при их взаимном трении. При этом, как пока-
зывают эксперименты, зависимости силовых факторов от соответст-
вующих кинематических параметров имеют ярко выраженный гисте-
резисный характер. Учет этого эффекта в ряде задач необходим, на-
пример, при моделировании динамики гасителей колебаний, подобных 
демпферу Стокбриджа, или при моделировании эоловых вибраций. 
В таких задачах предлагаемый подход также может найти применение 
и оказаться эффективным [23, 24].  

1. Модель гистерезиса 

Гистерезисные петли соседних циклов различаются из-за необра-
тимости процессов, сопровождающихся рассеянием энергии. Аналити-
ческое согласование гистерезисных кривых соседних циклов представ-
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ляет собой непростую задачу. Такие математические модели часто ока-
зываются не только сложными, но и весьма ограниченными для описа-
ния реальных процессов. 

Известно, что при гармоническом внешнем воздействии через 
некоторое число циклов форма траектории гистерезиса приближается 
к петле, характеризующей установление (стабилизацию) динамическо-
го процесса. Начальная точка (точка «старта») каждого цикла опреде-
ляется предысторией нестационарного процесса. Она может находить-
ся в любой точке пространства изменений исследуемых параметров. 
Однако опыты показывают, что зависимости подобны друг другу 
в асимптотическом смысле, т.е. асимптотически приближаются с из-
менением (увеличением или уменьшением) параметра процесса к пре-
дельным гистерезисным кривым, которые строятся по эксперимен-
тальным данным для максимально возможных или допустимых интер-
валов изменения параметров. Скорость асимптотического сближения 
зависит от свойств механической системы (деформируемого тела) или 
устройства, где происходит процесс или производятся измерения. 

Отмеченные трудности можно преодолеть, воспользовавшись диф-
ференциальной формой описания физических связей, учитывающего дис-
сипацию энергии при циклическом нестационарном воздействии. Пред-
лагаемый метод позволяет одним дифференциальным уравнением опи-
сать траекторию гистерезиса с произвольной точкой старта внутри 
области, ограниченной предельными кривыми «нагрузки» и «разгрузки». 

Подход заключается в использовании обыкновенного дифферен-
циального уравнения первого порядка в виде ( ) ( , )df q dq R q f= , уста-

навливающего зависимость между параметром нагрузки f и соответст-
вующим кинематическим параметром q. Правая часть этого уравнения 

( , )R q f  подбирается из класса функций, обеспечивающих асимптоти-

ческое приближение решения к предельным кривым гистерезиса. 
В этом случае удается одним уравнением описать бесконечное множе-
ство подобных кривых, имеющих разные точки «старта», но прибли-
жающихся к предельной кривой с ростом или уменьшением аргумента 
в зависимости от направления процесса. Этот подход назван нами ки-
нематическим. 

Для описания гистерезиса при нестационарных колебаниях меха-
нической системы предлагается обыкновенное дифференциальное 
уравнение первого порядка в виде 
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где коэффициенты ijC  определяются методами приближения, миними-

зируя невязку аналитического представления ( , )R q f  к множеству зна-

чений { }df dq , полученных из экспериментов для предельного цикла. 

Числа k и m подбираются в результате простых численных экспери-
ментов. Значения этих параметров определяют характер (скорость) 

асимптотического приближения решения с начальной точкой ( )0 0,q f  

к кривым предельного цикла. 
Будем считать, что в результате экспериментальных измерений 

получена последовательность т точек ( , )i iq f , где i – текущий номер 

точки. Для построения последовательности точек { }, ( )i iq df dq  можно 

воспользоваться конечно-разностным выражением 1 1( ) ( )i i i if f q q− −− − . 

Однако таким способом пользоваться нельзя, если экспериментальных 
точек мало или если измеряемые величины имеют сильный разброс 
своих значений. Однако можно предварительно получить аналитиче-
скую аппроксимацию ( )f q  по измеренным значениям, например, ме-

тодом наименьших квадратов. Дифференцирование полученной зави-
симости даст искомую производную df dq . Например, при использо-

вании полиномиальной зависимости в виде  
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Тогда из (2) следует 2

2

( 1)
n

j
j

j

df dq j C q −

=

= − , где jC  определяют-

ся из решения системы (3). Отсюда, полагая iq q= , где 1,...,i m= , при-

ходим к искомому множеству точек{ }, ( )i iq df dq . 

Далее символом if ′  будем обозначать величину ( )idf dq . Мно-

жество этих величин может быть получено вышеописанным способом. 
В соответствии с методом наименьших квадратов построим 

функцию невязки в виде 
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n  – число экспериментальных точек. 
Минимизация (4) приводит к системе алгебраических уравнений 

относительно величин ijC  
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Систему (5) можно также свести к обычной форме записи систе-
мы линейных алгебраических уравнений. Для этого введем вектор не-
известных x  с элементами 

 ( 1)k i p pix C− + =  (6) 

и вектор правых частей r с элементами 

 1 1
( 1)
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p i
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Тогда вместо (5) получим 

 ,D =x r  (8) 

где элементы квадратной матрицы D  имеют вид 

 2 2
( 1) , ( 1)

1

;
n

p q i j
k i p k j q l l

l

d q f+ − + −
− + − +

=

=  ,i j m≤ , ,p q k≤ .  (9) 

После определения ijC из (8) с учетом обозначений (6), (7) и (9) 

правая часть дифференциального уравнения (1) сформирована, и его 
можно интегрировать любым численным методом с начальной точкой 

( )0 0,q f  внутри области предельного цикла. 

Уравнение (1) должно быть введено в общую систему уравнений, 
описывающих движение механической системы. Составление таких 
уравнений представляет собой непростую задачу. Записываются они 
в дифференциальных или интегральных формулировках Эйлера или 
Лагранжа относительно переменных, зависящих от пространственных 
координат и времени. 

В связи с этим использование кинематического уравнения в виде 
(1), где в левой части имеется производная по обобщенной координате q, 
вряд ли удобно. Более рациональной формой будет запись с учетом 

связи ( )( ) ,df dq df dt dt dq=  которая позволяет переписать (1) в виде 

 1 1

1 1

.
k m

i j
ij

i j

df dq
C q f

dt dt
− −

= =

=   (10) 

Полная система разрешающих уравнений, включающая (10), яв-
ляется существенно нелинейной. Она может быть решена лишь с ис-
пользованием различных методов дискретизации по пространственным 
координатам и времени.  

2. Гистерезис гасителя низкочастотных колебаний 

В качестве примера использования предложенного подхода рас-
смотрим вынужденные низкочастотные колебания гасителя маятнико-
вого типа. Такие гасители используются, например, для подавления 
и расстраивания низкочастотных колебаний проводов воздушных ли-
ний электропередачи [8, 9]. Упрощенная схема гасителя показана 
на рис. 1. 



Модель гистерезиса энергорассеяния при колебаниях механических систем 
 

 53 

Основными элементами конструкции 
гасителя являются диски 1, 2 и 3. Диски 1 и 2 
имеют общую центральную ось, позволяю-
щую им вращаться друг относительно друга. 
К диску 3 крепится маятник 4. Диски 2 и 3 
соединяются друг с другом через упругую 
вставку 6. Диск 1 скрепляется (подвешивает-
ся) с элементами конструкции, колебания 
которой необходимо демпфировать. Этот 
диск для остальной части элементов гасителя 
являются ведущим. Диск 2 является ведо-
мым. Между дисками 1 и 2 помещаются 
элементы 5, препятствующие свободному 
вращению дисков относительно друг друга. 
Такими элементами могут быть, например, 
резиновые шарики, которые помещаются 
между дисками 1 и 2 в специальные профильные углубления (каналы). 
Колебания конструкции через диск 1 передаются к дискам 2 и 3. В си-
лу инерционности маятника и эксцентриситета его центра массы (ц.м.) 
происходит прокручивание дисков 2 и 3 относительно диска 1. При 
этом происходит движение шариков по профильным каналам в дис-
ках 1 и 2, которое сопровождается их значительным деформированием 
и трением о поверхности каналов, что является причиной демпфирова-
ния колебаний. 

Возможны также иные конструктивные варианты демпферных 
узлов гасителей маятникового типа. Например, вместо резиновых ша-
риков можно использовать магнитореологические жидкости (МРЖ), 
которые при относительном вращении дисков перетекают по специ-
альным каналам, где помещены магниты. Магнитные поля локально 
воздействуют на жидкость, увеличивая ее вязкость в зоне воздействия 
и, как следствие, увеличивая силы сопротивления течению [25]. 

Пусть 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  – углы поворотов соответственно ведущего 

и ведомого дисков, а также маятника, которые отсчитываются от вер-
тикали в положительном направлении против часовой стрелки. Мо-
менты, возникающие при прокручивании дисков друг относительно 
друга, показаны на рис. 2. 

 

Рис. 1. Схема конструкции 
гасителя колебаний 
маятникового типа 

⋅

1 2 l 

5 6

e 

ц.м. 

x 

4 

3 
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Момент ( )1 1 2 1M M= ϕ − ϕ  порождается в результате взаимодей-

ствия ведущего 1 и ведомого 2 дисков через систему элементов демп-
фирования 5. Момент 2M  возникает вследствие скручивания упругого 

элемента 6. Считается, что этот момент пропорционален углу 3 2ϕ − ϕ . 

Тогда по закону Гука ( )( )2 3 2 tM GJ l= ϕ − ϕ , где tGJ  – крутильная же-

сткость упругой элемента. 
При вращении дисков возникают также инерционные моменты 

2 2I ϕ  и 3 3I ϕ , где 2I  и 3I  – моменты инерции ведущего и ведомого 

дисков. 

 

Рис. 2. Моменты взаимодействия составных  
элементов гасителя 

С учетом перечисленных моментов уравнения колебаний связан-
ных дисков записываются в виде 

 2 2 1 2

3 3 2 3 3

0,

sin 0.

I M M

I M m g e

ϕ + − =
ϕ + + ϕ =




 (11) 

Для моделирования энергорассеяния гасителя необходимо оп-
ределить закон движения ведущего диска. Принимается, что 

1( ) sint tϕ = Φ ω , где Φ  и ω  – амплитуда и частота вынужденных гар-

монических колебаний. 
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В итоге уравнения колебаний принимают вид 

 

( )

( )

2 2 3 2 1 2 1

3 3 3 2 3 3

1 2 2 3 3

( ) ,

sin ,

sin ; (0) (0) (0) (0) ,

t

t

GJ
I M

l
GJ

I m g e
l

t

ϕ = ϕ − ϕ − ϕ − ϕ

ϕ = − ϕ − ϕ − ϕ

ϕ = Φ ω ϕ = ϕ = ϕ = ϕ





 

 (12) 

где зависимость 1 2 1( )M ϕ − ϕ  формулируется в результате эксперимен-

тальных исследований. 

3. Модель гистерезиса диссипации энергии гасителя 

При построении математической модели гистерезиса использова-
лись данные, полученные в результате экспериментальных исследова-
ний гасителей низкочастотных колебаний маятникового типа [8, 9]. 

Примеры гистерезисных зависимостей ( )M ϕ  показаны на рис. 3, где 

а–б соответствуют двум различным программам нагружения демпфер-
ного узла гасителя. 

 
а     б 

Рис. 3. Два варианта гистерезисных зависимостей М(φ) при квазистатических 
вынужденных колебаниях маятника гасителя  

Анализ экспериментальных данных позволяет представить зави-

симость ( )M ϕ  на диаграмме { },M ϕ  в виде непрерывной ломаной 

кривой, состоящей из гладких участков (ветвей), формирующих в со-
вокупности петлеобразную траекторию внутри предельного цикла. 

Ветви зависимости ( )M ϕ  образуют два множества, соответствующие 
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процессам «нагрузки» и «разгрузки». Считается, что в каждом множе-
стве ветви подобны между собой в асимптотическом смысле, т.е. каж-
дая из них асимптотически приближается с ростом или уменьшением 
ϕ  к соответствующим гистерезисным кривым предельного цикла. 

Скорость асимптотического сближения зависит от параметров конст-
рукции и физических свойств демпфирующих элементов. 

Зависимость ( )M ϕ , удовлетворяющую указанным свойствам, 

можно построить, используя уравнение (1). 
Количества слагаемых в суммах правой части (1) k и m подбира-

ются в результате простого перебора вариантов, ограничивая макси-
мальное количество некоторым целым числом, например, 5–8. Для ка-
ждого сочетания k и m строится аппроксимация кривых предельного 
цикла с использованием методов минимизации невязки аналитическо-
го представления к множеству экспериментальных точек для предель-
ного цикла установившихся колебаний. Это позволяет определить ко-
эффициенты ijC . 

Отметим, что число удерживаемых членов в суммах порождает 
множество альтернативных видов правой части уравнения (1). В ре-
зультате интегрирования каждого уравнения получаются кривые, 
аппроксимирующие данные, полученные из эксперимента. Выбира-
ются такие правые части, которые обеспечивают наибольшее при-
ближение решения (1) к экспериментальным данным и по виду наи-
более просты. 

Для рассматриваемой задачи (см. рис. 3) в результате численных 
экспериментов были найдены 2m =  и 6k = . Для этих значений про-
цедура минимизации невязки к экспериментальным точкам дала сле-
дующие значения коэффициентов: 11 650,9C = ; 21 1422,2C = ; 

31 10,027C = ; 41 1,088C = ; 51 0,103C = ; 61 0,015C = ; 12 23,9C = − ; 

22 4,1C = − ; 32 2,0C = − ; 42 0,35C = − ; 52 143,2C = ; 62 419,8C = . 

Можно упростить вид правой части (1) без заметной потери точ-
ности аппроксимации, отбрасывая некоторые члены сумм. Вычисления 
показали, что членами, содержащими коэффициенты 31C , 41C , 51C , 

61C , можно пренебречь. В итоге уравнение (1) преобразуется к виду 
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0 0

,
m n

i j
i j

i j

dM
k c M

d = =

= ϕ + ϕ ⋅
ϕ    (13) 

где 0 11k C= ; 1 21k C= ; 0 12c C= ; 1 22c C= ; 2 32c C= ; 3 42c C= ; 4 52c C= ; 

5 62c C= . 

Как показали вычисления, представление (13) достаточно хорошо 
описывает траектории гистерезиса энергорассеяния при старте из лю-
бой точки внутри предельного цикла. 

В соответствии с (10) уравнение (13) преобразуется к виду 

 
0 0

,
m n

i j
i j

i j

dM d
k c M

dt dt= =

  ϕ= ϕ + ϕ ⋅ 
 
   (14) 

что позволяет его интегрировать по времени совместно с уравнениями 
движения (12). Знак d dtϕ  определяет направление движения по тра-

ектории гистерезиса (процессы «нагрузки» и «разгрузки»). 
Мощность энергорассеяния определяется по формуле 

 1 1

1 1
.

t t

A M d M dt
t t

= α = α    (15) 

При исследовании нестационарных колебаний выражение (15) 
удобно представить в дифференциальной форме и включить в систему 
уравнений (12), (14). Дифференцирование по времени (15) дает 

1tA A M+ = α  , откуда получаем дифференциальное уравнение вида 

 ( )1

1
.

dA
M A

dt t
= α −   (16) 

Решение (16) имеет горизонтальную асимптоту, соответствую-
щую мощности рассеяния установившихся вынужденных колебаний. 

4. Результаты моделирования 

Ниже представлены результаты анализа эффективности энерго-
рассеяния гасителя низкочастотных колебаний (рис. 4, а). 

Масса и момент инерции ведомого диска принимались соответ-

ственно 0 1,15кгm =  и 2
0 0,004 кг мI = ⋅ . 
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На рис. 5, а показана зависимость мощности рассеяния энергии 
от частоты при квазистатическом увеличении частоты гармонических 
колебаний ведущего диска от 0 до 3 Гц при амплитуде 0,3 рад.Φ =  

На рис. 5, б показана та же зависимость, но в интервале частот от 0 до 

0,8 Гц. Примеры гистерезисной зависимости ( )M ϕ  при различных 

частотах колебаний ведущего диска даны на рис. 6. 
На рис. 4, б показана схема конструкции гасителя с двумя ма-

ятниками, угол между которыми составляет 90°. Масса и момент 
инерции ведомого диска, как и прежде, приняты 0 1,15кгm =  

и 2
0 0,004 кг мI = ⋅ . 

 

а    б 

Рис. 4. Конструктивные схемы гасителей колебаний с одним (а)  
и двумя маятниками (б) 

 

 
а     б 

Рис. 5. Зависимость мощности энергорассеяния гасителя от частоты  
колебаний ведущего диска  
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а     б 

 
в     г 

Рис. 6. Гистерезис зависимости ( )φM  при гармонических колебаниях ведущего диска  

с амплитудой Ф = 0,3 рад: а – частота 0,2 Гц; б – частота 0,4 Гц; в – частота 0,6 Гц;  
г – частота 0,7 Гц 

 
Механический гаситель по этой схеме был изготовлен на пред-

приятии «Электросетьстройпроект» (ЭССП, г. Москва) и испытан на 
специализированном стенде. С целью проверки модели гистерезиса 
был произведен расчет гасителя по предложенной методике. Исследо-
вались свободные колебания ведомого диска с маятниками при зафик-
сированном ведущем диске. 

На рис. 7 представлены результаты исследований при начальном 
отклонении маятника на угол 0,4 рад и старте без начальной скорости. 
Зависимости угла поворота маятника ϕ  от времени t  показаны на 

рис. 7, а, где сплошная и пунктирная кривые представляют собой соот-
ветственно гладкие аппроксимации данных, полученных из экспери-
мента и в результате численного интегрирования уравнений (2), (4). На 

рис. 7, б показан гистерезис зависимости ( )M ϕ . 

 
 



А.Н. Данилин, Е.Л. Кузнецова, Л.Н. Рабинский 
 

 60 

 
а     б 

Рис. 7. Результаты исследования свободных колебаний диска с двумя маятниками:  
а – зависимость угла поворота диска от времени; б – зависимость момента  

сопротивления от угла поворота диска 

Заключение 

В работе предложена математическая модель для описания гис-
терезиса различных физических зависимостей, в том числе диаграмм 
деформирования при нестационарных колебаниях механических сис-
тем. В качестве определяющего соотношения предложено использо-
вать обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка со 
специальной правой частью, обеспечивающей асимптотическое 
приближение искомой зависимости к предельным кривым, извест-
ным из экспериментов. Коэффициенты в правой части определяются 
методами приближения, минимизируя невязку аналитического пред-
ставления к множеству значений, полученных из экспериментов для 
предельного цикла. 

Предложенная модель физических зависимостей гистерезисного 
типа является аналитической, что является важным для ее включения в 
модели, описывающие нелинейное поведение механических и иных 
систем. 

В качестве примера выполнено моделирование колебаний гаси-
теля низкочастотных колебаний маятникового типа. Предложен алго-
ритм анализа эффективности энергорассеяния гасителей колебаний, 
что позволяет оптимизировать конструкцию гасителей без проведения 
рутинных экспериментальных работ. 

Разработанный подход может быть использован при решении 
различных задач о нестационарных колебаниях различных конструк-
ций и механизмов с гистерезисным характером рассеяния энергии. 
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Подход может оказаться полезным и при решении иных задач механи-
ки, в том числе об упругопластическом циклическом деформировании 
различных материалов и конструкций. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 

№ 13-01-00471-а), а также гранта Президента РФ для государственной 
поддержки молодых российских ученых – кандидатов наук (код проек-
та МК-6582.2013.8). 
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