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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ  

ПУЛЬСИРУЮЩЕГО СЛОЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ  

В КАНАЛЕ С УПРУГОЙ СТЕНКОЙ 

Поставлена и аналитически решена задача гидроупругости пластины, образующей стенку 
щелевого канала с пульсирующим слоем вязкой несжимаемой жидкости при заданном гармони-
ческом законе пульсации давления на его торце в плоской постановке. Поставленная краевая 
задача представляет собой нелинейную связанную систему уравнений Навье–Стокса для слоя 
вязкой несжимаемой жидкости и уравнения динамики пластины (балки-полоски). В качестве 
краевых условий выступают условия прилипания жидкости к непроницаемым стенкам канала, 
условия свободного истечения жидкости на торцах канала и условия шарнирного опирания пла-
стины – стенки канала. Сформирован комплекс безразмерных переменных рассматриваемой 
задачи и выделены малые параметры задачи. В качестве малых параметров выбраны относи-
тельная толщина слоя жидкости и относительная амплитуда прогиба пластины. Рассматривая 
асимптотические разложения по выделенным малым параметрам задачи, осуществили ее ли-
неаризацию методом возмущений. Решение линеаризованной задачи проведено методом за-
данных форм для режима установившихся гармонических колебаний. При этом на основании 
граничных условий для пластины–стенки канала форма ее прогиба задана в виде рядов по три-
гонометрическим функциям от продольной координаты. Найдены закон прогиба упругой стенки 
канала и распределения гидродинамических параметров в жидкости. Получены частотозависи-
мые функции распределения амплитуд прогиба и динамического давления вдоль канала и часто-
тозависимые функции распределения фазового сдвига прогиба стенки и давления в канале от-
носительно исходного возмущения на торце. На основе расчетов показано, что резонансные 
колебания упругой стенки канала, возбуждаемые незначительными пульсациями давления на 
его торце, могут вызывать существенные изменения динамического давления и являться основ-
ной причиной вибрационной кавитации в жидкости. 

Ключевые слова: математическое моделирование, плоский канал, гидродинамические 
параметры, кавитация, упругая стенка, пульсирующий слой, пульсация давления. 
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MATHEMATICAL MODEL OF MOVEMENT  

OF A PULSING LAYER OF VISCOUS LIQUID  

IN THE CHANNEL WITH AN ELASTIC WALL 

The problem of hydroelasticity of the plate forming at wall of the slot-hole channel with a pulsing 
layer of viscous incompressible liquid at the set harmonious law of a pulsation of pressure at its end 
face in flat statement is put and analytically solved. The set regional task represents nonlinear related 
system of the equations of Navier-Stokes for a layer of viscous incompressible liquid and the equation 
of dynamics of a plate (beam strip). Conditions of sticking of liquid act as regional conditions to impene-
trable walls of the channel, a condition of the free expiration of liquid at end faces of the channel and a 
condition of a hinged supporting of a plate wall of the channel. The complex of dimensionless variables 
of a considered task is created and small parameters of a task are allocated. As small parameters we 
have chosen the relative thickness of a layer of liquid and relative amplitude of a deflection of a plate. 
Considering asymptotic decomposition in the allocated small parameters of a task we have carried out 
its linearization by a method of indignations. The solution of the linearized task is obtained by a method 
of the set forms for a mode of the established harmonic oscillations. Thus, proceeding from boundary 
conditions for a channel plate wall, the form of its deflection is set in the form of ranks on trigonometrical 
functions from longitudinal coordinate. The law of a deflection of an elastic wall of the channel and dis-
tribution of hydrodynamic parameters are found in liquid. We have obtained frequency dependent func-
tions of distribution of amplitudes of a deflection and dynamic pressure along the channel and frequency 
dependent functions of distribution of phase shift of a deflection of a wall and pressure in the channel of 
rather initial indignation at an end face. On the basis of calculations it is shown that resonant fluctua-
tions of an elastic wall of the channel, pressure excited by insignificant pulsations at its end face, can 
cause essential changes of dynamic pressure and be the main reason of vibration cavitation in liquid. 

Keywords: mathematical modelling, flat channel, hydrodynamic parameters, cavitation, elastic 
wall, a pulsing layer, pressure pulsation. 

 
С движением слоя жидкости в плоском канале приходится стал-

киваться при исследовании широкого круга проблем, связанных 
с нормальным функционированием системы охлаждения и подачи то-
плива в двигателях аэрокосмических систем, а также в энергетике 
и гидроприводах сложных механических систем, используемых 
в авиационной и космической отраслях [1–3]. В большинстве случаев 
ограничиваются рассмотрением стационарного движения жидкости 
в канале, образованном абсолютно твердыми стенками. В [4, 5] рас-
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смотрены случаи движения слоя вязкой несжимаемой жидкости в ка-
нале с абсолютно твердыми стенками в рамках теории гидродинамиче-
ской смазки. В то же время актуальными являются исследования при-
чин и условий возникновения кавитации в жидкости, находящейся 
в канале. Например, в работах [6, 7] представлено исследование кави-
тации в охлаждающей жидкости двигателей внутреннего сгорания. 
В [6] экспериментально обосновано, что основной причиной вибраци-
онной кавитации является упругая податливость стенок канала, и рас-
смотрены колебания стенки канала как свободные колебания цилинд-
рической оболочки без учета ее взаимодействия с жидкостью. В работе 
[7] исследование причин возникновения кавитации рассмотрено на ос-
нове решения задачи взаимодействия упругой балки-полоски с идеаль-
ной жидкостью. Однако учет вязкости жидкости видится важным, так 
как именно ею обусловлены демпфирующие свойства в данной коле-
бательной системе и ограниченность амплитуд колебаний стенки кана-
ла на резонансной частоте. В работе [8] представлено исследование 
гидроупругих колебаний балки в потоке вязкой жидкости примени-
тельно к пьезопреобразователям, а в работе [9] проведено исследова-
ние плоского двухфазного течения вязкой жидкости в канале перемен-
ного сечения с твердыми стенками и учетом кавитационных эффектов.  

С другой стороны, в работе [10] рассмотрен вопрос взаимодейст-
вия вибрирующих дисков со слоем вязкой несжимаемой жидкости, на-
ходящейся между ними, в том числе когда один из них представлен 
круглой упругой пластиной. Показано, что на резонансных частотах 
колебаний стенок канала амплитуда давления жидкости может изме-
няться на несколько порядков и становиться существенно меньше дав-
ления насыщенного пара. Аналогичное исследование в плоской поста-
новке для пластин проведено в [11], а для круглых трехслойных пла-
стин в [12]. Вибрация круглой пластины на свободной поверхности 
идеальной несжимаемой жидкости рассмотрена в [13]. При этом рас-
сматривается область в жидкости, ограниченная жестким дном и ци-
линдрической поверхностью. Колебания круглой пластины, погружен-
ной в воду со свободной поверхностью, исследованы в [14]. В работе 
[15] получено и исследовано интегродифференциальное уравнение для 
малых поперечных колебаний прямолинейного упругого трубопровода 
с идеальной несжимаемой жидкостью. При этом колебания трубопро-
вода описываются в линейной постановке в балочном приближении.  
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В предлагаемой работе для исследования проблем возникновения 
вибрационной кавитации в жидкости приведено решение задачи о не-
стационарном движении пульсирующего слоя вязкой жидкости, взаи-
модействующей с упругой стенкой плоского канала, с учетом особен-
ностей торцевого истечения. 

Рассмотрим канал, условно представленный на рис. 1.  

 

Рис. 1. Схема плоского канала с упругими  
стенками 

Канал образован двумя параллельными непроницаемыми стенка-
ми 1, 2 одинаковых геометрических размеров, между которыми дви-
жется пульсирующий слой вязкой несжимаемой жидкости за счет за-
данного закона изменения давления на торцах. Стенка 2 считается аб-
солютно жесткой, а стенка 1 представляет собой упругую пластину 
толщиной 0h  с шарнирным опиранием на торцах. Геометрический 

размер канала 2ℓ значительно меньше его размера b, а толщина слоя 
жидкости (расстояние между стенками) в невозмущенном состоянии 

0δ  значительно меньше 2ℓ. Вследствие пульсации давления возникают 

изгибные колебания стенки 1, при этом амплитуда ее упругих переме-
щений значительно меньше 0δ . 

На торцах канала истечение в полости, заполненные той же жид-
костью, можно считать струйным. Для определенности будем далее 
считать, что в левой полости давление постоянно, 0p , а в правой по-

лости оно имеет постоянную составляющую и гармонически изме-

няющуюся по времени составляющую 0 1 (ω )p p t++ . Закон изменения 

давления на правом торце представим в виде 
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 1 1 (ω )m pp p f t+ += , (ω ) exp( ω )pf t i t= ,  (1) 

где 1mp+  – амплитуда пульсаций давления на торцах канала; ω  – часто-

та пульсаций; (ω )pf t  – закон изменения давления. 

Введем в рассмотрение декартову систему координат x, y, z, свя-
занную с абсолютно твердой стенкой 1. Учитывая, что 2 b<< , будем 
считать канал неограниченным в направлении оси у, то есть перейдем 
к рассмотрению плоской задачи. В этом случае уравнения динамики 
вязкой несжимаемой жидкости в канале имеют вид  
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 (2) 

где p  – давление; ρ , ν  – плотность и кинематический коэффициент 

вязкости жидкости; xV , zV  – проекции скорости движения жидкости на 

оси координат. 
Уравнения динамики жидкости дополняются граничными усло-

виями:  
условиями прилипания жидкости к стенкам канала [10, 11, 16]: 

 0xV = , 0zV =  при 0z = ; x

u
V

t

∂=
∂

, z

w
V

t

∂=
∂

 при 0δz w= +  (3) 

и условиями ее свободного торцевого истечения, заключающи-
мися в совпадении давления жидкости на торце канала с давлением 
в полости: 

 0 1 (ω )p p p t+= +  при x =  ; 0p p=  при x = − .  (4) 

Здесь w  – прогиб стенки 1 канала; u  – продольное перемещение стен-
ки 1 канала. 

Для упругой пластины – стенки канала выполняется условие 
2ℓ<<b, поэтому уравнения ее движения представляют собой уравнения 
динамики балки-полоски  

 
4 2

0 04 2
ρ zz

w w
D h q

x t
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∂ ∂

,  (5) 
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где 2ρν( )zz zq p V z= − + ∂ ∂  – нормальное напряжение, действующее со 

стороны жидкости на пластину; 3 2
0 0(12(1 μ ))D Eh= −  – цилиндрическая 

жесткость пластины; h0 – толщина пластины; ρ0 – плотность материала 
пластины; μ0 – коэффициент Пуассона материала пластины; Е – мо-
дуль Юнга материала пластины. 

Граничные условия уравнений (5) – условия шарнирного опира-
ния на торцах: 

 2 2 0w w x= ∂ ∂ =  при x = ± . (6) 

Введем в рассмотрение безразмерные переменные 

0ψ δ 1= << , 0λ δ 1mw= << , 2
0Re δ ω ν= , τ ωt= , ξ x=  , 0ζ δ ,z=  

 ζωz mV w U= ; ξω ψx mV w U= ; 2 1
0 0ρνω(δ ψ )mp p w P−= + ; ,mw w W=   (7) 

mu u U= ; 2 1
0ρνω(δ ψ )mp w P+ − += . 

Здесь mw  – амплитуда прогиба пластины; W  – безразмерный прогиб 

пластины; mu  – амплитуда продольного перемещения пластины; U  – 

безразмерное продольное перемещение пластины; ψ, λ, Re – парамет-
ры, характеризующие задачу. 

Подставляя введенные переменные (7) в задачу (1)–(6), получим 
задачу гидроупругости плоского канала в безразмерном виде, вклю-
чающую уравнения динамики вязкой несжимаемой жидкости 
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∂ ∂
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∂ ∂

 (8) 

уравнения динамики упругой стенки канала 
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ζ2 2
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Граничные условия (3), (4), (6) запишутся в виде 

 ξ ζψ ,
τ τ

m

m

u U W
U U

w

∂ ∂= =
∂ ∂

 при ζ 1 λW= + ; ξ ζ0, 0U U= =  при ζ 0,=   (10) 

 (τ)P P+=  при ξ 1= ; 0P =  при ξ 1,= −  (11) 

 2 2ξ 0W W= ∂ ∂ =  при ξ 1=± .  (12) 

В предлагаемой постановке ψ является безразмерным малым па-
раметром, отношение mm wu  порядка единицы, следовательно, 

в нулевом приближении по ψ уравнения (8), (9) и граничные условия 
(10) упрощаются, то есть в них можно положить равными нулю члены 
порядка ψ и ψ2. Далее, рассматривая асимптотические разложения по 
малому параметру 1λ <<  [17] 0 1 0 1..., ..,P P P U U U Uξ ξ ξ ζ= +λ + = +λ + =  

0 1 ...U Uζ ζ= +λ +  и ограничиваясь только первым членом разложения, 

получим линеаризованную задачу гидроупругости плоского канала, 
включающую в себя: 
уравнения динамики слоя жидкости 

 
2

0 0 0 00 0
2

Re , 0, 0
U U U UP Pξ ξ ξ ζ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= − +  = +  = 
∂τ ∂ξ ∂ζ ∂ζ ∂ξ ∂ζ

 (13) 

с граничными условиями 

 ξ0 ζ00, τU U W= =∂ ∂  при  ζ 1= ; ξ0 ζ00, 0 при  ζ 0U U= = = ;  (14) 

 (τ)P P+=  при ξ 1= ; 0P =  при ξ 1=−   (15) 

и уравнения движения пластинки – стенки канала 

 
4 2

2
0 0 04 4 2 2

0

ρνω
ρ ω

ξ τ δ ψ
m m

m

Dw wW W
h w p P

∂ ∂+ = +
∂ ∂

  (16) 

с граничными условиями 

 2 2ξ 0W W= ∂ ∂ =  при ξ 1=± .  (17) 

Решение уравнений (13) с учетом граничных условий (14), (15) 
и гармонического характера изменения по времени прогиба пластины – 
стенки канала имеет вид 
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F εζ = εζ εζ + εζ εζ  [ ]4

1
( ) ch sin sh cos ,

4
F εζ = εζ εζ − εζ εζ  

1

sh sin
,

cos ch
D

ε − ε=
ε + ε

 2

sin sh
,

cos ch
D

ε + ε=
ε + ε  

3

2

1 (sh sin )
( ) ,

6 (ch cos ) 2 (sh sin ) 2(ch cos )

ε ε − εγ ω =
ε ε + ε − ε ε + ε + ε − ε

 

2

( (ch cos ) (sh sin ))
( ) ,

(ch cos ) 2 (sh sin ) 2(ch cos )

ε ε ε + ε − ε + εα ω =
ε ε + ε − ε ε + ε + ε − ε

 

2 1 1 4 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ,F D F F DΨ ζ = εζ − εζ − εζ  
1

3 2 2 4 1 1

1

1

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) .

F F D F D d

d

ζ

ζ

Φ ζ = εζ − εζ − εζ  Ψ ζ = Ψ ζ ζ

Φ ζ = Φ ζ ζ




 

Решение уравнений (16) с учетом краевых условий (17) предста-
вим в виде  

 ( )0

1

(τ) cos((2 1)πξ) 2 (τ)sin πξk k k
k

W R R k Q k
∞

=

= + − + .  (19) 

Верхний индекс 0 в (19) означает решение, соответствующее по-
стоянному уровню давления р0, не зависящему от τ. 

Принимая во внимание линейность уравнения (16) и подставляя 
в него (19), найденное выражение для давления (18), а также расклады-
вая оставшиеся члены, входящие в его правую часть в ряды по триго-
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нометрическим функциям, получим уравнение для составляющей, не 
зависящей от времени 0 :kR  

 
4 1

0
0

1 1

2 1 2 1 4( 1) 2 1
π cos πξ cos πξ,

2 2 (2 1)π 2

k

m k
k k

k k k
Dw R p

k

+∞ ∞

= =

− − − −  =  − 
 

 (20) 

и уравнение для неизвестных функций времени kR  и :kQ  

 

4 4

1

2 2
2

0 0 2 2

1 1
1 1

1

2
2

2

2 1 2 1 π
π cos πξ sin πξ

2 2

2 1
ρ ω cos πξ sin πξ

τ 2 τ

4( 1) 2 1 2( 1)
cos πξ sin πξ

(2 1)π 2 2 π 2

ω 2 ω
τ τ

m k k
k

k k

k k

k

k k
m ck ck

k k k
w D R D Q k

d R d Qk
h k

d d

p pk
k

k k

d R dR
w M K

d d

∞

=

+ ++ +∞

=

 − −   + +    
   

 −+ + =
 

 − − −= + − − 


− +







 

1

2
2

2

2 1
cos πξ

2

ω 2 ω sin πξ .
τ τ

k

k k
sk sk

k

d Q dQ
M K k

d d

∞

=

  − − 


 
− +  
  



 (21) 

Учитывая, что 2 2τk kd R d R= − , 2 2τ ,k kd Q d Q= −  вводя обозначения 
2 2

2
0

ρν 2 2ε α

δ ψ (2 1)π ωckM
k

 
=  − 

; 
2

12γω
2

2ε αck ckK M= ; 
2 2

2
0

ρν 1 2ε α

δ ψ π ωskM
k
 =   

; 

2

12γω
2

2ε αsk skK M= ; ( ) [ ]4 2
1 0 0(2 1)π 2 ρ ωсk cka k h M D= − − + ; 2сka =  

2 ωckK D= ; ( ) [ ]4 2
1 0 0π ρ ωsk ska k h M D= − + ; 2 2 ωsk ska K D=  

и приравнивая коэффициенты при косинусах и синусах, из (20) нахо-

дим выражение для 0 :kR  

 ( ) ( )40 1 1
02 ((2 1)π) 4( 1) ((2 1)π) ( )k

k mR k k p Dw+ −= − − − ,  (22) 

а из (21) – уравнения для определения (τ)kR  и (τ):kQ  

 1
1 2 τ 2( 1) ((2 1)π ) (τ),k
ck m k ck m k m pa w R a w dR d k D p f+ ++ = − −  (23) 
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 1
1 2 τ ( 1) ( π ) (τ).k

sk m k sk m k m pa w Q a w dQ d k D p f+ ++ = −  (24) 

Частные решения уравнений (23), (24), соответствующие гармо-
ническому закону пульсаций давления на торце канала (1), имеют вид 

 

1

1

2( 1)
,

(2 1)π τ

( 1)
,

π τ

k
pm

k ck ck p
m

k
pm

k sk sk p
m

dfp
R A B f

k w D d

dfp
Q A B f

k w D d

++

++

 −= + −  
 −= + 
 

 (25) 

где 2
2 2
1 2

;ck
ck

ck ck

a
A

a a
= −

+
 1

2 2
1 2

ck
ck

ck ck

a
B

a a
=

+
, 2

2 2
1 2

sk
sk

sk sk

a
A

a a
= −

+
, 1

2 2
1 2

sk
sk

sk sk

a
B

a a
=

+
. 

С учетом (25) прогиб стенки 1 имеет вид 

 

41
0

1

1

41
0

1

22( 1) 2

(2 1)π (2 1)π τ

2 1 ( 1)
cos πξ sin πξ

2 π τ

4( 1) 2 2 1
cos πξ

(2 1)π (2 1)π 2

k
pm

m ck ck p
k m m

k
pm

sk sk p
m

k

k

m

dfp p
w w A B f

k k Dw Dw d

dfpk
A B f k

k w D d

p k

D k k

p

++∞

=

++

+∞

=

   −  = + + ×    − −    

 − −× + + = 
 

  − −= +  − −   
+









(ξ,ω)exp[ (τ φ(ξ,ω))],А i+ +

 (26) 

где 2 2(ξ,ω) (ξ,ω) (ξ,ω) ;А C B= +  ( )φ(ξ,ω) arctg (ξ,ω) (ξ,ω)C B= , 

1 1

1 1

2( 1) 2 1 ( 1)
(ξ,ω) cos πξ sin πξ

(2 1)π 2 π

k k
ck sk

k k

A Ak
C k

k D k D

+ +∞ ∞

= =

 − − −= + − 
  , 

1 1

1 1

2( 1) 2 1 ( 1)
(ξ,ω) cos πξ sin πξ

(2 1)π 2 π

k k
ck sk

k k

B Bk
B k

k D k D

+ +∞ ∞

= =

 − − −= + − 
  . 

Используя найденное выражение для прогиба (26), окончательно 
определяем закон изменения динамического давления в безразмерном 
виде: 
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( )

( )

1

1

3

0 1 1
1

2

3
2

2
(τ) 2 ξ (τ) 2 1

(2 1)π

2 1
12γ 2ε α cos πξ

τ τ 2

1
1 12γ 2ε α sin πξ

π τ τ

k

k

m

km

p р
ck ck p ck ck p

p p
sk sk p sk sk p

p
P P P

Dw k

df df k
B A f A B f

d d

df df
B A f A B f k

k d d

+

+

+ ∞
+ +

=

 
= + + − × − 

     − × − − + +      
     

     + − − − +     
     



1k

∞

= 


(27) 

и в размерном виде: 

 1 (τ)(1 ξ) 2 Π(ξ,ω)sin(τ φ (ξ,ω)),m pp p p+ += + + +  (28) 

где ( )1 22 2
2

0

ρνω
Π(ξ,ω) (ξ,ω) (ξ,ω)

δ ψ
S Q

D
= + , 

(ξ,ω)
φ(ξ,ω) arctg ,

(ξ,ω)

S

Q
=  

( ) ( )1
3

2

1

2 2 1
(ξ,ω) 1 12γ 2ε α cos πξ

(2 1)π 2

k

ck ck
k

k
S B A

k

+∞

=

  − = − − +   −   
  

( ) ( )1
3

2

1

1
1 12γ 2ε α sin πξ

π

k

sk sk
k

B A k
k

+∞

=

 + − − 
 

 , 

( ) ( )
3

2

1

2 2 1
(ξ,ω) 1 12γ 2ε α cos πξ

(2 1)π 2

k

ck ck
k

k
Q A B

k

∞

=

  − = − + +   −   
  

( ) ( )
3

2

1

1
1 12γ 2ε α sin πξ

π

k

sk sk
k

A B k
k

∞

=

 + − + 
 

 . 

Первое слагаемое в выражении прогиба (26) представляет собой 
прогиб под действием статического давления, а второе слагаемое – 
прогиб, обусловленный динамическим давлением в канале. В выраже-

нии для динамического давления (28) слагаемое 1 (τ)(1 ξ) 2p+ +  отража-

ет линейное падение давления вдоль канала, а второе слагаемое пред-
ставляет собой давление в жидкости, обусловленное ее сдавливанием 
упругой стенкой канала. При этом хорошо видно, что первое слагаемое 
динамического давления вдоль канала не превосходит заданного дав-

ления на торце 1 (τ)p+ .  
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Заметим, что в выражениях (26), (28) получены функции (ξ,ω)А , 

Π(ξ,ω) , которые можно рассматривать как частотозависимые функции 

распределения относительных амплитуд прогиба и динамического 
давления вдоль канала. Аналогично функции φ(ξ,ω) , φ (ξ,ω)p  можно 

рассматривать как частотозависимые функции распределения фазового 
сдвига прогиба стенки и давления в канале относительно исходного 
возмущения на торце. В случае фиксированного значения продольной 
координаты ξ указанные функции представляют собой амплитудные 
частотные характеристики и фазовые частотные характеристики про-
гиба стенки и давления в заданном сечении канала. Таким образом, на 
базе расчетов функций (ξ,ω)А , φ(ξ,ω)  можно исследовать упругие ко-

лебания пластины – стенки канала, возбуждаемые пульсацией давле-

ния на торце (1) с амплитудой mр
+  и частотой ω, а при помощи функ-

ций Π(ξ,ω) , φ (ξ,ω)p  исследовать изменение давления вдоль канала, 

вызванное сдавливанием жидкости упругой пластиной – стенкой кана-
ла при ее изгибных колебаниях.  

В качестве примера рассмотрим исследование упругих проги-
бов пластины – стенки канала и динамического давления, обуслов-
ленного сдавливанием жидкости упругой стенкой, в центре  
(ξ = 0) канала с параметрами: ℓ = 0,1 м; δ0/ℓ = 1/15; b/ℓ = 5; 

ρ = 1,84·103 кг/м3; ν = 2,5·10–4 м2/с; mр
+ =1Па, ρ0 = 7,87·103 кг/м3; 

h0 = 3,2 мм; Е = 1,96·1011 Па; μ0 = 0,3.  
Результаты расчетов относительных амплитуд прогибов стенки 

канала (0,ω)А  и фазового сдвига φ(0,ω)  в зависимости от частоты 

возмущения на торце при удержании одного, двух, трех членов ряда 
приведены на рис. 2 (кривая 1 – в расчетах удержан один член ряда; 
кривая 2 – в расчетах удержаны два члена ряда; кривая 3 – в расчетах 
удержаны три члена ряда). Аналогичные результаты расчетов для от-
носительного давления Π(0,ω)  и фазового сдвига φ (0,ω)p  приведены 

на рис. 3.  
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            а 

 
           б 

Рис. 2. Результаты расчетов относительных амплитуд прогибов А(0,ω) пластины (а)  
и фазового сдвига φ(0,ω) (б) в зависимости частоты возмущения 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Результаты расчетов относительных амплитуд давления П(0,ω) жидкости (а)  
и фазового сдвига φр(0,ω) (б) в зависимости частоты возмущения 
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Проведенное исследование показывает, что наблюдаются пики ам-
плитуд прогибов пластины на резонансных частотах колебаний, данным 
частотам соответствуют пики давления в жидкости. При этом давление, 
обусловленное сдавливанием жидкости упругой стенкой, на резонансных 
частотах превышает заданное давление на торце на 3–4 порядка. Резо-
нансным частотам соответствует смена фазового сдвига с –π/2 на π/2, 
на остальных частотах он стремится к нулю. Учет второго и после-
дующих членов ряда в выражении (26) приводит к появлению допол-
нительных пиков прогибов, а следовательно, и давления, которые со-
ответствуют новым резонансным частотам, расположенным в более 
высоком частотном диапазоне, чем предыдущие резонансные частоты. 
Для практических целей достаточно удерживать первые 3–4 члена ря-
да, так как частоты колебаний стенок канала и пульсации давления на 
практике не превышают звуковой диапазон. Принимая во внимание 
гармонический характер изменения давления по времени, можно гово-
рить о расчетах, показывающих, что на резонансных частотах давление 
может становиться меньше давления насыщенного пара. Таким обра-
зом, даже незначительная пульсация давления на торце вызывает зна-
чительные изменения давления в канале, обусловленные сдавливанием 
жидкости упругой стенкой канала на резонансных частотах колебания, 
что приводит к возникновению вибрационной кавитации в жидкости. 
Следовательно, гидроупругие колебания стенки канала являются ос-
новной причиной резкого роста динамического давления в жидкости 
на резонансных частотах колебаний. Полученные в работе выражения 
для прогиба упругой стенки канала и гидродинамических параметров 
слоя вязкой жидкости могут быть использованы в практике для опре-
деления резонансных частот колебаний, соответствующих условиям 
возникновения кавитации, а также для оценки возможности возникно-
вения резонансных колебаний исходя из заданного частотного диапа-
зона возможных пульсаций давления на торце канала. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства об-

разования и науки Российской Федерации (проект № 32). 
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