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МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ  

ЧЕРЕЗ ПЛАСТИЧЕСКИ ДЕФОРМИРУЕМУЮ ПОРИСТУЮ  

СРЕДУ В ПРОЦЕССЕ ЭКСТРУЗИОННОГО ОТЖИМА 

Модели течения жидкости через недеформируемые или упругодеформируемые пористые 
среды нашли широкое применение. Особенно стоит выделить решение задач подземной гидро-
динамики и нефтедобычи. Предложенная в работе гидродинамическая модель фильтрационного 
течения жидкости через пластически деформирующийся пористый скелет находит свое приме-
нение при исследовании процесса экструзионного отжима масла из семян рапса. В ходе этого 
процесса пористый скелет претерпевает значительные необратимые деформации, что требует 
иного подхода к описанию поведения материала. Исходный продукт в данной работе был пред-
ставлен двухкомпонентной смесью, состоящей из пластически деформируемой пористой сжи-
маемой среды и равномерно распределенного в ней масла. Компоненты смеси предполагались 
не реагирующими между собой. В соответствии с распространенным в теории экструзионной 
обработки полимеров подходом задача была рассмотрена в обращенном движении, канал шнека 
был развернут на плоскость, а в качестве определяющего соотношения для составляющих смеси 
была использована модель вязкой жидкости. Дальнейшая постановка задачи была выполнена в 
рамках Эйлерова подхода к описанию движения в двумерной постановке для среднего сечения 
развернутого на плоскость канала шнека. Сформулированная в этой модели краевая задача 
основана на уравнениях баланса количества движения и сохранения массы каждой из состав-
ляющих смеси. Независимыми переменными поставленной краевой задачи являются: давление 
в смеси, давление в масле, скорости движения смеси и масла. Гипотеза пропорциональности 
скорости отжима давлению фильтрующейся жидкости позволяет получить приближенное анали-
тическое решение для постоянных коэффициентов фильтрации и сжимаемости среды. 

Ключевые слова: математическая модель, пластически деформируемая пористая сре-
да, экструзионный отжим, фильтрация, масло, семена рапса  

S.D. Anferov, O.I. Skul’skiy 

Institute of Continuous Media Mechanics UrB RAS, Perm, Russian Federation 

MODELLING OF FLUID FILTRATION THROUGH  

PLASTICALLY DEFORMED POROUS MEDIUM  

IN THE PROCESS OF EXTRUSION 

Mathematical models of fluid flow through non-deformable or elastically deformable porous me-
dia have become widely used. Especially they are common in water resources and oil drilling problems. 
The proposed hydrodynamic model of fluid filtration through plastically deforming porous skeleton, finds 
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application in the investigation of the rapeseed extrusion extraction process. During this process the 
porous skeleton undergoes large inelastic deformation, which requires an alternative approach to the 
material behavior description. The material was presented by a two-component mixture of plastically 
deformable compressible porous medium saturated by oil. The mixture components were assumed to 
be nonreactive. According to the polymers extrusion processing theory, the problem was considered in 
reverse motion, the screw channel was unrolled on the plane, and viscous fluid model was used as 
governing equation for both mixture components. Further problem formulation was performed in the 
framework of the Euler motion description approach in a two-dimensional formulation for the plane of 
screw channel middlesection. Boundary-value problem formulated based on momentum balance and 
mass conservation equations for each mixture component. The boundary value problem independent 
variables are the mixture pressure, oil pressure, mixture velocity and oil velocity. The hypothesis of 
extraction speed proportionality to the oil pressure allows obtaining an approximate analytical solution 
for a constant filtration and compressibility coefficients. 

Keywords: mathematical model, plastically deformed porous medium, extrusion and extraction, 
filtration, oil, rape seeds. 

Введение 

Математические модели фильтрации жидкостей через недефор-
мирующиеся пористые среды широко известны и хорошо разработаны 
[1–7]. Менее изучены процессы фильтрации в упругодеформирующих-
ся средах [8–10]. Для фильтрации жидкостей и газов в условиях разви-
того пластического движения пористых сред общепринятые математи-
ческие модели не так многочисленны [11–13], хотя в природе и техно-
логических процессах такие явления существуют, например, при 
течении расплавленной газонасыщенной лавы при извержении вулка-
нов [14], отжиме масла из масличных зерновых культур и производст-
ве биотоплива [15]. 

Существующие коммерческие пакеты программ не позволяют 
моделировать течения неньютоновских жидкостей, осложненные про-
цессами сжимаемости, диффузии и массопереноса. 

Целью данного исследования является построение математиче-
ской модели, позволяющей применять современные математические 
методы расчета к анализу процесса экструзионного отжима. 

Экструзионный отжим через зеерную камеру [16–17] является 
одним из способов получения растительного масла из семян маслич-
ных культур. Зеерная камера представляет собой часть корпуса шнека 
и состоит из набора тонких продольных стальных пластин, малые за-
зоры между которыми препятствуют проникновению измельченной 
обрабатываемой масличной культуры, но свободно пропускают масло 
[18]. Вращение шнека-винта внутри корпуса экструдера обеспечивает 
продвижение смеси по направлению к головке, гидродинамическое со-
противление которой вызывает встречный перепад давления в смеси 
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по длине канала. Фильтрация масла через пластически деформируемую 
пористую смесь (жмых) и отжим масла за пределы канала экструдера че-
рез зеерную камеру вызывают радиальный перепад давления в масле. 

Растительное масло, полученное из высококачественных семян 
рапса, характеризуется высоким содержанием полезных полиненасы-
щенных жирных кислот, что существенно отличает его от других ви-
дов растительных масел. В семенах озимого рапса содержится 35–45% 
масла. Масло используют в пищу, применяют в полиграфической, ла-
кокрасочной, мыловаренной промышленности и в производстве био-
топлива. 

1. Постановка задачи 

Задача течения материала в винтовом экструдере ставилась 
в «обращенном движении» (шнек неподвижен, а корпус вращается). 
Винтовой канал разворачивался на плоскость, и выделялось продоль-
ное срединное сечение (рис. 1). Нижняя граница полученного плоского 
канала оставалась неподвижной, а верхняя двигалась с заданной ско-
ростью под углом к продольной оси. Продольная составляющая потока 
в этом случае является результатом тянущего движения стенки 
и встречного градиента давления, возникающего за счет сопротивле-
ния головки экструдера [19–23]. Концевая часть верхней подвижной 
границы развернутого на плоскость канала представляет собой область 
контакта материала с зеерной камерой, через которую происходит от-
жим масла. Высота канала H соответствует глубине нарезки шнека, 
длина L  соответствует длине образующей винтовой линии в середине 
глубины нарезки [24, 25]. 

 
а     б 

Рис. 1. Схема экструдера для отжима масла (а): 1 – корпус; 2 – шнек; 3 – зеерная камера;  
4 – головка; 5 – направление течения экструдируемого материала; 6 – направление 
течения отжимаемого масла; 7 – выход жмых; Н – глубина нарезки канала; R – радиус 
шнека; схема развернутого на плоскость шнека (б); 8 – витки шнека; φ – угол  

нарезки шнека (на а и б серым обозначена область отжима масла) 
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Экструдируемый продукт представляет собой двухкомпонентную 
смесь, состоящую из клетчатки, образующей пористую структуру, 
и распределенного в ее порах масла. Клетчатка и масло имеют практи-
чески одинаковую плотность, химически не реагируют между собой. 
Из-за отжима масла за пределы канала смесь клетчатки и масла прояв-
ляет свойство сжимаемости, которое однозначно связано с фильтраци-
онными свойствами пористой среды. 

В общем случае система дифференциальных уравнений, описы-
вающих процесс экструзионного отжима масла, состоит из уравнения 
движения смеси, включающей клетчатку с остаточным содержанием 
масла, 

 ( )0 t

∂ ρ + ⋅∇ =∇⋅ ∂ 
v

v v σ , (1) 

определяющих соотношений для маслосодержащей смеси 

 ( )2P tr=− + μ +λσ I D I D , ( )1

2
T= ∇ +∇D v v , (2) 

уравнений сохранения масс 

 ( )s
s J

t

∂ρ +∇ ρ =−
∂

v , ( )m
m J

t

∂ρ +∇⋅ ρ =
∂

w , (3) 

уравнения Дарси движения масла в пористой смеси [26] 

 f wK P=− ∇w . (4) 

Поскольку камера проницаема для масла и непроницаема для ос-
тальных компонентов смеси, поля давления масла и смеси не совпада-
ют [27]. Комбинация уравнения сохранения и уравнения Дарси приво-
дит к уравнению для определения поля давления для масла 

 m
m f wK P J

t

∂ρ  −∇ ρ ∇ = ∂
. (5) 

Скорость изменения элементарного объема отжатого масла опре-
деляет скорость изменения элементарного объема смеси. 

 .∇⋅ =∇⋅v w  (6) 

Здесь σ  – тензор напряжений; D  – симметричная часть градиента ско-
рости; v  – вектор скорости смеси; w  – вектор скорости фильтрации 
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масла,; I  – единичный тензор; P  – давление в смеси; wP  – давление 

в масле; μ  – динамическая вязкость смеси; sρ  – плотность смеси; mρ  – 

плотность масла; fK  – коэффициент фильтрации; J  – скорость отжи-

ма масла из смеси. 
Двумерная стационарная краевая задача ставилась в декартовой 

системе координат, в которой ось x  направлена по нижней непрони-
цаемой стенке канала, а ось y  – по его высоте (рис. 2). 

 

Рис. 2. Схема развернутого на плоскость канала шнека: 1 – среднее сечение; L – длина 
канала; Н – высота канала. Г0 – входное сечение канала; Г1 – выходное сечение канала;  
Г2 – нижняя сплошная неподвижная стенка; Г3 – сплошная часть верхней подвижной  

стенки; Г4 – проницаемая часть верхней подвижной стенки 

Во входном сечении канала 0Γ  давление равно атмосферному, 

которое принято за отсчетное 0 : 0; 0wP PΓ = = . В выходном сечении ка-

нала 1Γ  приложена распределенная нагрузка ( )1: L LP P QΓ = , дейст-

вующая навстречу тянущему движению стенки, численно равная со-

противлению экструзионной головки (где ( )L LP Q  – расходно-напорная 

характеристика головки).  
На сплошных стенках канала 2Γ  и 3Γ  выполняются условия при-

липания для смеси и масла 2 : = 0; = 0; 0 0;w
x y y

P
v v w

y

∂Γ   = → =
∂

 

3 0: = ; = 0; 0 0,w
x y y

P
v v v w

y

∂Γ   = → =
∂

 а на проницаемой верхней стенке 4Γ  – 

условия прилипания только для смеси 4 0: = ; = 0; 0.x y wv v v PΓ   =  Уравне-

ния (1)–(6) с граничными условиями на плоскостях 0 4Γ −Γ  представ-

ляют собой замкнутую краевую задачу. 
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2. Аналитическое решение 

Поскольку напорная зона канала экструдера представляет собой 
обычный винтовой шнек, для которого методы аналитического и чис-
ленного моделирования хорошо разработаны, остановим свое внима-
ние на зеерной камере, в которой происходит отжим масла. Принимая 
во внимание большую относительную длину канала зеерной камеры, 
отметим, что единственная ненулевая продольная компонента скоро-
сти смеси благодаря сжимаемости из-за оттока масла за границу рас-
четной области является функцией двух координат ( , ).xv x y  Давление 

смеси ( )P x  одномерное, но из-за нелинейности реологических свойств 

может быть нелинейным. Давление в масле ( ),wP x y  двумерно и отли-

чается от давления смеси [27], а вектор скорости фильтрации масла 

имеет две компоненты ( )xw x,y  и ( ),yw x y . 

Движение смеси в канале винта экструдера в изотермическом 
режиме с постоянными коэффициентами сдвиговой и объемной вязко-
сти в рамках принятых допущений описывается системой уравнений 

 
( ) ( ) ( ), ,xx xy

P x
x y x y

x x y

∂ ∂ ∂  = τ + τ    ∂ ∂ ∂
. (7) 

Вязкость смеси в общем случае является функцией давления, 
концентрации масла, скорости сдвига и температуры [3, 28]. В первом 
приближении будем считать динамическую вязкость смеси постоян-
ной. Определяющие соотношения в этом случае имеют вид 

 
( ) ( ), ,

( , ) 2 x x
xx

v x y v x y
x y

x x

∂ ∂
τ = μ +λ

∂ ∂
, (8) 

 ( ) ( ),
, x

xy

v x y
x y

y

∂
τ =μ

∂
. (9) 

Подстановка определяющих соотношений в уравнение движения 

приводит с учетом условия Стокса 
2

3
λ=− μ  к уравнению в частных 

производных второго порядка 

 
2 2 2

2 2 2

1

3
x x xv v vP

x x y x

 ∂ ∂ ∂∂ =μ + + μ ∂ ∂ ∂ ∂ 
. (10) 
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Движение масла через пористую смесь определяется законом 
Дарси 

 w
x f

P
w K

x

∂=−
∂

, w
y f

P
w K

y

∂=−
∂

. (11) 

Условия равенства скорости изменения объемов 

 xv
J

x

∂ =−
∂

, x xw w
J

x y

 ∂ ∂+ = ∂ ∂ 
 (12) 

после подстановки закона Дарси принимают вид 

 
2 2

2 2
w w x

f

P P v
K

x y x

 ∂ ∂ ∂− + =− ∂ ∂ ∂ 
. (13) 

Предположив, что скорость отжима масла из элементарного объ-
ема пропорциональна давлению в масле, положим 

 x
w

v
J P

x

∂=− =χ
∂

, (14) 

Уравнение движения и уравнение для давления в масле преобра-
зуются к виду 

 
2

2

4

3
x wv PP

x y x

∂ ∂∂ = − χ
μ∂ ∂ ∂

, (15) 

 
2 2

2 2
w w

f w

P P
K P

x y

 ∂ ∂− + =χ ∂ ∂ 
, (16) 

где коэффициент χ  определяется фильтрационными свойствами по-

ристого скелета. Система уравнений (15) и (16) при заданном распре-
делении давления смеси ( )P x  совместно с граничными условиями 

представляют собой замкнутую краевую задачу для независимых пе-
ременных ,w xP v . Неизвестные переменные ,x yw w  являются зависи-

мыми [13, 29] и определяются из уравнений (11).  
Будем искать решение для давлений в виде [4, 30] 

 ( ) kx
inP x P e= , ( , ) ( )kx

w inP x y P e g y= . (17) 
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Интегрирование (14) с учетом граничных условий дает скорость 
смеси в виде 

 ( ), ( ) '( )kxin
x

P
v x y g y e v y

k

χ=− + . (18) 

Подставив (17) и (18) в уравнение движения (15) и приведя по-
добные, получим 

 
2 2

2
2

4

3

g k
k g

y

 ∂+ =− ∂ χμ 
. (19) 

Подставив (17) в (16), получим еще одно обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение 

 
2

2
2

0
f

g
k g

K y

  χ ∂+ + =    ∂  
. (20) 

Уравнения (19) и (20) имеют одинаковую структуру 

 
2

2
2

g
A g B

y

 ∂+ = ∂ 
, (21) 

общее решение имеет вид 

 1 2 2
cos( ) sin( ) .

B
g C Ay C Ay

A
=  +  +  (22) 

Для смеси константы интегрирования определяются из гранич-

ных условий 
0

0
y

g
=

= , 0y H
g V

=
=  и равны 1 2

B
C

A
=− , 

( )( )
( )2 2

cos 1

sin

AHB
C

A AH

−
=  . 

Функция ( )g y  принимает вид 

 
( )

2

sin( ) cos( ) 1
cos( ) 1

sin( )

Ay AHB
g Ay

A AH

− 
= − + 

 
, (23) 

а профиль скорости смеси определяется формулой 

 
( )

0 2

( ) ( ) 1
( ) 1

( )
kx

x in

Sin Ay Cos AHy B
v v Cos Ay P e

H A k Sin AH

− χ= − − + 
 

. (24) 



Моделирование фильтрации жидкости через пористую среду 
 

 37 

Объемный расход смеси 

 ( ) ( )0
20

2 cos( ) 1
,

2 sin( )

Hv kx
x x in

AHv H B
Q v x y dy P e H

A k A AH

− χ= =  − + 
 

 , (25) 

где 
2

3
A k= ; 

2k
B =−

μχ
; 01

log
in

P
k

L P

 
=  

 
. 

Давление смеси в экструдере 0P  создается регулируемым сопро-

тивлением формующей головки и связано с расходом смеси на выходе 
из шнека. 

Для масла константы интегрирования определяются из гранич-
ных условий для давления фильтрующейся жидкости, которые позво-

ляют получить следующие выражения для ( )g y : 
0

0
y

dg

dy =

= , 
0

1
y

g
=

= . 

Таким образом, 1 1C = ,
 

2 0C =  и функция ( )g y  принимает вид 

 ( )cosg Ay= , (26) 

а распределение давления для масла определяется формулой 

 ( )coskx
w inP P e Ay= , (27) 

где 2

f

A k
K

 χ= +  
 

, 0B = .  

С другой стороны, условие свободного выхода масла через стен-

ку зеерной камеры 0
y H

g
=

=  требует, чтобы 
2

A
H

π= . Из условия 

2
2

24f

k
K H

 χ π+ =  
 

 вычисляется константа 
2

2
24fK k

H

 πχ= − 
 

, опреде-

ляющая зависимость сжимаемости смеси от коэффициента фильтра-
ции. 

Окончательно фильтрационный поток масла определяется сле-
дующими выражениями: 

 cos
2

kx
x f in

w
f

P
K

x

y
w K P k e

H

π = −  
 

∂− =
∂

, (28) 
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sin

2
2

kx
i

w
f

y f

n

y
K P e

H
w

P

H
K

y

π π  
 ∂−

∂
= = , (29) 

где параметр автомодельности определяется выражением 

( )0ln inP P
k

L
= .  

Скорость отжима масла через зеерную камеру определяется фор-
мулой 

 

sin
2

2 2

k x
k x

y y H

y H

f in
f in

y
e

e
w

K P
K PH

H H=

=

 ππ   π = = , (30) 

а объемный выход масла канала зеерной камеры после интегрирования 
(30) и умножения на ширину развернутого канала b  принимает вид 

 ( )
0

,
2

xw k x
y y fy H in

b
Q b w x y dx K e

kH
P

=

π= = . (31) 

Фильтрационный поток масла вдоль канала  

 ( )
0

2
,

Hw kx
x x f in

bHk
Q b w x y dy K P e= =−

π , (32) 

пренебрежимо мал по сравнению с радиальным, поскольку обычно от-
ношение 1H L . 

3. Результаты расчета 

Расчет экструзионного отжима масла проводился для прямоточ-
ного шнека с радиусом 0,0225R=  м, глубиной канала 0,008H =  м 

и углом подъема винтовой нарезки 17ϕ= ° . В обращенном движении 

скорость верхней стенки при числе оборотов винта 10n=  об/мин равна 

0

2

60cos( )

Rn
v

π=
ϕ

 м/с. Длина развернутого на плоскость канала зеерной ка-

меры составляла 0,5 м и содержит 10 витков шнека. Регулируемое со-
противление экструзионной головки определяет противодавление 
в канале экструдера и может изменятся от нуля при свободном выходе 
до максимального значения, соответствующего закрытому выходу. 
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Гидродинамическое сопротивление экструзионной головки Р0 в дан-
ном случае принималось равным 10 МПа, что соответствует средним 
реальным значениям сопротивления головки при отжиме. Вязкость 

смеси 4 23,5 10 н с мμ= ×  ⋅  [31], значение эффективного коэффициента 

фильтрации fK  было принято равным 11 40,3 10 м /нс−⋅  [32]. Результаты 

расчета основных характеристик отжима представлены на рис. 3−6.  
Распределение скорости смеси по высоте канала почти во всей 

области близко к линейному (см. рис. 4), за исключением области вы-
хода из экструдера. Следует отметить, что и другие полученные рас-
пределения проявляют нелинейность вблизи головки экструдера. 
В этой области резко возрастает давление смеси (см. рис. 3), а также 
наблюдается значительный перепад давления масла по высоте канала 
(см. рис. 5), что приводит к более интенсивному отжиму масла 
(см. рис. 6). В экспериментах по экструзионному отжиму было замече-
но подобное поведение отжимаемой жидкости вблизи выхода из шнека. 

 

  
Рис. 3. Распределение давления в смеси Рис. 4. Распределение обезразмеренной 

скорости смеси 
 

  
Рис. 5. Распределение давления в масле Рис. 6. Распределение обезразмеренной 

вертикальной скорости фильтрации 
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4. Обсуждение 

Полученное аналитическое решение удовлетворяет системе 
уравнений поставленной краевой задачи течения бинарной смеси 
с фильтрацией жидкой фракции с постоянными коэффициентами вяз-
кости и проницаемости. Сравнение результатов расчета распределения 
скорости отжима и давления для масла по длине канала экструдера 
с экспериментальными данными показало, что в то время как аналити-
ческое решение предсказывает экспоненциальное возрастание давле-
ния в масле и скорости фильтрации по длине канала зеерной камеры, 
замеренное в реальном процессе отжима распределение массового вы-
хода отжатого масла по длине зеерной камеры имеет максимум [17, 
18], что очевидно связано с существенно нелинейной зависимостью 
вязкости и проницаемости от давления в смеси [31]. Решение краевой 
задачи с нелинейными свойствами может быть получено численно, что 
является предметом дальнейшего исследования. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 10-08-69096р. 
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