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ДИНАМИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

ТОНКОГО СТЕРЖНЯ 

В статье представлен алгоритм разработанной подпрограммы решения двухточечной 
краевой задачи для системы нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка. Но-
вый алгоритм ранее опубликованной подпрограммы KLPALG объединил в себе основные идеи 
подпрограммы BVPFD (DD14AD, PASVA3) и PASSIN, реализующей методику продолжения ре-
шения по параметру. Кроме того, приведены обобщенные результаты трудов авторов в задаче о 
нелинейном динамическом деформировании тонкого пространственного криволинейного стержня 
при расчете по его дифференциальной модели. 

Неизвестные функции, входящие в уравнения движения, разыскиваются в дискретных 
точках. По методам прямого интегрирования производные по времени выражаются через теку-
щие координаты и найденные на предыдущих шагах по времени. Первая производная по коор-
динате заменяется конечной разностью, добавляются краевые условия. Полученная система 
нелинейных алгебраических уравнений решается с помощью метода Ньютона с контролем дли-
ны шага из условия сходимости. Матрица Якоби этой системы имеет блочную трехдиагональную 
структуру, которая поддается эффективному LU-разложению. Такая декомпозиция матрицы Яко-
би позволяет быстро решать соответствующие системы линейных алгебраических уравнений 
больших размеров. Если условие сходимости метода Ньютона дает слишком маленький шаг, 
тогда применяется техника продолжения решения по параметру (псевдодлина дуги). После того 
как решена основная система нелинейных уравнений, для уточнения узловых значений вычис-
ляемых функций применяется так называемый метод отсроченной коррекции (deferred correction 
method). Этот метод позволяет вычесть из получаемого решения ошибку, внесенную аппрокси-
мацией производной по методу конечных разностей на начальном этапе численного решения. 
Получаемое таким образом численное решение имеет назначенную точность. Такая методика 
реализована в виде подпрограммы KLPALG, алгоритм которой представлен в данной статье. 

Ключевые слова: нелинейная краевая задача, тонкий криволинейный стержень, диффе-
ренциальная модель, численное решение, KLPALG, BVPFD, DD14AD, PASVA3, PASSIN. 
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THE NUMERICAL ALGORITHM FOR SOLVING  

NONLINEAR BOUNDARY PROBLEM  

OF THIN ROD'S DYNAMIC DEFORMATIONS 

At this paper the algorithm of the subprogram for solving a two-point boundary value problem for 
system of the nonlinear differential equations of the first order is presented. The new algorithm of the 
subprogram named KLPALG united in itself the main ideas of the subprograms BVPFD (DD14AD, 
PASVA3) and PASSIN realizing the technique of continuation of solution by parameter. Besides, the 
generalized results of works of authors in a problem of nonlinear dynamic deformation of a thin spatial 
curvilinear rod calculated by its differential model are presented. 

The unknown functions in the equations of motion are calculated at discrete mesh points. The 
methods of direct integration allow us to express time derivatives by the current coordinates and coordi-
nates and velocities calculated in the previous time steps. The first derivative of coordinate is replaced 
by finite difference; boundary conditions are added. The obtained system of nonlinear algebraic equa-
tions is solved by Newton method with the step length control of the convergence conditions. The 
Jacobi matrix of this system is of the block-tridiagonal structure which lends itself to efficient LU-
decomposition. This decoupling of the Jacobi matrix allows you to quickly solve the corresponding sys-
tem of linear algebraic equations of the big sizes. If the condition of convergence of Newton's method 
gives too small step, then used the technique of continuation of the solution on the parameter a (pseudo 
arc-length). As soon as the system of nonlinear equations is solved, to refine the nodal values of the 
calculated functions we use the deferred correction method. This method subtracts from the received 
solution the mistakes made by the approximation derived by the method of finite differences in the initial 
phase of the numerical solution. Thus obtained numerical solution is of accuracy appointed by user. 
This method is implemented in KLPALG subroutine which algorithm is presented in this paper. 

Keywords: nonlinear boundary value problem, thin curvilinear rod, differential model, numerical 
solution, KLPALG, BVPFD, DD14AD, PASVA3, PASSIN. 

 
Моделирование динамических процессов в ряде прикладных за-

дач нелинейной механики деформируемого твердого тела удается по-
строить на базе математической модели тонкого стержня [1–3] – упру-
гого тела, один линейный размер которого существенно больше двух 
других. Введением ряда гипотез [4–6] деформирование стержня, по 
существу, заменяется деформированием его осевой линии, проходящей 
через центры жесткости поперечных сечений, ортогональных к этой 
осевой линии. Положение точки на стержне определяется естественной 
координатой – длиной дуги осевой линии. В геометрически нелиней-
ной постановке задачи такая модель стержня позволяет описать мно-
жество разнообразных пространственных форм статического и дина-
мического равновесия. В задаче о деформировании стержня наиболее 
распространены два подхода: на основе метода конечных элементов 
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и на основе решения краевых задач для систем дифференциальных 
уравнений. В данной работе используется дифференциальная модель 
стержня [7–10]. Преимущество используемой модели стержня перед 
другими известными дифференциальными моделями [2, 3, 11, 12] со-
стоит в том, что в уравнения не входит начальная кривизна осевой ли-
нии стержня, что позволяет напрямую описывать стержни с изломами 
осевой линии и со скачками кривизны. При расчете динамического де-
формирования учитывается инерция, в отличие, например, от работы 
[12], где динамика представляется в виде набора статических конфигу-
раций, а форма стержня представляет собой спираль. Задача о динами-
ческом нелинейном деформировании тонкого криволинейного стержня 
представляет собой краевую задачу для системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Решение этой задачи 
с помощью методов прямого интегрирования [13–15] сводится к реше-
нию последовательности двухточечных нелинейных краевых задач для 
системы нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка. 
Для решения этих задач существует ряд подпрограмм [16–18], бази-
рующихся на разработках прошлого столетия. Решение разыскивается 
в дискретных точках, производные в уравнениях заменяются конечны-
ми разностями [19, 18], строится итерационный процесс по методу 
Ньютона-Рафсона [20], также возможны и другие подходы, например 
[21]. При решении задачи о динамическом деформировании тонкого 
стержня на определенном этапе развития дифференциальной модели 
[8, 10] у авторов данной статьи появилась необходимость внести опре-
деленные изменения в текст подпрограммы BVPFD [17, 18], которая 
хорошо подходила для решения поставленной задачи о деформирова-
нии стержня до этого момента. Кроме внесения изменений в формиро-
вание нелинейных уравнений при применении численной методики 
развитие дифференциальной модели стержня [8, 10] потребовало доба-
вить в подпрограмму метод продолжения решения по параметру в виде 
[22, 23]. В работах [18, 22–26], а также связанных с ними описаны ос-
новные идеи, реализованные в подпрограммах BVPFD [17], PASVA3 
[18], PASSIN [22], но не приводится подробных алгоритмов, по кото-
рым можно было бы составить программу. После анализа указанных 
работ авторами данной статьи была разработана своя подпрограмма 
KLPALG [10], которая объединила в себе основные идеи указанных 
выше работ и позволила решать более сложные краевые задачи [8], чем 
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BVPFD [17], PASVA3 [18] (саму подпрограмму PASSIN [22] найти не 
удалось). После этого алгоритм KLPALG претерпел существенные 
улучшения, которые приблизили его по быстроте исполнения кода к 
BVPFD. Этот новый алгоритм KLPALG и представлен в данной статье. 

1. Математическая модель тонкого стержня 

Точки недеформированной осевой линии стержня задаются ра-
диусом-вектором 

 ( ) ( )k kxξ = ξ ⋅r i


, (1) 

где ξ  – произвольный параметр, связанный с естественной координа-

той – длиной стержня s; 1,2,3i


 – орты глобальной (неподвижной) систе-

мы координат; ( )1,2,3x ξ  – координаты точек осевой линии, здесь и далее 

по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до 3. 
Для описания ориентации поперечных сечений стержня до де-

формирования используется «матрица поворота» (матрица начальной 

геометрии) ( )ξβ . Направляющие векторы главных осей инерции попе-

речных сечений недеформированного стержня записываются следую-
щим образом: 

 ( ) ( )j jk kξ =β ξ ⋅e i


, (2) 

3e


 – направлен по касательной к осевой линии стержня, здесь и далее 

неуказанные индексы пробегают значения от 1 до 3. 
Направляющие векторы главных осей поперечного сечения после 

деформации имеют следующее выражение через компоненты матрицы 
начальной геометрии β  и матрицы поворота при деформировании λ : 

 j jk k jk kn n
∗ ∗= β = β λe i i

 
. (3) 

Жесткостные характеристики стержня задаются следующими ве-

личинами: ( )1,2EJ ξ  – изгибные жесткости; ( )3GJ ξ  – жесткость на кру-

чение; ( )EF ξ  – жесткость на растяжение-сжатие. Жесткости также мо-

гут зависеть от текущей деформированной конфигурации – текущей 
кривизны осевой линии или удлинения. 
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Инерционные характеристики стержня: ( )Fρ ξ  – погонная плот-

ность; ( )1,2,3Jρ ξ  – произведение плотности и моментов инерции попереч-

ных сечений. Если ось жесткости стержня не проходит через центры 
инерции поперечных сечений [27], тогда задаются координаты центра 

тяжести поперечного сечения относительно центра жесткости ( )1,2Δ ξ . 

Вектор положения центров масс относительно центров жесткости 

* *
1 1 2 2 1 1 2 2k kn n k kn n n nR= Δ + Δ = Δ β λ + Δ β λ =R e e i i i

    
, ( )1 1 2 2n k k knR = Δ β + Δ β λ . (4) 

На стержень могут действовать внешние распределенные нагруз-
ки и моменты. В общем случае они могут зависеть не только от теку-
щей точки на осевой линии, но и от времени t , пространственного по-
ложения, текущей кривизны и других параметров: 

 ( ), , , ,...t= ξq q U λ
 

, ( ), , , ,...t= ξm m U λ
 

. (5) 

В качестве внешней распределенной нагрузки может выступать, 
например, собственный вес, аэродинамическая нагрузка от набегающе-
го потока воздуха [7], силы от контактного взаимодействия витков 
осевой линии [28], силы инерции от пробегающего внутреннего потока 
жидкости и др. Кроме распределенных силовых факторов на стержень 
могут действовать сосредоточенные силы и моменты. Сосредоточен-
ные нагрузки на концах стержня задаются через краевые условия. За-
дание сосредоточенных сил и моментов в других точках приводит 
к многоточечной нелинейной краевой задаче, которая может быть ре-
шена в рамках численного алгоритма решения двухточечной нелиней-
ной краевой задачи с некоторыми модификациями в алгоритме. 

Мгновенные угловые ускорения и скорости поворота поперечно-

го сечения стержня относительно главных осей *
1,2,3e  имеют следующий 

вид [8]: 

1 3 2 3 2mn m kn k mn m kn kΩ = −λ β λ β −λ β λ β   , * *
1 33 2 3 2mn m kn kΩ = = −λ β λ βe e
   , 

 2 3 1 3 1mn m kn k mn m kn kΩ = λ β λ β + λ β λ β   , * *
2 3 1 3 1mn m kn kΩ = = λ β λ βe e
   , (6) 

3 1 2 1 2mn m kn k mn m kn kΩ = λ β λ β + λ β λ β   , * *
3 1 2 1 2mn m kn kΩ = = λ β λ βe e
   , 

где точка обозначает производную по времени t . 
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Система уравнений движения тонкого упругого стержня, описы-
вающая любые повороты поперечных сечений [8] при динамическом 
деформировании, имеет вид 

 ( ), , ,1i j ji iU x xξ ξ ξ= + ε λ − ; (7a) 

 

( ), , , ,

1
1

1
2

1
3

, ,

0 0

0 0 ;

0 0

ki s kr p kp r j mj m k kn nC M

EJ

EJ

GJ

ξ ξ ξ

−

−

−

λ = λ Δω −λ Δω  Δω = λ β β λ

 
 =  
 
 

C

  

  (7б) 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,,... 1i i i iQ F U R q sξ ξ
 = ρ ξ ⋅ + − ξ + ε 

  ; (7в) 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

,

, ,

, , ,

1,2,3,

1 , 2,3,1, 

3,1,2;,...

n n nk ki

i p p r r r p

i j jr p j jp r

J s i

M F U R R U R R s p

rm s x Q x Q

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

 ρ ξ Ω β λ + =    = +ρ ξ ⋅ + − + − + ε =    =  − ξ + λ − λ 



     (7г) 

( ) 1

, ,j jk kx Q EF s T
−

ξ ξ ε = λ ξ ⋅ + αΔ  , ( )1/2

, , ,k ks x xξ ξ ξ= , 

где α  – коэффициент температурного удлинения; TΔ  – изменение 
температуры; нижний индекс ξ  после запятой означает производную 

по этой переменной. 
Система (7) состоит из 18 нелинейных дифференциальных урав-

нений первого порядка по ξ  и второго порядка по времени t. Разре-

шающими функциями системы (7) являются 18 функций: ( )1,2,3 ,U tξ  – 

проекции вектора перемещений точек осевой линии стержня на оси 

глобальной системы координат; ( ),ij tλ ξ  – компоненты матрицы, опи-

сывающей поворот главных осей инерции поперечных сечений при 

деформировании; ( )1,2,3 ,Q tξ  – глобальные проекции вектора внутрен-

них усилий; ( )1,2,3 ,M tξ  – глобальные проекции внутренних моментов. 

На девять компонентов матрицы поворота ( ),tξλ  накладываются 

дополнительные зависимости, которые вытекают из общих свойств 
матриц поворота. Поэтому на практике вместо 9 компонент можно ис-
пользовать только 3 функции в качестве параметров поворота, что 
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уменьшает число неизвестных функций и число уравнений с 18 до 12. 
В качестве параметров поворота могут выступать, например, углы Эй-
лера, самолетные углы, компоненты вектора конечного поворота [29, 
30] и др. При использовании вектора конечного поворота угол поворо-
та тройки ортов, связанных с поперечным сечением стержня, ограни-
чивается величиной 2π  [11] в общем случае. Для использования век-
тора конечного поворота в качестве параметра для любых поворотов 
при деформировании разработана специальная численная методика [8], 
суть которой будет представлена ниже. Если деформирование стержня 
укладывается в рамки ограничения поворота при деформировании 2π , 
тогда группа уравнений (7б) заменяется тремя уравнениями следующе-
го вида: 

1
3 2

1

j p k kpmn
m kn k

j

d M ds

d EJ d

ω β λ∂λ− β λ β =
∂ω ξ ξ

, 

 2
3 1

2

j p k kpmn
m kn k

j

d M ds

d EJ d

ω β λ∂λ β λ β =
∂ω ξ ξ

, (8) 

3
1 2

3

j p k kpmn
m kn k

j

d M ds

d GJ d

ω β λ∂λ β λ β =
∂ω ξ ξ

, 

где i i= ωω i


 – вектор конечного поворота. Таким образом, имеем 

12 дифференциальных уравнений и 12 неизвестных функций 1,2,3U , 

1,2,3ω , 1,2,3Q , 1,2,3M . Такое же количество уравнений и неизвестных по-

лучается при применении численной методики [8], но при этом огра-
ничения вектора конечного поворота (при углах поворота кратных 2π  
определитель СЛАУ (8) равен нулю) не мешают получить численное 
решение краевой задачи. 

Уравнения движения (7) являются системой нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Для решения можно 
применять одношаговые и многошаговые методы прямого неявного 
интегрирования по времени [13, 14, 9] (методы Ньюмарка, Хаболта, 
Парка и др.). Основная идея численного интегрирования уравнений 
динамики стержня заключается в том, что производные по времени 
(скорости и ускорения) аппроксимируются специальными выражения-
ми через координаты (перемещения и повороты). В эти выражения 
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также могут входить известные координаты, скорости и ускорения с 
предыдущих шагов по времени. Применение таких методов позволяет 
снизить размерность исходной задачи нелинейной динамики стержня, 
сводя ее, по существу, к задаче нелинейной статики. 

Конфигурация стержня в каждый момент времени описывается 
следующими векторами-столбцами: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3, , , , , , , ,
T

t U t t Q t M tξ = ξ ω ξ ξ ξX , ( ),tξX , ( ),tξX . 

После проведения ряда тестов, авторы статьи пришли к выводу, 
что наиболее подходящим (по точности и устойчивости) для решения 
обозначенной задачи из рассмотренных методов прямого интегрирова-
ния является метод Парка [15, 13, 9]. Для расчетов используется моди-
фикация [9] этого метода: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 2 3 1 4 0 5 1t a t a t a t a t a t− − −= + + + +X X X X X X , (9) 

где  

5
1

1

1

4

L
a

f

∂
∂


, 54

2
1 2

1 1

4 4

LL
a

f f

∂∂= +
∂ ∂


, 3 54

3
1 2 3

1 1 1

2 4 4

L LL
a

f f f

∂ ∂∂= + +
∂ ∂ ∂

 
, 

3 54
4

2 3 4

1 1 1

2 4 4

L LL
a

f f f

∂ ∂∂= + +
∂ ∂ ∂

 
, 3 54

5
3 4 5

1 1 1

2 4 4

L LL
a

f f f

∂ ∂∂= + +
∂ ∂ ∂

 
. 

Здесь ( )1n nL L t≡ , ( )
1 0,

nn
i

n j
j i j i j i

x x
L x f

x x= = ≠

 −=   − 
 ∏  – полином Лагранжа для 

интерполяции по n  точкам. 
После замены скоростей и ускорений выражениями (9) в системе 

(7) остаются только первые производные по параметру ξ . Для замыка-

ния задачи необходимо добавить краевые условия – 6 на левом конце 
и 6 на правом конце стержня. 

2. Численная методика решения нелинейной краевой задачи 

Представленная здесь численная методика решения нелинейной 
краевой задачи базируется на методике [18], которая в свое время по-
родила несколько версий подпрограмм. Из числа известных и доступ-
ных подпрограмм это BVPFD [17] из библиотеки IMSL (International 
Mathematical and Statistical Library) и DD14AD из HSL Mathematical 
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Software Library. Помимо пользовательского интерфейса эти подпро-
граммы различаются алгоритмом работы в части критерия расходимо-
сти итераций метода Ньютона. Существенная разница в работе этих 
подпрограмм может быть устранена изменением текста DD14AD. Для 
поставленной задачи был разработан другой алгоритм, который соеди-
нил в себе основные идеи [18] и алгоритм продолжения решения по 
параметру [22, 23] (подпрограмма PASSIN), что оказалось незамени-
мым при реализации численной методики, позволяющей использовать 
вектор конечного поворота при любых деформациях осевой линии 
[8, 10]. Первая версия такого алгоритма представлена в работе [10], 
однако после сравнительного анализа процесса решения тестовых 
краевых задач подпрограммами KLPALG [10] и BVPFD [18, 17] наш 
алгоритм претерпел существенные улучшения. Новая версия подпро-
граммы KLPALG, алгоритм которой представлен в этой статье, выпол-
няет одинаковое с BVPFD количество вызовов функций расчета невя-
зок и факторизации матрицы Якоби на тестовых примерах, где воз-
можно использование BVPFD. На более сложных примерах, где 
BVPFD выдает расхождение метода Ньютона, в подпрограмме 
KLPALG включается алгоритм продолжения решения по параметру 
[22, 23], который приводит к искомому решению. 

Согласно [18] неизвестные разыскиваются в дискретных узлах, 
а дифференциальные уравнения аппроксимируются по правилу трапе-
ций: 

 ( ) ( )1
1 1

1
, ,

2
j j

j j j j
jh

+
+ +

−
 = ξ + ξ 

W W
f W f W , 1,2..j N= , (10) 

где в нашем случае системы уравнений стержня: 

1 2 10 ... N += ξ < ξ < < ξ  – узлы, в которых разыскиваются значения 

неизвестных функций; 1j j jh += ξ − ξ  – шаг сетки; 

{ }1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , ,
j

T

j U U U Q Q Q M M M
ξ=ξ

= ω ω ωW  – вектор-стол-

бец 12 узловых неизвестных; 

( ),ξf W  – правая часть системы дифференциальных уравнений 

движения тонкого упругого стержня (7)–(8) с учетом (9). 
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Краевые условия представляются в виде ( )1 1 =g W 0 , 

( )2 1 1, N + =g W W 0 , где 1,2g – векторы-столбцы, 1g  имеет p  строк, 2g  

имеет (12 )p−  строк, q  из которых связывают 1W  и 1N +W . Если нача-

ло стержня не связано с концом, тогда 6p = , 0q = , следовательно, 1g  

и 2g  имеют по 6 строк (по 6 краевых условий на каждом конце стерж-

ня), таким образом, в дискретной форме краевая задача может быть 
представлена в следующем виде: 

 ( )π =F W 0 , (11) 

где  
(1)
11,1

(1)
22,1

1

2 (1)
12,1 3

(2)
1,2 1

1

( 1)
12, 1 3

......

...

......
N

N
N

UW

UW

W M

W U

W M

+

+
+

  
  
  

    
         ≡ ≡ ≡     
     
          

   
      

W

W
W

W

, 

( )

( )
( )
( )

( )
( )

1 1

2 1 1 1 2

3 2 2 2 3

1 1

2 1 1

/ 2

/ 2

...

/ 2

,

N N N N N

N

h

h

h

π

+ +

+

 
 

− − + 
 − − + ≡  
 
 − − +
 
  

g W

W W f f

W W f f
F W

W W f f

g W W

, 

где ( ),j j j≡ ξf f W , 1j j jh += ξ − ξ , 1,2...j N= . 

Решение разыскивается итерационным способом: 

 ( ) ( )11
W

−ν+ ν ν ν ν ν
ν ν π= +μ ⋅ = +μ ⋅W W ΔW W F W F W , (12) 

где ( )W
νF W  – матрица Якоби системы уравнений (11) в точке νW  для 

ν -го приближения; νμ  – параметр контроля шага, определяется осо-

бым образом [18]. Матрица Якоби имеет следующую структуру: 
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( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

1

1 1

1 1

1 1 2 1

2 2

( 1)

2 1 1 2 1 1

0 ... 0

/ 2 / 2 ... 0

0 / 2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... / 2

, 0 ... ,
N

W

W W

W

W

N W N

W N W N

h h

h

h

+

ν

+

+ +

 
 

− − − 
 − −
 =
 
 − 
 
 

g W

I f I f

I f
F W

I f

g W W g W W

. 

Для определения неизвестных узловых значений функций ис-
пользуется система нелинейных уравнений (11). Численная методика 
[8] предполагает заменить в (11) уравнения для узловых значений про-
екций вектора конечного поворота 

 ( ), 1 , 3 , 3 , 1 / 2 0k j k j j k j k jh f f+ + + +ω −ω − + = , 1,2,3k = , 1,2...j N= , (13) 

на уравнения 

( ) ( )* *
1 , 1 1 , 1 , 1 , 1 2 , 2 , 1/ 2 / 2 0n j n j j n j n j n j n jh f f+ + +

 λ −λ − + λ + λ =  , 

 ( ) ( )* *
1 , 1 1 , 1 , 1 , 1 3 , 3 , 1/ 2 / 2 0n j n j j n j n j n j n jh f f+ + +

 λ − λ − + λ + λ =  , (14) 

( ) ( )* *
2 , 1 2 , 2 , 2 , 1 3 , 3 , 1/ 2 / 2 0n j n j j n j n j n j n jh f f+ + +

 λ −λ − + λ + λ =  , 

где по индексу n  ведется суммирование от 1 до 3, а по индексу j  нет 

суммирования. Этот индекс указывает на номер блока уравнений 
1,2...N . 

В итерационном процессе (12) для поиска приращения νΔW  на 
каждом шаге решается система линейных алгебраических уравнений: 

 ( ) ( )W
ν ν ν

π= −F W ΔW F W . (15) 

Матрица Якоби ( )W
νF W  имеет следующую блочную трехдиаго-

нальную структуру: 
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 ( )W

N N

N N

ν ν

... 
 ... 
 ...

≡ ≡  ... ... ... ... ... ... 
 ...
  ... 

1 1

2 2 2

3 3

+1 +1

A C 0 0 0

B A C 0 0

0 B A 0 0
F W A

0 0 0 A C

D 0 0 B A

, (16) 

где kA , kB , kC  – матрицы 12×12, нулями обозначены матрицы 

с нулевыми элементами, матрица ( )
12 1 1,W N +=D g W W  имеет q  ненуле-

вых элементов, если начало стержня связано с концом. Матрица kB  

имеет p  ненулевых строк, kC  имеет ( )12 p−  ненулевых строк: 

...
k

 
=  
 

B
0

, 
...k

 
=  
 

0
C . 

Если 0ν ≠A , тогда матрица (16) может быть представлена в виде 

разложения 

( )1 2 3

N N

N N

ν

... ...   
   ... ...   
   ... ...

≡ ⋅ ≡ ⋅   ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...   
   ... ...
     ... + ...  

1 1

2 2 2

3 3

N+1 +1

I 0 0 0 0 α C 0 0 0

β I 0 0 0 0 α C 0 0

0 β I 0 0 0 0 α 0 0
A L U

0 0 0 I 0 0 0 0 α C

δ δ δ β δ I 0 0 0 0 α

, 

где матрицы kα  и kβ  удовлетворяют следующим уравнениям: 

1 1=α A , 1j j j j−= −α A β C , 1 1 =δ α D , 2,3... 1j N= + ; 

 1j j j− =β α B , 1 1j j j j− −= −δ α δ C , 2,3... 1j N= + . (17) 

Решение системы (15) сводится к решению двух систем 

 ( )ν
π⋅ = −L Y F W , ν⋅ =U ΔW Y . (18) 

Алгоритм подпрограммы LU-факторизации матрицы Якоби сле-
дующий. 
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На входе в подпрограмму имеются массивы i i=α A , i i=β B , iC , 

1 =δ D , они являются рабочими массивами и в них остается результат. 

1. Начало цикла, 1.i =  
2. LU-факторизация матрицы iα : 

2.1. переставляются столбцы на первых p  строках так, чтобы 

на главной диагонали стояли максимальные по модулю эле-
менты; 
2.2. переставляются строки оставшейся части матрицы iα  и 

матрицы iβ  так, чтобы на главной диагонали стояли макси-

мальные по модулю элементы (при этом строки могут менять-
ся в матрицах iC  и 1i+α ); 

2.3. рассчитывается LU-разложение матрицы iα , на главной 

диагонали которой стоят максимальные по модулю элементы. 

3. Вычисляется 1
i i i

−=δ δ α , 1i i i+ = −δ δ C , 1
1 1i i i

−
+ +=β β α , 1i+ =α  

1 1i i i+ += −α β C . 

4. 1i i= + , если 1i N< +  идем п. 2. 
5. Вычисляется 1 1 1N N N+ + += +α α δ . 

6. Производится LU-разложение 1N +α , как в п. 2.3, при этом 

предварительно переставляются столбцы так, чтобы на главной диаго-
нали стояли максимальные по модулю элементы. 

На выходе из подпрограммы LU-факторизации матрицы Якоби 
имеем измененные массивы iα , iβ , iC , iδ  и массивы перестановок 

столбцов и строк. 
Для внесения в расчетную схему дополнительных сосредоточен-

ных сил и моментов, приложенных не на концах стержня, необходимо 
добавить псевдоузел в точке приложения силы. То есть необходимо 

в вектор ( )πF W  (11) внести дополнительные матричное уравнение, ко-

торое будет стыковать старый узел, в котором приложен сосредото-
ченный силовой фактор и новый псевдоузел, по расположению совпа-
дающий со старым. Дополнительное матричное уравнение должно со-
держать равенство всех функций слева и справа, за исключением 
внутренних усилий или моментов, которые должны иметь скачок, рав-
ный приложенному внешнему сосредоточенному силовому фактору. 
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Увеличение числа дополнительно приложенных сил и моментов не из-
менит вид (16), просто возрастет количество неизвестных, а следова-
тельно, в алгоритме решения полученной таким образом нелинейной 
системы ничего не изменится. Другими словами, процесс добавления 
сосредоточенных силовых факторов отразится на формировании нели-
нейных уравнений (11). По сути, такой способ эквивалентен разбие-
нию стержня в местах приложения сил и моментов на несколько со-
ставных частей. 

Стратегия выбора шага модифицированного метода Ньютона (12) 
следующая. Длина шага νμ  выбирается максимальной из ряда 

{ }1,1 2, 1 4,... , для которой выполняется условие сходимости 

( ) ( ) ( )r r c rν ν ν ν
ν ν− +μ ≥ ⋅μ ⋅W W ΔW W , 

где ( ) 2

2
r =x x , ( )nn

in
X= X , 1c =  в [18] и 0,5c =  в [24, с. III.3-2] и в 

подпрограмме DD14AD. В новой версии подпрограммы KLPALG вы-
брана величина 0,11c =  при сравнении процессов расчета с BVPFD. 

После того как решена система (11), полученное решение нужно 
скорректировать (уточнить) с учетом той ошибки, которую внесла ап-
проксимация производной по методу конечных разностей (10). Для 
этого используется метод отсроченной коррекции (deferred correction 
method) [18, 25, 26]. Рассмотрим кратко применение этого метода 
к нашей задаче (более подробные выкладки представлены в [10]). 

Пусть *W  – точное решение, тогда так называемая локальная 
ошибка аппроксимации (local truncation error) [18], обусловленная ис-

пользованием приближенной формулы (10) c учетом ( )* *,I
j j j≡ ξW f W , 

имеет следующее выражение: 

  
( ) ( )*

1/2

0 !

k
j k

j k j
k

f
a h

k

∞
+

=

τ =
W

, 1,2..j N= , где ( ) ( )
( )1

1 1
2 1

k

k k

k
a

k+

−  = + − +
. (19) 

Необходимо отметить, что локальная ошибка аппроксимации (19) 
записана для точек, находящихся посередине между узловыми точками 

jξ , 1,2... 1j N= + , шаг сетки в общем случае 1j j jh += ξ − ξ , 1,2...j N= . 
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Получим такую аппроксимацию (19), какая предлагается в [25]. 

Пусть задана гладкая функция ( )y ξ  и произвольная сетка с узлами jξ , 

1,2... 1j N= + . Определим следующую функцию: 

 ( )
( ) ( ) ( )

0

,
!

km
k

k
k

y
L y a h

k=

ξ
ξ = ξ , (20) 

где ( )h ξ  такая функция, что ( ) ( )( )1/2 1 1/ 2j j j j jh h+ + +ξ ≡ ξ + ξ = ξ −ξ , 

1,2...j N= . 

Справедливо следующее равенство: 

( ) ( ) ( )* 1, mL W O h +τ ξ = ξ + . 

Аппроксимируем (20) линейной комбинацией значений функции 

( )y ξ  в узловых точках: 

 ( ) ( )
1

1

m

i i r
i

M y w y
+

+
=

= ξ , (21) 

где r  – заданное целое значение (от которого зависит, какие узлы уча-
ствуют в аппроксимации); iw  – пока неизвестные весовые коэффици-

енты. 

Пусть необходимо достигнуть точности порядка ( )1mO h + . Разло-

жим (21) в ряд Тейлора: 

 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 0

1
1

0 1

!

,
!

jm
j

i i r
i j

jm m
j mj

i i
j i

y
M y w

j

y
w h O h

j

+ ∞

+
= =

+
+

= =

ξ
= ξ − ξ =

ξ = α ξ + ξ 
 

 

 
 (22) 

где ( ) ( )/i i r h+α = ξ − ξ ξ . 

Сравнивая (22) с (20), получаем СЛАУ относительно неизвест-
ных весовых коэффициентов iw : 

 
1

1

m
j

i i j
i

w a
+

=

α = , 0,1...j m= . (23) 
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Находя iw  из (23), получим ( ) ( ) ( )( )1
,

m
M y L y O h

+= ξ + ξ . 

Система уравнений (23) является Вандермондовой системой 
уравнений [25]. Быстрый и эффективный алгоритм решения этой сис-
темы описан в [31], там же приведен текст подпрограммы на языке 
«Алгол». Таким образом, находя весовые коэффициенты из (23), мож-
но по узловым значениям W  строить аппроксимацию локальной 
ошибки аппроксимации (19). 

Метод отсроченной коррекции [25] предполагает приближенный 
расчет локальной ошибки аппроксимации (19) приближенно, по сути, 
с помощью метода конечных разностей (производные функции выра-
жаются через узловые значения этой функции). Рассмотрим алгоритм 

расчета ( )kS W  – конечно-разностной аппроксимации (19). 

Разложение локальной ошибки аппроксимации (19) содержит 

члены, начиная со второй производной функции ( )*
1/2 ,j+f W  и имеет 

только четные производные, следовательно, аппроксимация ( )1S W  

будет составляться по 4 узловым точкам, ( )2S W  – по 6, ( )3S W  – по 8, 

( )kS W  – по ( )2 2k +  узловым значениям. Поэтому корректное по-

строение ( )kS W  требует определенного числа разбиений по длине 

стержня. 

Для нахождения ( )kS W  в аппроксимации (21) следует положить 

2 1m k= +  и 

( ) ( )min 2 1,max 0, 1r j N k j k= − − − −   , 1,2...j N= , 

тогда коэффициенты iα  в (23) имеют вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1/ 2 /i j j j ji r jj + ++
 α = ξ − ξ + ξ ξ − ξ  . (24) 

Конечно-разностное представление ( )kS W  локальной ошибки 

аппроксимации (19) для (14) имеет следующий вид: 

( ) ( )1 2 , 2 , 1 1 / 2k m j m j k m+ ω = λ + λ λ S S , 

 ( ) ( )2 3 , 3 , 1 1 / 2k m j m j k m+ ω = λ + λ λ S S , (25) 
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( ) ( )3 3 , 3 , 1 2 / 2k m j m j k m+ ω = λ + λ λ S S . 

Пусть 0 ,W  рассчитанное с точностью ( )2O h  решение уравнения, 

а ( )0
1S W  – конечно-разностное представление локальной ошибки ап-

проксимации с точностью ( )2O h . Тогда после решения СЛАУ 

 ( ) ( )0 0
1W = −F W Δ S W  (26) 

получаем аппроксимацию ( )2O h  глобальной ошибки * 0−W W  (где 

*W  – точное решение), т.е. 

( )* 0 2O h= − +Δ W W . 

Следует отметить, что для нахождения решения (26) не требуется 

много вычислений, так как после решения ( ) 0π =F W  уже имеется LU-

декомпозиция (17) матрицы Якоби ( )0
WF W . 

Далее, решая нелинейную систему уравнений 

 ( ) ( )0
1π =F W S W , (27) 

получаем аппроксимацию решения с ошибкой ( )4O h , т.е. решение не-

линейной проблемы 1W  удовлетворяет следующему равенству: 

( )1 0 4O h− =W W . 

Это первый шаг метода отсроченной коррекции. Далее аналогич-
но (26) для оценки текущей глобальной ошибки решаем СЛАУ: 

 ( ) ( ) ( )1 0 1
1 2W = −F W Δ S W S W  (28) 

и получаем аппроксимацию ( )4O h  глобальной ошибки: 

( )* 2 4O h= − +Δ W W . 

Другой не менее важный аспект численной методики решения 
нелинейной краевой задачи – это алгоритм продолжения решения по 
параметру. В некоторых задачах, в частности при использовании в ка-
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честве параметров поворота при деформировании на большие углы 
компоненты вектора конечного поворота [8, 10], сходимость метода 
Ньютона может быть очень медленной. Зачастую время расчета такого 
итерационного процесса при выборе длины ньютоновского шага (12) 
из условия сходимости метода стремится к бесконечности. Встает во-
прос о выборе хорошего начального приближения. Подробно методика 
изложена в [23, 22, 10]. Здесь приведем основной алгоритм. 

Процедура продолжения решения по параметру [10] имеет сле-
дующий вид. 

1) Пусть дано решение [ ],k kγW . Вычисляем kd

dγ
W

, решая СЛАУ 

( ) ( ) ( )0, ,k
W k k k k

d

d γ πγ = − γ = −
γ

W
F W F W F W .   (29) 

2) Определяем знак Якобиана ( )sign ,k W k ksf = γ  F W  (он меняется 

при переходе через точки бифуркации), вычисляем kW  и kγ  по сле-

дующим формулам: 

 0

*

1 1

k
k

k k

sf sf

d d

d d

⋅γ =
 

+ θ − γ γ 

W W
 , k

k k

d

d
= γ

γ
W

W  ,  (30) 

где 0sf  – выбирается сначала при 0 0γ = γ =  так, чтобы 0 0γ > , так как 

нам необходимо изменять параметр γ  от 0 до 1; ( )*
0W σ  такое, что 

( ) ( ) ( ) 2*
0 0 0W W Wσ σ = σ   , ( )0,1θ∈  – коэффициент. 

3) Рассчитываем начальное приближение (делаем прогноз): 

0 0
1

0 0
1

k k k kk

k kkk k

+

+

       
= + Δσ = +          γ γγγ Δγ       

W W W ΔWW


. 

4) Для получения уточнения 
1
1

1
1

k

k

ν+
+

ν+
+

 
  γ 

W
 (коррекции) имеем следую-

щие выражения: 

( ) ( )1 1, ,W k k k kzν ν ν
+ +γ ⋅ = − γF W F W , ( ) ( )1 1, ,W k k k kyν ν ν

γ + +γ ⋅ = − γF W F W , 
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( )
*

1
*1

k

k k

N ν ν
ν+

ν

+ θ⋅Δγ = −
−θ γ −θ⋅

W z

W y




, 1 1ν+ ν ν+ ν= + ΔγΔW z y ,  

 1 1
1k k

ν+ ν ν+
+ = +W W ΔW , 1 1

1 .k k
ν+ ν ν+

+ = +γ γ Δγ  (31) 

Здесь  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )*
3 1 1 1 0 1 0, ,N Nν ≡ σ γ σ σ = θ⋅ σ σ − σ +  W W W W  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 01+ − θ ⋅γ σ γ σ − γ σ − σ −σ   , 1 0σ = σ + Δσ  

или 

( )*
1 11k k k k k kN ν ν ν

+ +   = θ⋅ − + − θ ⋅γ γ − γ − Δσ   W W W  . 

Описанная процедура встраивается в основную процедуру реше-
ния нелинейной проблемы особым образом, алгоритм подпрограммы 
представлен ниже. 

3. Алгоритм подпрограммы 

На входе в подпрограмму имеется: начальное приближение ре-

шения 0W ; N  – число разбиений по длине стержня; ε  – требуемая 
точность решения задачи; minμ  – минимальный коэффициент ньюто-

новского шага ( 0 min 1< μ ≤ ), ниже которого включается алгоритм про-

должения решения по параметру; ( )0,1θ∈  – коэффициент для нормали-

зации псевдодлины дуги (pseudoarclength normalization) [23, 22]. 

Инициализация рабочих переменных 

( )0
1 1 0S S W= ≡  – аппроксимация локальной ошибки усечения (lo-

cal truncation error), вектор-столбец размерностью ( )12 1N + ; 

0S  – вспомогательный рабочий вектор-столбец ( )12 1N + . 

0k =  – счетчик алгоритма метода отсроченной коррекции (de-
ferred corrections method); 

0PM =  – алгоритм продолжения решения по параметру выключен; 

0 0γ = , 1 1γ =  – переменные для алгоритма продолжения решения 

по параметру; 
PE ложь=  – метка стадии завершения работы алгоритма про-

должения решения по параметру; 
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1br = ∞  (некое большое число, например 30010 ) – для контроля 
расхождения метода Ньютона; 

0W W=  – рабочий вектор-столбец размерностью ( )12 1N + ; 

2W  – вспомогательный рабочий вектор-столбец ( )12 1N + . 

0ITNEW =  – счетчик итераций метода Ньютона; 
2NEPS k h= ⋅ , где k  – маленькая константа, h  – шаг сетки по пе-

ременной ξ ;  

bTOL = ∞  – для контроля расхождения метода отсроченной кор-
рекции; 

CASI ложь=  – метка о выключении перерасчета Якобиана (ква-
зиньютоновский метод). 

Цикл итераций метода Ньютона 

1. Если 0PM > , тогда ( ) ( ) ( )0
1 1D F W F Wπ π= − − γ − , иначе 

( ) 1D F W Sπ= − + ; 
2

2
r D= , 1r r= ; 

2. Если 1r < ε , тогда { 
2.1. Если 0PM = , тогда идем в 25; 
2.2. Если 1PM > , тогда { 3PM = ; CASI ложь=  } () 

3. Если CASI правда= , тогда идем в 5; 

4. Расчет Якобиана ( )WF W , градиента ( )G W , факторизация 

( )1
WF W− ; 

5. Расчет ( )1
WW F W D−Δ = ⋅ ; 

6. Если ERREV , тогда идем в 18; 
7. Если 0PM > , тогда идем в пункт 33; 
8. Если 0ITNEW > , тогда 1 1br r= ; 
9. 2 1br r= ; 

10. ( )TrG G W= − ⋅Δ ; 

11. Если CASI ложь=  и ( 0rG <  или r rG r− > ), тогда W GΔ = − ; 

12. 2W W W= + Δ , 1μ = ; 

13. Расчет ( )2F Wπ , ( ) 12D F W Sπ= − + , 
2

2
r D= , 1r r= ; 

14. Если ( )1 1 0,11 2br r br− ≤ μ⋅ , тогда { (контроль шага) 
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14.1. 0.5μ = μ⋅ ; 

14.2. 2W W W= +μ⋅Δ ; 

14.3. Если minμ < μ , тогда { 

Если 0k > , тогда { 
Метод отсроченной коррекции разошелся, нуж-
но уточнить сетку, возврат с ошибкой IERR=4} 

Иначе { 
Запускаем алгоритм продолжения решения по 
параметру 

1PM = , 1 0γ = ; 

Идем в 1. } } 
14.4. Идем в 13. } 

15. 2W W= ; 
16. Если ITNEW ITMAX< , тогда { 1ITNEW ITNEW= + , идем в 

пункт 2. } 
17. Достигнут предел по количеству итераций, метод Ньютона 

разошелся или имеет слишком маленькую скорость сходимости, выход 
с ошибкой IERR=3. 

Оценка точности решения краевой задачи 
18. ERREV ложь= ; 

19. Расчет 
2

2
cTOL W= Δ , cTOL cTOL= ; 

20. Если cTOL TOL< , тогда { проблема решена успешно IERR=0, 
выход. } 

21. Если cTOL bTOL> , тогда { 
Метод отсроченной коррекции разошелся, нужно уточнить сетку, воз-
врат с ошибкой IERR=4.} 

22. bTOL cTOL= ; 
23. 1ITNEW ITNEW= + ; 
24. Идем в пункт 1. 

Метод отсроченной коррекции (Deferred Correction Method) 

25. Сохраняем 0 1S S= ; 

26. ( )1 1kS S W+=  по формулам (25); 

27. 0 1D S S= − ; 

28. ERREV истина= ; (отправка на оценку достигнутой точности); 
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29. 1k k= + ; 

30. 0ITNEW = , 3001 10br = , 30010bTOL = ; 
31. CASI истина= ; 
32. Идем в пункт 3. 

Метод продолжения решения по параметру 

33. Решаем СЛАУ (29) ( ) ( )0
W

dW
F W F W

d π= −
γ

; 

34. Знак Якобиана ( )Wsf sign F= ; 

Корректор 

35. Если 2PM = , тогда { 

35.1. Вычисляем нормализацию N ν  по формуле (31) 

[ ] ( ) [ ]*
0 0 1 02 1N W W Wν = θ⋅ − + −θ ⋅γ γ − γ − Δσ  ; 

Вычисляем 1Δγ  по формулам (31): 

( )* *
1 0 0 0/ 1

dW
N W W

d
ν   Δγ = − + θ⋅ Δ −θ γ −θ⋅   γ 

  , 

1

dW

d
Δ = Δ + Δγ

γ
;W W= + Δ , 1 1 1γ = γ + Δγ ; 

2r ∞
= Δ , где ( )nn

in
X X=  ; 

35.2. Если 2 1r r>  или 1 0Δγ > Δγ  или ( 1 0γ < γ  и PE ложь= ),  

тогда { 
Отключаем стадию завершения алгоритма PE ложь= ; 
Уменьшаем шаг 0,5Δσ = Δσ ; 

1 0Δγ = γ ⋅Δσ , 1 0 1γ = γ + Δγ ; 

Если 1 minΔγ < Δγ , тогда  

{слишком маленький шаг по параметру продолжения , 
IERR=3, выход.} 

02W W W= + Δσ ;  

Идем в 1.} 
35.3. 1 2r r= ; 

35.4. Идем в пункт 1.} 
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Предиктор 

36. Если 3PM = , тогда { 

36.1. Вычисляем 0W  и 0γ  по формулам (30) 
1/2

*

0 0 1 1
dW dW

sf sf
d d

−
  

γ = ⋅ ⋅ + θ −  γ γ  
 , 0 0

dW
W

d
= γ

γ
  , 0 0Δγ = γ ⋅Δσ ; 

36.2. Если 0 0Δγ < , тогда 0 0sf sf= − , идем в пункт 36.1; 

36.3. 2 1 0γ = γ + Δγ ; 

36.3. Если ( PE ложь=  и 2 1γ > ) или PE истина= , тогда { 

Ставим алгоритм на завершение PE истина=  

Целим в единицу: ( )1 01 /Δσ = − γ γ ; 

0 0Δγ = γ ⋅Δσ , 2 1 0γ = γ + Δγ ; 

Если 0Δγ < δ , тогда 1 1γ = , 0PM = , идем в пункт 25. } 

36.4. 0 1γ = γ , 1 2γ = γ ; 

36.5. Запоминаем текущий вектор 2W W= ; 

36.6. Делаем прогноз: 0W W W= + Δσ ; 

36.7. Включаем алгоритм на коррекцию 2PM = ; 

36.8. 1r = ∞  (некое большое число, например 30010 ); 

36.9. Идем в пункт 1; } 

Предиктор, первый шаг 

37. Если 1PM = , тогда { 

37.1. Вычисляем 0W  и 0γ  по формулам (30) 
1/2

*

0 1 1
dW dW

d d

−
  

γ = + θ −  γ γ  
 , 0 0

dW
W

d
= γ

γ
  ; 

37.2. Выбираем самый первый шаг 01.0 /Δσ = γ  (условно из 

расчета, что потребуется один шаг для достижения 1γ = ); 

37.3. 0 0Δγ = γ ⋅Δσ ; 

37.4. Если 0 0Δγ < , тогда 0 1sf = − , 0 0Δγ = −Δγ ; иначе 0 1sf = ; 

37.5. Запоминаем текущий вектор 2W W= ; 

37.5. Делаем прогноз: 0W W W= + Δσ , 1 0 0γ = γ + Δγ ; 
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37.6. Ставим на коррекцию алгоритм продолжения решения 
2PM = ; 

37.7. 1r = ∞  (некое большое число, например 30010 ); 

37.8. Идем в пункт 1. } 
Конец алгоритма. 
Основное отличие DD14AD от BVPFD – это наличие в послед-

ней условия как в пункте 8 приведенного выше алгоритма. Это ус-
ловие, по сути, отменяет проверку сходимости после первого шага 
метода Ньютона. 

Выводы 

Тестирование данного алгоритма проводилось на достаточно 
большом количестве задач. Например, были повторены расчеты, опуб-
ликованные в работах [28, 32]. Точных тестов на скорость не проводи-
лось, но предварительно можно заключить, что разработанная новая 
подпрограмма KLPALG, алгоритм которой представлен в данной ста-
тье, не уступает DD14AD и BVPFD по скорости исполнения кода 
и способна решать более широкий круг нелинейных краевых задач. 
Новизна представленных в данной статье результатов заключается: во-
первых, в обобщении результатов многолетней работы авторов данной 
статьи в области механики тонких криволинейных стержней (пред-
ставлена краткая сводка основных формул с описанием); во-вторых, 
представлен новый алгоритм подпрограммы KLPALG и описана ис-
пользуемая численная методика, что может помочь читателю в сжатые 
сроки ознакомиться, понять и реализовать в виде подпрограммы боль-
шой массив информации, представленный в прошлом столетии в ряде 
публикаций на английском языке, в том числе с ошибками, опечатками 
и недомолвками. 

В представленной методике не рассмотрен вопрос о выборе оп-
тимальной сетки, этот алгоритм [18] планируется внедрить в KLPALG. 
Другой нерассмотренный аспект подпрограмм BVPFD и DD14AD – 
это процедура продолжения решения, когда решение предыдущей 
краевой задачи экстраполируется вперед по методу Эйлера и при этом 
происходит программный выбор длины такого шага [33, 34]. Такой 
подход оказался неработоспособен в задачах [8, 10], поэтому в подпро-
грамму KLPALG был внедрен другой алгоритм продолжения решения 
по параметру [23, 22, 10]. 
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