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О НЕСИММЕТРИЧНЫХ МЕРАХ НАПРЯЖЕННОГО  

И ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ И ЗАКОНЕ ГУКА 

Закон Гука (конечно, в современном тензорном виде, включающем учет различных типов 
анизотропии материала, конечную или скоростную формулировку) весьма широко используется в 
механике деформируемого твердого тела, включая и физически и/или геометрически нелиней-
ные проблемы. В последние десятилетия он применяется также в подавляющем большинстве 
многоуровневых моделей, ориентированных на описание неупругого деформирования моно- и 
поликристаллических материалов. Как правило, при этом закон Гука записывается с использова-
нием симметричных мер напряженного и деформированного состояния, определенных в терми-
нах актуальной, промежуточной (разгруженной) или отсчетной конфигурации. Для материала, 
упругого по Грину, из существования упругого потенциала естественно вытекает симметрия че-
тырехвалентного тензора упругих свойств П по первой и второй паре индексов, Пijkl = Пklij, однако 
симметрия тензора внутри первой и второй пар индексов следует только из принятого и укоре-
нившегося в механике сплошных сред соглашения о симметрии тензоров напряжений и дефор-
маций. Следует отметить, что в исходном законе Гука, записанном для случая одноосного нагру-
жения, вопросы о симметрии свойств, естественно, не возникали. Указанное соглашение позво-
лило, в частности, существенно сократить объем экспериментов, необходимый для установления 
компонент тензора упругих характеристик, что особенно важно при рассмотрении материалов с 
низкой или априори неизвестной симметрией. Симметрия тензора напряжений следует из закона 
сохранения момента количества движения при отсутствии распределенных объемных и поверх-
ностных моментов. Пренебрежение распределенными поверхностными моментами основано на 
гипотезе о том, что две части тела действуют друг на друга распределенными силами, которые 
на каждой элементарной площадке могут быть приведены к вектору напряжений. Данная гипоте-
за, в свою очередь, основана на предположении об отсутствии корреляции распределенных по-
верхностных нагрузок на любой материальной площадке. Следует отметить, что В.Фойгт еще в 
1887 г. предлагал отказаться от данного предположения и приводить распределенные воздейст-
вия одной части тела на другую на любой элементарной площадке к вектору напряжений и век-
тору распределенных моментов. Указанное предложение полностью согласуется с используе-
мым в теоретической (классической) механике способом приведения произвольной системы сил 
к главному вектору и главному моменту. На примере задачи простого сдвига показано, что ис-
пользование (симметричного) закона Гука порождает несоответствие напряженного состояния, 
определяемого из закона в его обычной формулировке, части (статических) граничных условий, 
устанавливаемых соотношениями Коши. Рассматривается вариант закона Гука, ориентирован-
ный на применение несимметричных мер напряжений и деформаций и тензора упругих свойств с 
сохранением симметрии только по парам индексов. В качестве меры напряжения используется 
несимметричный тензор напряжений Коши, меры скорости деформаций – градиент относитель-
ной скорости перемещений (скорости перемещений относительно жесткой подвижной системы 
координат, отвечающей за квазитвердое движение элементарного объема), для которых выпол-
няется требование независимости от выбора системы отсчета. Предлагается вид тензора упру-
гих свойств в законе Гука, ориентированного на использование несимметричных мер.  

Ключевые слова: несимметричные тензоры напряжений и деформаций, модифициро-
ванный закон Гука. 
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ON ASSYMETRIC MEASURES OF STRESS-STRAIN STATE  

AND HOOKE’S LAW 

Hooke’s law (in a modern tensor form considering different types of material anisotropy, finite or 
velocity formulation) is widely used in solid mechanics including physical and/or geometrical nonlinear 
problems. In the recent decades it has also been used in the majority of multilevel models oriented on 
describing inelastic deformation in mono- and polycrystalline materials. As a rule, in this case Hooke’s 
law is written using symmetrical measures of stress and strain state that are determined in terms of 
actual, intermediate (unloaded) or reference configuration. For a material that is elastic according to 
Green, the elastic potential presence naturally leads to the symmetry of elastic four-valent tensor П in 
the first and second pare of indices, Пijkl = Пklij. However tensor symmetry in the first and second pair of 
indices is explained only due to the accepted and established agreement in solid mechanics related to 
symmetry of stresses and strains tensors. It is worth mentioning that the initial Hooke’s law written for 
uniaxial loading obviously had nothing to do with the symmetry of properties. The specified agreement 
made it possible to reduce the number of experiments necessary to find tensor elastic properties; and it 
is especially important for materials studies with an a priory low or unknown symmetry. Stress tensor 
symmetry results from law of conservation of angular momentum without distributed volume and surface 
moments. The neglection of the distributed surface moments is based on a hypothesis that two parts of 
the body interact with distributed forces, which can be put in to the stresses vector on each surface 
element. This hypothesis again is based on an idea that there is no correlation of distributed surface 
loadings on any material area element. It is worth stating that already in 1887 V. Voigt suggested to 
abandon this idea and put the distributed effects of one body part on the other one on any surface ele-
ment into stresses vector and distributed moments vector. The specified suggestion is in a full compli-
ance with the method related to putting a random system of forces into the principal vector and principal 
moment (this method is used in theoretical (classical) mechanics). The problem of a simple shear 
shows that Hooke’s (symmetrical) law leads to the incompliance of the stress state (found with the law 
in its conventional formulation) and part of boundary conditions. We have considered Hooke’s law which 
is oriented on application of asymmetrical measures of stresses and strains and elastic properties ten-
sor with symmetry only in a pair of indices. Asymmetrical Cauchy tensor is used as a stress measure, 
gradient of displacement velocity (displacement velocities with respect to a stiff moving coordinates 
which is in charge for a rigid displacement of volume element) – as strain velocity measure; all of them 
do not depend on the reference coordinate. A type of tensor of elastic properties in Hooke’s law oriented 
on asymmetric measures is proposed.  

Keywords: asymmetric tensors of stresses and strains, modified Hooke’s law. 

Введение 

Несмотря на огромное количество различных теорий и введен-
ных в них определяющих соотношений (ОС), предназначенных для 
описания поведений деформируемых твердых тел в широких диапазо-
нах различных параметров воздействия, закон Гука едва ли имеет кон-
курентов по степени использования и востребованности. Практически 
все существующие методики расчета на прочность, устойчивость и т.д. 
в различных областях техники (машиностроении, строительстве, авиа-
ции и др.) основаны на законе Гука. Понятно, что он претерпел суще-
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ственные изменения со времени своего создания (сохранив, однако, 
сущностное наполнение закона линейной связи между мерами напря-
жений и деформаций), записывается в современной инвариантной 
к выбору системы координат (тензорной) форме, которая позволяет 
включать в рассмотрение и изотропные, и анизотропные материалы. 
В последние десятилетия закон Гука широко используется и в физиче-
ски и геометрически нелинейных проблемах, где его обычно формули-
руют в так называемой скоростной релаксационной форме: 

 соr = ( – )inΣ Π : D D ,  (1) 

где Σ – мера напряженного состояния (далее для определенности будет 
использоваться тензор напряжений Коши), верхний индекс «соr» озна-
чает независящую от выбора системы отсчета производную (чаще все-
го – коротационную [1–3]), Π – 4-валентный тензор упругих характе-
ристик, D, Din – мера скорости деформации и ее неупругая составляю-
щая (обычно – тензор деформации скорости [3]); здесь закон и все 
переменные относятся к уровню представительного макрообъема. 
Формулировка закона (определяющего соотношения) в значительной 
мере основана на гипотезе аддитивности упругой и неупругой состав-

ляющих тензора деформации скорости: е inD = D + D , где еD  – упругая 
составляющая; впрочем, последнее соотношение можно получить на 
основе строгого мультипликативного разложения градиента места [1, 3].  

Следует отметить, что формулировка конститутивных моделей 
в терминах скоростей изменения параметров, характеризующих воз-
действия и отклик материала, приобретает все бóльшее распростране-
ние в механике деформируемого твердого тела (МДТТ). Данное об-
стоятельство обусловлено, вероятно, следующими причинами. Твер-
дые тела в широком диапазоне параметров воздействия проявляют 
свойство памяти, описание которого в терминах конечных величин 
(деформаций, температур и т.д.) требует включения в конститутивные 
модели интегральных операторов, вид которых априори неизвестен 
и для его установления требуется огромное количество дорогостоящих 
экспериментов; при этом решение краевых задач, в постановку кото-
рых входят соответствующие конститутивные (определяющие) урав-
нения, существенно усложняется. При формулировке моделей мате-
риалов в терминах скоростей изменения параметров более ясным явля-
ется физический смысл соотношений и материальных характеристик, 
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входящих в конститутивную модель, которые всегда легче определить 
«здесь и сейчас», чем устанавливать на основе реакции материала на 
предысторию воздействий (иногда – длительную). Поскольку реакция 
материала в каждый момент времени процесса практически полностью 
определяется текущими параметрами воздействия и мезо- и микро-
структурой материала, в структуру конститутивных моделей в послед-
ние десятилетия вводятся так называемые внутренние переменные, ха-
рактеризующие эволюционирующую структуру и тем самым позво-
ляющие учитывать память материала [4–7].  

В последние 15–20 лет все более широкое распространение при 
изучении поведения различных сред с микроструктурой находят двух-
уровневые (макро- и мезоуровень) модели упругопластичности и упру-
говязкопластичности [8–11]. В этих моделях и на макро-, и на мезо-
уровне в качестве ОС используется закон Гука в форме (1); для мезо-
уровня он записывается в виде 

  соr = ( – )inσ п: d d ,   (2) 

где ind – неупругая составляющая тензора деформации скорости мезо-
уровня, определяемая обычно скоростями сдвигов по системам сколь-
жения (СС). Здесь и далее для обозначения «родственных» величин 
макро- и мезоуровня используются одинаковые буквы, на макро- – за-
главные, на мезоуровне – строчные. Заметим, что, несмотря на одина-
ковые обозначения («соr»), коротационные производные в (1) и (2), во-
обще говоря, могут существенно отличаться спинами, входящими в их 
определение.  

При этом во всех известных автору работах в (1) и (2) меры ско-
рости изменения напряженного и деформированного состояния приня-
ты симметричными, тензор свойств симметричен как по парам индек-
сов, так и внутри каждой пары. При этом формально симметризация 
неупругой составляющей деформации скорости означает введение наряду 
с реально существующими системами скольжения типа {l m n} <p q r> 
фиктивных, не реализующихся в реальном кристаллите систем типа  
{ p q r } < l m n > [12]. Указанный факт, равно как и некоторые другие 
вопросы, возникающие при использовании симметричных мер, кото-
рые будут рассмотрены ниже, привели к поиску несимметричных мер 
напряженного и деформированного состояния и их скоростей, которые 
будут проанализированы в следующем разделе. 
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1. Несимметричные меры напряженного и деформированного 
состояния и скоростей их изменения 

В качестве несимметричной меры деформированного состояния, 
на первый взгляд, можно использовать хорошо известную в МДТТ ме-

ру – градиент места 
o

r∇  (
o

∇  – оператор Гамильтона, определенный в 

отсчетной конфигурации [13], r – радиус–вектор материальных час-
тиц), что отмечал В.Прагер [14]. Однако данная мера не является ни 
инвариантной по отношению к наложенному жесткому движению, ни 
индифферентной; эта мера относится к так называемым «двухточеч-
ным» тензорным мерам [3], что приводит к существенным трудностям 
ее использования при формулировке ОС.  

В качестве меры скорости деформации аналогом конечной меры – 
градиента места – мог бы выступить (транспонированный) градиент 

скорости перемещений, определенный в отсчетной 
o

Tr∇  или актуаль-

ной конфигурации Tˆ ˆ≡r v∇ ∇ , однако ни одна из этих мер не является 

независящей от выбора системы отсчета [3]. В связи с этим для опре-
деления скорости изменения деформированного состояния ранее был 
предложен (транспонированный) градиент вектора относительной ско-
рости перемещений (скорости перемещения частиц относительно не-
которой подвижной системы координат, отвечающей за квазитвердое 

движение) ˆ
rv ∇ , где нижним индексом «r» здесь и далее обозначаются 

величины, определенные с позиций наблюдателя в жесткой подвижной 
системе координат [12]. Жесткая подвижная система отсчета на мезо-
уровне вводится совпадающей с кристаллической решеткой, искаже-
ниями которой для практически всех металлов и сплавов можно пре-
небречь; на макроуровне движение подвижной жесткой системы опре-
деляется из условия согласования ОС мезо- и макроуровня [12]. 
В цитируемой выше работе показано, что выбранные меры скорости 
деформации являются индифферентными, т.е. удовлетворяющими тре-
бованию независимости от выбора системы отсчета. Это означает, что 
никакое наложенное на исследуемое тело жесткое движение не приво-
дит к изменению меры скорости деформации, устанавливаемой под-
вижным наблюдателем. 

Мера деформации на каждом масштабном уровне определяется 
коротационным интегрированием (т.е. интегрированием скоростной 
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меры с позиций подвижного наблюдателя). В силу индифферентности 
введенной меры скорости деформации индифферентными будут и оп-
ределяемые коротационным интегрированием меры (или тензоры) де-
формации.  

Таким образом, в дальнейшем в качестве мер скоростей дефор-
маций на макро- и мезоуровне будут использованы следующие [15]: 

 T T T Tˆ ˆ– ,    – r r r r= =≡ ≡Z V V Ω z v v ω∇ ∇ ∇ ∇ ,  (3) 

где Ω, ω – спины жестких подвижных систем координат на макро- 
и мезоуровнях. Отметим, что в соотношениях (3) операторы Гамильто-
на ∇  определены в терминах жестких подвижных систем координат; 
можно показать, что градиенты относительных скоростей перемеще-
ний в базисах подвижных систем координат и лагранжевых базисах 
в актуальной конфигурации совпадают. 

Несколько проще решается вопрос о выборе меры напряженного 
состояния, поскольку при введении тензора напряжений Коши никако-
го априорного условия симметрии не накладывается [3, 15]. Как из-
вестно, тензор напряжений на каждой элементарной внутренней пло-
щадке определяет главный вектор (отнесенный к единице площади) 
распределенных сил, с которыми действуют друг на друга прилегаю-
щие к площадке с двух сторон части тела. Согласно законам классиче-
ской (теоретической) механики в общем случае система сил, дейст-
вующих на произвольное тело, приводится к главному вектору сил и 
главному моменту сил. Для рассматриваемого случая распределенных 
сил, действующих на произвольную элементарную площадку, она 
должна быть приведена к главному вектору и главному моменту (отне-
сенных к единице площади). Иначе говоря, кроме тензора напряжений 
σ необходимо ввести тензор моментных (или парных) взаимодействий 
μ [16]. Заметим, что это предложение впервые, вероятно, было выска-
зано В.Фойгтом [17]. Появление тензора моментных напряжений осво-
бождает тензор напряжений σ от необходимости быть симметричным. 

В силу сказанного выше в качестве меры напряженного состоя-
ния в дальнейшем будут использованы тензоры напряжений Коши на 
макро- и мезоуровне Σ, σ, которые в общем случае не предполагаются 
симметричными. В качестве мер скоростей изменения напряженного 
состояния будут использоваться коротационные производные на соот-
ветствующих масштабных уровнях: 
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 cor cor= – = –+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅Σ Σ Σ  Ω Ω Σ,     σ σ  σ ω ω σ  , (4) 

где Ω, ω – спины жестких подвижных систем на макро- и мезоуровне 
соответственно, отвечающих за квазитвердое движение [3, 12]. 

Напомним, что по своему физическому смыслу коротационные 
производные определяют скорости изменения величин, фиксируемых 
наблюдателем в жесткой подвижной системе координат. Таким обра-
зом, в данном случае меры скоростей изменения деформированного 
и напряженного состояния являются «согласованными» в том смысле, 
что они устанавливают скорости изменения соответствующих мер де-
формаций и напряжений с позиций единого наблюдателя в жестких 
системах координат (на макро- и мезоуровнях). 

2. Закон Гука в терминах несимметричных мер скоростей 
напряжений и деформаций 

Вероятно, первой моделью для описания поведения упругих тел с 
применением несимметричных мер напряжений и деформаций стала 
модель континуума Коссера [18], явившаяся стимулятором для воз-
никновения нового класса теорий обобщенного континуума [19–21]. 
Однако закон Гука в континууме Коссера сомнениям не подвергался, 
при этом и для моментных напряжений использовался его аналог [22]. 
Следует отметить, что теория обобщенного континуума сейчас пере-
живает времена бурного развития, число работ в этой области посто-
янно растет. 

Отметим, что с момента своего появления континуум Коссера 
встретил непонимание и неприятие весьма значительной части меха-
ников. Основная причина видится в отсутствии на существующем в то 
время уровне развития физики твердого тела (ФТТ) достаточно убеди-
тельных объяснений природы возникновения моментных взаимодейст-
вий, особенно при «стягивании» анализируемого материального объе-
ма в точку (прием, обычно используемый в механике континуума при 
получении соотношений в дифференциальной (локальной) форме). 
В связи с этим сразу оговоримся, что понятия «точки» в механике 
и математике резко отличаются; в механике континуума под «точкой» 
всегда понимается некоторый конечный (хотя и малый) объем мате-
риала, обладающий на рассматриваемом масштабном уровне свойст-
вами, аналогичными свойствам любого бóльшего объема, имеющего ту 
же микроструктуру. Иначе говоря, в континуальной механике под 
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«точкой» понимается так называемый представительный объем («тол-
стая точка»), «малость» которого снизу ограничена требованием за-
ключения в нем достаточного для статистического осреднения числа 
микрочастиц (зерен, фрагментов, блоков, молекул, атомов – в зависи-
мости от рассматриваемого масштабного уровня). В этом случае отсут-
ствуют рациональные основания для введения требования однородности 
взаимодействий между микрочастицами соседствующих представи-
тельных объемов. Кроме того, появление моментных взаимодействий 
может быть обусловлено неоднородностью взаимодействия дефектов 
различной природы и размерности (вакансий, межузельных атомов, 
дислокаций) [23].  

Исходя из вышесказанного в дальнейших рассуждениях под 
«точкой» всегда будет пониматься некоторый конечный (малый) объ-
ем, полностью воспроизводящий анализируемые свойства любого ко-
нечного тела произвольных размеров, состоящего из аналогичных «то-
чек». При постановке и решении соответствующих краевых задач ис-
следуемые характеристики и свойства материала по соглашению 
относят к некоторой математической точке, например, центру тяжести 
представительного объема. Данное обстоятельство следует учитывать 
при анализе и интерпретации результатов решения всех задач механи-
ки деформируемого твердого тела, в особенности задач, в которых 
имеют место резкие изменения параметров задачи (напряжений, гради-
ентов перемещений, температуры) по пространственным переменным, 
например, в проблемах с сингулярными точками, динамических зада-
чах с ударными волнами. Ситуация коренным образом не меняется 
и при применении обобщенных континуумов: в этом случае выбран-
ному геометрическому центру представительного объема «приписы-
ваются» значения расширенных параметров модели материала (напри-
мер, вторых градиентов векторов перемещений, тензоров спина, кри-
визн – кручений и т.д.).  

В дальнейшем остановимся на рассмотрении закона Гука для 
элемента мезоуровня. Общая структура закона аналогична и для пред-
ставительного макрообъема, что нетрудно видеть из сопоставления со-
отношений (1) и (2). Отличия заключаются в том, что для кристаллита 
симметрия материала известна априори и является инвариантной по 
отношению к пластическому деформированию сдвигами, тогда как 
симметрия материала на уровне представительного макрообъема за-
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частую подлежит дополнительному определению и изменяется в про-
цессе неупругого деформирования. Например, при равномерном рас-
пределении ориентаций кристаллитов в отсчетной конфигурации мате-
риал на макроуровне может считаться изотропным, однако при интен-
сивных пластических деформациях он может приобретать тот или 
иной тип текстуры и в силу этого становиться анизотропным того или 
иного типа (например, трансверсально изотропным). Симметрийные 
свойства материала, естественно, важны при определении конкретного 
строения тензора упругих характеристик (включая количество ненуле-
вых членов тензора).  

При использовании симметричных мер и закона Гука в классиче-
ской форме [24] возникают вопросы и при постановке и решении неко-
торых хорошо известных задач теории упругости и пластичности. Рас-
смотрим, например, задачу простого сдвига прямоугольного паралле-
лепипеда в плоскости Ох1х2 (или в плоскости Ох2х3; система координат 
для простоты принята декартовой ортогональной), размеры параллеле-
пипеда примем следующими: вдоль оси Ох1 – а, Ох2

 – b, Ох3 – с. Сдвиг 
реализуется смещением верхней грани параллелепипеда х2

 = b в поло-
жительном направлении оси Ох1 (Ох3), нижняя грань закреплена, рас-
стояние между гранями х2

 = 0 и х2
 = b сохраняется неизменным. Боко-

вые грани х1 = 0 и х1 = а (х3 = 0, х3 = с) свободны от нагрузок. Для уп-
рощения исследуемая область полагается упругой; на начальной 
стадии деформирования искажение конфигурации области мало и гра-
ни могут считаться неискаженными. Для кристаллитов (с кубической, 
орторомбической или тетрагональной решеткой) оси введенной декар-
товой системы координат будем считать совпадающими с осями сим-
метрии (заметим, что при определении закона Гука на макроуровне оси 
вводимой системы координат также следует выбирать совпадающими 
с осями симметрии, что упрощает анализ структуры тензора упругих 
характеристик; для изотропного материала в качестве системы коор-
динат может использоваться любая ортогональная тройка осей). В ка-
ждой точке боковых граней в силу тривиальных силовых условий 
должно выполняться условие σ12 = 0 (σ32 = 0). Однако на верхней грани 
в силу условий нагружения имеем σ21 > 0 (σ23 > 0). Для материалов 
первого порядка [2] напряженное и деформированное состояние 
в представительном объеме должно быть однородным, в силу чего все 
компоненты тензора напряжений (включая касательные напряжения) 
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должны сохранять свои значения и на верхней, и на боковой гранях. 
Заметим, что для рассматриваемой задачи использование ОС материа-
лов 2-го и более высоких порядков качественно не изменяет ситуацию. 

При использовании симметричных мер напряженного или де-
формированного состояния (заметим, что в силу симметрии тензора п 
по парам индексов из симметрии тензора напряжений следует симмет-
рия во второй паре индексов, т.е. имеет место «симметризация» вклада 
меры деформации, и наоборот) для предписанного деформированного 
состояния из закона Гука следует σ12 = σ21 ≠ 0 (σ32 = σ23 ≠ 0), что про-
тиворечит статическим граничным условиям для касательных состав-
ляющих вектора напряжений на боковых гранях. Заметим, что к анало-
гичному результату приводит применение в законе Гука тензора упру-
гих характеристик, симметричного внутри (хотя бы одной) пары 
индексов. Ранее уже предпринимались попытки записать закон Гука, 
используя несимметричный (внутри пар индексов) тензор упругих ха-
рактеристик [12]. Однако в доступной литературе обнаружить экспе-
риментальные данные об этих характеристиках не удалось, что, веро-
ятно, обусловлено устоявшейся ориентацией исследователей на обра-
ботку результатов экспериментов в терминах симметричных мер. 
Попытки использовать для этой цели методы молекулярной динамики 
также не увенчались успехом, что связано с применением в этих мето-
дах апробированных потенциалов, позволяющих описывать только 
центральные взаимодействия микрочастиц (атомов). В связи с этим 
представляется целесообразным кардинально пересмотреть структуру 
тензора упругих характеристик. 

Рассмотрим модификацию закона Гука, которая основана на ис-
пользовании несимметричных мер напряжений и деформаций и позво-
лит избежать указанных выше проблем с нарушением статических 
граничных условий в рассматриваемой задаче простого сдвига. В каче-
стве базового используем закон Гука в скоростной релаксационной 
форме вида (2), записанный для представительного объема мезоуровня 
(кристаллита), в котором изменены меры скоростей напряжений и де-
формаций. Заметим, что от скоростной формулировки можно легко пе-
рейти к формулировке в приращениях, более соответствующей рас-
смотренному выше качественному примеру. В качестве меры скорости 
деформации будем использовать транспонированный градиент относи-
тельной скорости перемещений zr (3)2, определяемый подвижным на-
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блюдателем, связанным с решеткой, в качестве меры скорости измене-
ния напряжений – коротационную производную несимметричного тен-
зора напряжений Коши σсоr (4)2. Таким образом, закон Гука будет 
иметь следующий вид: 

 cor = ( – )in
r rσ п: z z . (1) 

Необходимо рассмотреть вопрос о структуре и значениях компо-
нент тензора свойств п. Для простоты примем, что неупругая состав-

ляющая меры скорости деформации in
rz =0, что для начальной стадии 

деформирования вполне приемлемо.  
При записи компонент тензора упругих свойств соглашение о 

суммировании здесь применяться не будет. При определении упругих 
характеристик монокристаллов для уменьшения числа требуемых экс-
периментов компоненты тензора п обычно определяют в базисе осей 
симметрии кристаллита; для большинства распространенных кристал-
лов существует по крайней мере одна тройка взаимно ортогональных 
осей симметрии порядка не ниже второго. Оси лабораторной декарто-
вой ортогональной системы координат Ох1х2х3 приняты совпадающими 
с осями симметрии кристаллита.  

Для «диагональных» компонент со структурой индексов пiijj, где 
допустимо и равенство, и неравенство индексов i и j, ситуация ничем 
не отличается от обычного закона Гука для симметричных мер; значе-
ния этих компонент, естественно, тоже совпадают с известными. Для 
установления «недиагональных» компонент будем использовать опи-
санный выше (мысленный) эксперимент на простой сдвиг. Из него 
можно с механически обоснованных позиций утверждать, что сдвиги 
не должны (по крайней мере – в случае малых искажений) приводить 
к появлению диагональных компонент тензора напряжений σii, т.е. 
компоненты тензора свойств со структурой индексов пiijk, где j ≠ k, i = j 
или (i ≠ j, i ≠ k), должны быть равны нулю, пiijk = 0, откуда в силу сим-
метрии по парам индексов немедленно вытекает пjkii = 0. Для произ-
вольного значения индекса i из рассмотренного эксперимента нельзя 
утверждать, что пiijk = 0 (т.е. на подвергаемую сдвигу грань может дей-
ствовать нормальное напряжение); в то же время для кристаллов 
с осями симметрии 4-го порядка (кубическая решетка) указанное ут-
верждение следует из симметрийных свойств. Данное утверждение бу-
дет справедливым и для представительного изотропного макрообъема. 
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Для определения «недиагональных сдвиговых» компонент тензо-
ра свойств также будем использовать мысленный эксперимент на про-
стой сдвиг в плоскости декартовых ортогональных координат хiхj, при 
котором волокно вдоль хi сохраняет свое направление, а волокно, пер-
воначально направленное вдоль хj, уменьшает свой угол с осью хi  
(т.е. ненулевой (и неотрицательной) является только компонента  
( rz )ij ~∂(vr)i/∂xj), где vr – вектор относительной скорости перемещений. 

Тогда из анализа статических граничных условий следует, что на сдви-
гаемой грани (параллельной оси хi) должно появиться сдвиговое на-
пряжение σji , тогда как на свободной грани компонента σij = 0 (равно 
как и σik, k ≠ i, k ≠ j). Следует отметить, что в законе Гука на меру ско-
рости деформации двойное скалярное умножение осуществляется 
справа, при этом порядок двух последних индексов в тензоре свойств 
для члена, отличного от нуля, должен быть обратным по отношению 
к порядку индексов ненулевой сдвиговой деформации, т.е. для рас-
сматриваемой ситуации ненулевой должна быть компонента пjiji, все 
компоненты типа пjiij = 0 (i ≠ j); при этом утверждать, что все остальные 
«недиагональные» компоненты со структурой индексов пijkl (i ≠ j, k≠l) 
должны быть равны нулю на основе рассмотренного эксперимента, нель-
зя. В то же время для кристаллитов кубической симметрии и для изо-
тропных тел данное утверждение следует из симметрийных свойств. 

Значения ненулевых «недиагональных» компонент равны соот-
ветствующим компонентам тензора свойств в случае использования 
симметричных мер. Действительно, при простом сдвиге (рассматривая 
тот же пример) в «симметричном» случае появятся две ненулевые 
компоненты тензора деформации скорости dij и dji, равные 1/2 ( rz )ij, 

которые будут умножены на одинаковые компоненты тензора свойств 
пklji и пklij.  

Полагая, что рассмотрение ограничивается кристаллитами с ку-
бической симметрией, ненулевыми компонентами из «недиагональных 
сдвиговых» компонент будут компоненты со структурой индексов пijij. 
При этом не нарушается требование симметрии по парам индексов для 
всех рассмотренных выше компонент тензора п. 

При этом, естественно, возникает вопрос об уравнении баланса 
момента количества движения, которое для каждой «точки» (предста-
вительного объема мезо- или макроуровня) должно быть выполнено. 
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Для этого кроме несимметричных напряжений на представительный 
объем должны действовать распределенные моментные напряжения 
(являющиеся следствием неоднородности и коррелированности взаи-
модействий на внешних или внутренних «контактных» поверхностях), 
главный вектор которых в случае равновесия должен быть равен глав-
ному моменту от поверхностных напряжений Коши. В рассмотренном 
выше примере простого сдвига на сдвигаемой (и противоположной ей) 
грани коррелированным должно быть распределение на любой пло-
щадке, ортогональной оси Охj компоненты qj вектора поверхностной 
нагрузки q, действие которого можно описать распределенным по-
верхностным моментом μ с ненулевой компонентой μjk (k ≠ i, k ≠ j). 
В этом случае появляется возможность определения моментных напря-
жений без явного рассмотрения изгибов – кручений атомарной решетки. 
При возникновении взаимодействий дефектной структуры соответст-
вующие моментные напряжения также должны быть включены в уравне-
ния баланса.  

Предлагаемая модификация закона Гука интегрируется в соот-
ношения двухуровневых моделей, результаты использования которых 
для анализа деформирования моно- и поликристаллических материа-
лов составляют предмет готовящихся публикаций. 

Заключение 

Предпринята попытка сформулировать закон Гука в терминах не-
симметричных мер скоростей изменения напряженного и деформиро-
ванного состояния. Введены меры указанных скоростей, удовлетво-
ряющие требованию независимости от выбора системы отсчета. Рас-
смотрена структура четырехвалентного тензора упругих характеристик, 
позволяющая для тестовой задачи простого сдвига исключить несоот-
ветствие определения компонент тензора напряжений из закона Гука 
предписанным статическим граничным условиям. 
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