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МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ  

ГРАДИЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ НЕОДНОРОДНЫХ СТРУКТУР  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДИСКРЕТНО-АТОМИСТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Рассматриваются градиентные теории упругости, дается их характеристика, обсуждаются 
особенности, приводятся соответствующие постановки краевых задач. Дается краткое описание 
прикладных однопараметрических вариантов градиентных теорий упругости. Представлена кон-
тинуальная градиентная модель неоднородных двухкомпонентных композитных структур, позво-
ляющая оценивать влияние масштабных параметров на эффективные механические свойства.  

 Предлагается метод идентификации дополнительных физических параметров градиент-
ных моделей теории упругости, основанный на сравнении результатов континуального и дис-
кретно-атомистического моделирования конкретных тестовых гетерогенных структур. В результа-
те предложена процедура определения дополнительного параметра прикладных градиентных 
континуальных моделей гетерогенных сред, характеризующего протяженность межфазной зоны 
в области контакта фаз двухкомпонентного композита и определяющего масштабные эффекты 
полей когезионных взаимодействий, локализованных около границ контакта фаз. Дается описа-
ние алгоритма, в соответствии с которым дополнительный физический параметр градиентной 
модели находится через параметры потенциалов, использующихся для описания рассматривае-
мых конкретных структур при их дискретном атомистическом моделировании.  

Для обоснования метода используются численные результаты сравнения решений дис-
кретных и континуальных моделей, показывающих чрезвычайно высокую степень точности кон-
тинуальной однопараметрической градиентной теории при описании счетного множества тесто-
вых гетерогенных двухкомпонентных структур, образованных атомарными подструктурами с раз-
личными свойствами (с различными параметрами потенциалов межатомного взаимодействия).  

Демонстрация метода идентификации параметров градиентных теорий упругости прово-
дится для гетерогенных структур, хорошо описываемых с помощью потенциала Леннарда-
Джонса или потенциала Морзе. Считается, что параметры потенциалов известны, а перекрест-
ное взаимодействия атомов разного типа определяется по правилу Лоренца-Бертло.  

Ключевые слова: градиентные теории, градиентные модули, критерий симметрии, одно-
параметрические модели, слоистый композит, дискретно-атомистическое моделирование, мас-
штабный параметр, идентификация 
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IDENTIFICATION METHOD OF GRADIENT MODELS  

PARAMETERS OF INHOMOGENEOUS STRUCTURES  

BASED ON DISCRETE ATOMISTIC SIMULATIONS 

This paper considers characteristics, features and corresponding boundary value problems of 
gradient theories of elasticity. A brief description of one-parametric applied model, which is one of the 
several variants of the gradient elasticity theories is given here. In relation to that, we represent a con-
tinuum gradient model of two-phase composite structures that allow evaluation of the influence of scale 
parameters on their effective mechanical properties. 

In identifying the additional physical parameters of gradient elasticity models, a new method is 
introduced where a comparison of the results of continuum and discrete-atomistic modelling for specific 
tested heterogeneous structures is made. As a result we suggested a procedure and the respective 
algorithm defining the additional parameter of applied gradient continuum model of heterogeneous me-
dia; and in such procedure, an interphase zone is characterized at the contact surface of a two-phase 
composite and the scale effects represented by cohesions-interaction fields, which are localized near to 
the boundaries of contact surfaces. This additional physical parameter of gradient model is found 
through parameters of potentials, which are used to describe the specific studied structure in the dis-
crete-atomistic modelling. 

To justify and validate the proposed method, a numerical investigation is conducted and com-
parison is made between the results of continuum and discrete-atomistic modelling. The examination 
reveals that a high degree of accuracy of prediction can be provided by the continuum one-parametric 
gradient theory when describing the effective properties of countable multiple set of two-phase hetero-
geneous studied structures, which are formed by atomic substructures with various properties (various 
parameters of potentials). 

Finally, it is demonstrated that the identification method of parameters in gradient elasticity theo-
ries for heterogeneous structures is well described by Leonard-John potential and Morse potential. Fur-
thermore, we consider that when the parameters of potentials are known, the various types of cross 
interactions of atoms can be treated as ‘ideal’ or ‘damaged’ interactions as per Lorentz-Berthelot’s rule. 

Keywords: gradient theory, gradient moduli, criterion of symmetry, one-parametrical model, 
layered composite, discrete atomistic modelling, scale parameter, identification 

Введение 

Исторически развитие градиентных теорий упругости началось 
благодаря пионерским работам [1–4]. В противоположность классиче-
ской теории упругости, для которой в определяющих уравнениях не 
принимаются во внимание какие-либо масштабные параметры, гради-
ентные теории деформации включают параметры размерности длины, 
и поэтому вполне подходят для моделирования масштабных эффектов. 

В настоящее время градиентные теории упругости широко ис-
пользуются для описания размерных эффектов и нелокального поведе-
ния, наблюдаемых в полукристаллических и наноструктурированных 
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материалах, геоматериалах, биоматериалах, а также для моделирова-
ния аномальных свойств сверхтонких структур (микро- и наночастиц, 
сверхтонких консольных балок и плит, углеродных нанотрубок и ме-
таллических нанопроволок) [5–9]. Размерные эффекты в сверхтонких 
структурах наблюдались экспериментально, например, при испытании 
на изгиб стержней из алюминия, эпоксидных и полипропиленовых 
консольных балок [10–12]. Градиентные теории упругости применяются 
при оценке эффективных свойств наполненных композитов с микро-/на-
новключениями для учета так называемых эффектов второго порядка 
[13–20], а также привлекаются для оценки соответствия между дис-
кретным атомистическим уровнем моделирования и континуальным 
уровнем моделирования, использующимся в механике сплошной  
среды [21].  

Для моделирования масштабных эффектов в различных физико-
механических процессах, как правило, используются градиентные тео-
рии второго порядка в силу их относительной простоты [8, 18, 22, 23]. 
В градиентной теории второго порядка тензор напряжений Коши σ  
и псевдотензор моментных напряжений μ  линейно связаны с тензором 

деформаций ε  и тензором градиента деформаций χ  . Из условий сим-

метрии (градиентная теория деформаций с симметричным тензором 
деформаций) в общем случае имеется 300 независимых коэффициен-
тов материалов, в то время как для изотропных центросимметричных 
материалов это число физических постоянных снижается до 7 (см., на-
пример, [2, 5, 6]). Большое количество коэффициентов материалов, 
с одной стороны, подчеркивает богатство градиентных теорий, но 
с другой – указывает на очевидные трудности, возникающие на пути 
определения физических параметров из имеющегося набора экспери-
ментальных исследований. Отметим, что, для того чтобы градиентная 
теория могла быть использована при моделировании в конкретных 
теоретических и инженерных задачах, физические постоянные должны 
быть определены достаточно надежно и достоверно. Следовательно, 
даже корректно построенная теория, но определенная с точностью до 
большого количества физических постоянных, которые невозможно 
достоверным образом извлечь из экспериментальных испытаний, ста-
новится несостоятельной с точки зрения конкретных приложений. По-
этому проблема определения дополнительных физических параметров 
в градиентных теориях упругости является весьма актуальной. Следует 
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отметить, что в некоторых случаях эту проблему удается решить, ис-
пользуя непрямые методы, основанные, например, на сравнении теоре-
тических результатов с данными экспериментальных исследований 
эффективных свойств нанокомпозитов, наполненных жесткими нано-
частицами [18].  

В данной работе мы обсуждаем вопрос о прямой оценке допол-
нительной физической постоянной, отвечающей за градиентные (мас-
штабные) эффекты в прикладных вариантах градиентной теории упру-
гости. Развивается методика определения неклассической физической 
постоянной, основанная на сравнении результатов прямого дискретно-
атомистического моделирования неоднородных структур и результатов 
континуального моделирования, проведенного с использованием од-
нопараметрической градиентной теории. Прямым обоснованием пред-
лагаемой методики являются результаты предварительных исследова-
ний [21], показывающие, что градиентная теория дает очень точное 
описание свойств одномерных композитных цепочек, моделирование 
эффективных свойств которых проведено на основе прямого дискрет-
ного атомистического моделирования с использованием потенциала 
Леннарда-Джонса (6–12).  

В статье развивается методика, основанная на рассмотрении со-
ответственно одномерной дискретной модели системы композитов 
и одномерной континуальной модели композитов. В рассматриваемом 
случае континуальное решение, учитывающее масштабные эффекты 
и полученное для периодических композитных структур с использова-
нием градиентной теории упругости, представлено в аналитическом 
виде, что облегчает процедуру определения неклассической физиче-
ской постоянной. При этом формально при построении дискретной 
модели может быть использован любой потенциал, наиболее подходя-
щий для моделирования рассматриваемого типа материалов. 

1. Градиентные теории упругости 

Дадим краткое введение в градиентные теории упругости и пред-
ставим варианты прикладных однопараметрических теорий упругости. 
Используем вариационную постановку для формулировки линейной 
градиентной теории упругости в перемещениях для изотропных цен-
тросимметричных материалов: 
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Здесь iR  – вектор перемещений; if и it , iq  – векторы заданных сил 

в объеме тела и на его поверхности; in  – нормаль к поверхности тела 

в рассматриваемой точке; ijklC  и ijklmnC  – соответственно тензор моду-

лей классической теории упругости и тензор шестого ранга градиент-
ных модулей для изотропных материалов.  

Компоненты тензоров обычных и «моментных» напряжений оп-
ределяются равенствами Грина: 

 , , , ,/ , / .ij i j ijkl k l ijk i jk ijklmn l mnE R C R E R C Rσ = ∂ ∂ = μ = ∂ ∂ =  (2) 

Тензор «моментных напряжений» учитывает «моментные» взаи-
модействия в объеме тела. 

Предполагается, что для тензоров классических и градиентных 
модулей выполняются следующие необходимые условия потенциаль-
ности: 

 , .ijkl klij ijklmn lmnijkC C C C= =  (3) 

Для градиентной теории деформаций, более частной, чем гради-
ентная теория дисторсий, следует ввести дополнительно условия сим-
метрии по первой паре индексов: 

 .ijklmn jiklmnC C=  (4) 

Для изотропной теории упругости тензор модулей упругости ijklC  

определяется через коэффициенты Ламе λ, μ: ijkl ij klC = λδ δ +  

( ),ik jl il jk+μ δ δ + δ δ  где δij – дельта Кронекера. При вариации функцио-

нала потенциальной энергии (1) получаем уравнения равновесия и ес-
тественные статические граничные условия для градиентной теории 
упругости: 

 , , 0,ij j ijk kj ifσ −μ + =  (5) 

 ijk j k in n qμ = , , , ,( ) ( ) .ij j ijk k j ijk k j ijk j k l l in n n n n n tσ −μ − μ + μ =  (6) 
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Система разрешающих уравнений имеет повышенный порядок по 
сравнению с уравнениями Ламе классической теории упругости. Не-
классические граничные условия для «моментных» напряжений позво-
ляют дополнительно к усилиям на поверхности учесть влияние задан-
ных внешних моментных факторов, приложенных на границе поверх-
ности тела. 

Уравнения (6) в контактных задачах дополняются условиями не-
прерывности перемещений и их первых производных. 

2. О принципе симметрии в градиентных  
теориях упругости 

Учитывая, что тензор дисторсии Ri,j считается непрерывным при 
вариационной постановке (1), имеет место независимость от порядка 
дифференцирования вектора перемещений Ri,jk = Ri,kj, и тензор вторых 
производных от перемещений χijk = Ri,jk является симметричным по по-
следним двум индексам. Таким образом, следствием равенства (3) яв-
ляются дополнительные условия симметрии для тензора градиентных 
модулей: 

 , .ijklmn ikjlmn ijklmn ijklnmC C C C= =  (7) 

Отметим, что антисимметричная часть градиентных модулей уп-
ругости ( ) / 2ijklmn ikjlmnC C−  может быть произвольной в определяющих 

соотношениях для моментных напряжений μijk в (3). Нетрудно видеть, 
что антисимметричная часть градиентных модулей также не входит 
в выражение для плотности потенциальной энергии , ,( ) / 2ijklmn i jk l mnC R R . 

Следовательно, можно говорить об энергетической невидимости не-
симметричных компонент градиентных тензоров ( ) / 2ijklmn ikjlmnC C− . 

Можно показать, что несимметричную часть градиентных тензоров 
упругости можно также игнорировать и при записи разрешающих 
уравнений равновесия (5) в перемещениях. Однако важно отметить, 
что несимметричная часть градиентных тензоров упругости может да-
вать паразитный вклад в статические краевые условия (6): 

( ) ( ), , ,ij j ijk k j ijk k ijk j k l in n n n n n tσ −μ − μ + μ   =  и должна быть исключена. 

Следовательно, в градиентной теории упругости условия симметрии 
для тензора градиентных модулей (7) являются критериями корректно-
сти и должны быть отнесены к дополнительным необходимым услови-
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ям на тензоры упругости. Критерий симметрии градиентных теорий 
впервые установлен вместе с проф. А. Гусевым (ETH, Цюрих). 

3. Прикладные градиентные теории упругости 

В работах [2–4] показано, что плотность энергии деформации E  

для градиентной теории, E E d V=  , для изотропного тела может быть 

записана через пять дополнительных градиентных модулей упругости 

1 2 3 4 5, , , ,c c c c c  в следующем виде: 

 
2

, , 1 , 2 , ,

2 2
3 4 , , 5 , ,

1 1

2 2

.

ijkl ij kl ijklmn i jk l mn ijkl ij kl i i i i

i i i jk i jk i jk j ik

E C C R R C c R c

c R R c R R c R R

 = ε ε + = ε ε + θ ∇ + θ θ + 

+ ∇ ∇ + +
 (8) 

Нетрудно установить, что модули упругости ijklmnC  для градиент-

ной теории деформаций (имеется симметрия по первым двум индексам 
(4)) могут быть также выражены через пять независимых физических 
констант 1 2 3 4 5, , , ,c c c c c  в представлении (8). Однако в общем случае 

тензор градиентных модулей упругости не удовлетворяет критерию 
симметрии (7). Используя дополнительно условия симметрии (7), 
можно установить, что в случае полной симметрии в модели Миндли-
на имеют место соотношения 1 34c c= , 1 2c c= , 5 42c c= . Следовательно, 

независимыми дополнительными параметрами являются только две 
физических константы: 3c  и 4c . В этом случае выражение для момент-

ных напряжений μijk принимает следующий вид: 

  
( ) ( )

( )

2
3 , , ,

4 , , ,

2

.

ijk ij k ik j jk i ij k ik j jk i

k ij j ik i jk

c R R R

c R R R

 μ = ∇ δ + δ + δ + δ θ + δ θ + δ θ + 

+ + +
 (9) 

В результате условия симметрии (7) позволяют уменьшить число 
независимых дополнительных постоянных до двух. Вариационная по-
становка при этом дает следующие разрешающие уравнения в пере-
мещениях: 

 
2 2 2

1 2

2

0, ,

( ) ,

ij jk k i ij ij ij i j

jk jk j k

H L R f H l l

L

+ =  = δ − δ ∇ − ∂ ∂

= μ δ ∇ + λ +μ ∂ ∂
 (10) 
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[ ] [ ]2 2
1 3 4 2 1 2 5 3 4( ) , ( ) ( )( ) ( 2 ) .l c c l c c c c c= + μ = μ + + − λ +μ + μ λ + μ  

Эти уравнения записываются через два масштабных параметра 
2 2

1 2, .l l  

В приложениях широко используется однопараметрическая гра-
диентная теория деформации, предложенная в работах [8, 22, 23]. 
Плотность градиентной энергии деформации такой теории имеет вид 

 2
, , , ,(1/ 2) (1/ 2) .ijkl ij kl k k ij k ij kE C l  = ε ε + λθ θ + με ε   (11) 

Эту теорию формально можно получить из модели (1)–(6), полагая 

 2 2
1 3 2 4 50, (1/ 2) , (1/ 2) .c c c l c c l= = = λ = = μ  (12) 

Система разрешающих уравнений для прикладной модели [22, 23] 
выглядит так: 

  ( )21 0.ij j il L R f− Δ + =   (13) 

Отметим, что эта теория никогда не удовлетворяет условию сим-
метрии (7), т.е. является не вполне корректной. 

Другим примером однопараметрической модели является гради-
ентная модель межфазного слоя [18–20], в которой плотность гради-
ентной энергии деформации определяется через дополнительный мас-
штабный параметр С  (когезионный модуль) по формуле 

 ( )( )(1/ 2) / .ijkl ij kl jk k jk kE C L R L R C = ε ε +    (14) 

Этой теории соответствует следующее соотношение между фи-
зическими константами в модели Миндлина 1 2 3 4 5, , , ,c c c c c    и масштаб-

ными параметрами l1 и l2: 

2 2
1 2 3 4 52 ( ) / , ( ) / , / , 0c C c C c C c c= μ μ + λ = μ + λ = μ = = , ( )2 2

1 21 2l l= − ν , 

где ν  – коэффициент Пуассона.  
Система разрешающих уравнений (уравнений равновесия) для 

градиентной теории межфазного слоя имеет вид 

 ( )1
0.ij ij jk k iL C L R f

C
− − δ + =   (15) 
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Отметим здесь, что модель межфазного слоя (14) удовлетворяет крите-
рию симметрии, являясь при этом градиентной теорией дисторсии, но 
не теорией деформаций. 

В дальнейшем для реализации процедуры идентификации допол-
нительного параметра в градиентной теории упругости мы будем ис-
пользовать решение одномерной задачи градиентной теории упруго-
сти. Фактически для этого мы должны записать градиентную модель 
слоистой среды. Нетрудно убедиться, что для одномерной задачи все 
рассмотренные выше прикладные градиентные теории (8)–(10), (11)–
(13) и теория межфазного слоя (14), (15) дают эквивалентные поста-
новки. Разрешающее уравнение для одномерной задачи имеет вид 

 
( )

( )

2 2

2 2

( ) 0, ( ) 2 ( / ),

( ) 2 ( / ) .

C

C

LL R L R R x

L R R x C R

=  = μ + λ ∂ ∂  

= μ + λ ∂ ∂ −
 (16) 

Краевые условия следуют из вариационной постановки. Для ки-
нематических граничных условий они записываются относительно пе-
ремещений R, производных от перемещений / ,R x∂ ∂  а в случае стати-

ческих граничных условий краевые условия записываются относи-

тельно моментных напряжений ( ) ( )2 / C L Rμ + λ    и напряжений 

( ) ( )2 / / .CC L R xμ + λ ∂ ∂    

Рассмотрим теперь одномерную модель слоистой среды. В этом 
случае краевые контактные условия для представительного фрагмента 
периодичности записываются с условием скачка периодичности и мо-
гут быть представлены в виде 

  1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2( )U d d U d d d d− − = + − + , 1 2 1 2( ) ( )U d d U d d

x x

∂ − − ∂ +=
∂ ∂

, (17) 

 1 2 1 2( ) ( )u d d u d d− − = + , 1 2 1 2( ) ( )
.

u d d u d d

x x

∂ − − ∂ +=
∂ ∂

  (18) 

Здесь U и u – две составляющие общего поля перемещений, R = U –u, 
удовлетворяющие соответственно классическому уравнению ( ) 0L U =  

и уравнению когезионного поля ( ) 0CL u = : ( )CU L R C= −  ( )u L R C= − ; 

2d2 – длина включения; d1 – длина слоя матрицы справа и слева 
от включения (рис. 1); общая длина слоя матрицы в представительном 
фрагменте слоистой системы равна 2d1. 
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Решение краевой задачи (16)–(18) может быть получено в явном 
аналитическом виде и выражено через три функции в различных диа-
пазонах изменения аргумента: R = R1(x), –d1 – d2 < x < –d2, R = R2(x),  
–d2 < x < –d2, R = R3(x), d2 < x < d1 + d2, где 

 
1 1 1 1 2 1 1 1 2

2 2 2 2

3 1 1 1 2 1 1 1 2

( ) ( 1)( ) sh ( ),

( ) sh ,

( ) ( 1)( ) sh ( ).

R x H x H d d d x d d

R x H x d x

R x H x H d d d x d d

= + − + − κ + +
= − κ

= − − + − κ − −
  (19) 

Здесь 1,2 1,2 1,2 1,21/ l C kκ = = , 1,2 1,2 1,22k = μ + λ ; индекс 1 относится к фазе 

матрицы, индекс 2 – к фазе включения.  
Эффективный модуль упругости Ê для слоистой среды по методу 

асимптотического усреднения определяется на основе решения (19) 
как средние напряжения на ячейке периодичности от классической со-
ставляющей решения U(x). Для рассматриваемой модели это дает сле-
дующее выражение для Ê: 

 
2

1 2
1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1

( )ˆ ( ) / ,
( )

E E
E E E d d E d E d

E E

 −= + + − α + α 
 (20) 

где ( )1,2 1,2 1,2 1,2/ .th dα = κ κ  

Выражение (20) сводится к классической формуле Рейса в отсут-

ствие градиентных эффектов ( )1 20, 0 .l l=  =  

4. Методика идентификации масштабных параметров 
градиентных моделей на основе молекулярно-динамического 

моделирования 

Рассматриваются две одномерные модели композита – дискрет-
ная и континуальная. Одномерный композит (слоистый композит) 
представляет собой периодическую структуру, которая характеризует-
ся представительным фрагментом – ячейкой периодичности (рис. 1). 
В статье проводится сопоставление эффективного модуля упругости, 
рассчитанного для дискретной композитной структуры, состоящей из 
2n1 атомов первой фазы и n2 атомов второй фазы с результатами расче-
тов эффективного модуля упругости слоистого композита, рассчитан-
ного по континуальной градиентной модели (см. рис. 1). Длины конти-
нуальных ячеек каждой из фаз соответствуют длинам дискретных це-
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почек атомов, моделирующих эти фазы. Для дискретной модели компо-
зита длина фаз рассчитывается через равновесные межатомные расстоя-
ния. В свою очередь, равновесные расстояния для дискретной модели на-
ходятся путем минимизации потенциальной энергии, вычисленной по 
заданным потенциалам взаимодействий. В результате рассматриваемый 
дискретный фрагмент соответствует одномерному континуальному 
фрагменту композита. 

 

Рис. 1. Дискретная и континуальная модели  
двухкомпонентной композитной структуры 

Для моделирования межатомного взаимодействия используем 
потенциал Леннарда-Джонса (6–12) и потенциал Морзе: 

( )
12 6

4 ,U r
r r

 σ σ   = ε −           

( ) ( )2 ( ) ( )e 2e .r rU r − α −σ −α −σ= ε −  

Параметры взаимодействия между атомами различного вида бу-
дем определять по правилу Лоренца-Бертло [24]: 

1 2
12 1 2 12 12 1 2, , ,

2

σ + σε = χ ε ε σ = α = α α  

где χ изменяется от 0 до 1, а параметры 1 1,ε  σ  и 2 2,ε  σ  определяют ха-

рактеристики потенциалов каждого из двух типов атомов. 
Равновесное расположение атомов находится путем определения 

минимума значения потенциальной энергии рассматриваемой атомар-
ной системы. Заметим, что в случае модели «ближайших соседей», 
в рамках которой предполагается наличие взаимодействия только ме-
жду двумя соседними атомами, равновесные межатомные расстояния 
определяются аналитически по известным параметрам потенциалов 
межатомного взаимодействия. Модуль упругости находится из соот-
ношения, связывающего приращение потенциальной энергии с эффек-
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тивным модулем: ΔU = Ê(d1 + d2), где ΔU – приращение потенциальной 
энергии фрагмента при приложении к ячейке периодичности единич-
ной деформации.  

В случае составной цепочки процедура не изменяется, и найден-
ное значение является эффективным модулем упругости рассматри-
ваемого одномерного композита, при этом учитывается не только объ-
емное содержание фаз (отношение n1/n2), но и размерные факторы (ве-
личины n1 или n2), которые в дискретной структуре являются 
естественными размерными параметрами. Они характеризуют и число 
межфазных границ, и протяженность межфазного слоя.  

Следует отметить, что масштабные эффекты оказываются сущест-
венными для материалов, в которых свойства фаз (в данном случае – мо-
дули упругости) значительно отличаются. Примером могут служить по-
лимерные композиты, армированные углеродными нановключениями 
(нанотрубками), для которых модули упругости могут различаться более 
чем в 80 раз. В рассмотренных в настоящей работе структурах модули 
упругости фаз отличаются не более чем на порядок, поэтому масштабные 
эффекты здесь не столь ярко выражены. Эти эффекты, поддающиеся 
прямому моделированию в рамках одномерной дискретной модели, по-
зволяют качественно прогнозировать аномальное изменение свойств 
микро-наноструктур для рассматриваемых композитов. 

Метод идентификации параметров градиентных моделей основан 
на сравнении результатов расчета эффективных модулей упругости, 
найденных с помощью дискретного и континуального моделирования. 
Сопоставление получаемых решений проводится по следующему ал-
горитму: 

1. Выбираем тип потенциала межатомного взаимодействия. От-
метим, что в общем случае представленная методика позволяет рабо-
тать с любыми потенциалами. Выбор потенциалов, которые привлека-
ются для моделирования, основывается на предварительных физико-
химических исследованиях и должен соответствовать рассматривае-
мым структурам и материалам. В данной работе в соответствии  
с указанными требованиями используются потенциал Ленарда–Джонса 
(6–12) и потенциал Морзе. 

2. Задаем число атомов в цепочке и их тип, то есть выбираем зна-
чения параметров потенциалов. В данной работе значения параметров 
потенциалов были взяты из работ [24–26]. 

3. Определяем равновесные расстояния и значения модулей уп-
ругости для каждой из однородных цепочек атомов, из которых обра-
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зована составная цепочка. В дальнейшем эти значения используются 
в качестве исходных данных – модулей упругости и длин фаз в форму-
ле (20). Рассчитываемые модули цепочек соответствуют рассматри-
ваемым идеализированным одномерным атомарным структурам. Они, 
вообще говоря, отличаются от реальных свойств объемных структур 
материалов. Тем не менее представленный алгоритм определения 
масштабных параметров на основе соответствующих одноатомных 
структур может быть полезен для идентификации градиентных моде-
лей и оценки свойств рассматриваемых композитных материалов. 

4. Определяем эффективную жесткость цепочки в рамках дис-
кретной модели. 

5. Определяем масштабный параметр континуальной модели та-
ким образом, чтобы эффективный модуль, получаемый в континуаль-
ной модели для данной цепочки по формуле (20), был равен модулю, 
полученному в рамках дискретной модели для всех рассматриваемых 
значений параметров структуры n1 (или n2) и n1/n2. При этом предпола-
гаем, что рассматриваемая структура (т.е. обе фазы) при континуаль-
ном моделировании характеризуется единственным масштабным па-
раметром l1 = l2 = l. 

В общем случае для каждой фазы в двухкомпонентном композите 
имеется по одной характеристике, учитывающей характерный размер 
структуры. Однако мы полагаем, что эти характеристики структуры 
различных фаз совпадают. Считаем, что при континуальном моделиро-
вании для двухкомпонентного композита имеется единственный мас-
штабный параметр l1 = l2 = l в соотношениях (19), (20). Дальнейшие 
прямые расчеты, проведенные с использованием дискретного модели-
рования, показали, что и при этом упрощении предлагаемая процедура 
идентификации единственного масштабного параметра двухкомпо-
нентного композита позволяет с чрезвычайно высокой точностью опи-
сать все множество композитов для конкретных фаз. Физический 
смысл полученного результата состоит в том, что найденный единый 
масштабный параметр (l) достаточно полно характеризует протяжен-
ность межфазного слоя, имеющего место в композитной структуре 
в окрестности границы контакта фаз. 

6. Варьируем параметры n1 и n2, чтобы убедиться, что найденное 
значение масштабного параметра l позволяет получить совпадение ре-
шений континуальной и дискретной моделей для любых цепочек, со-
ставленных из атомов выбранного типа. 
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Важно отметить главную особенность предложенного метода 
идентификации градиентного параметра, состоящую в том, что всегда 
удается найти масштабный параметр, позволяющий с высокой степе-
нью точности описать все счетное множество рассматриваемых одно-
мерных композитов. 

5. Результаты расчетов и примеры идентификации  
параметров градиентной модели 

Рассмотрим примеры решения проблемы идентификации неклас-
сического параметра, определяющего характерный размер конктрет-
ной структуры, на примерах двух типов композитов, образованных из 
фаз–атомов кремния и углерода и, соответственно, атомов свинца 
и железа. При этом обе фазы композита 

1 2
(Si) (C)n n−  хорошо описыва-

ются потенциалом Ленарда–Джонса [24, 25], а взаимодействия атомов 
в фазах второго композита, составленного из атомов железа и свинца 

1 2
(Fe) (Pb)n n−  хорошо моделируются потенциалом Морзе [26]. Рас-

смотрим дискретную периодическую структуру с ячейкой периодич-
ности, состоящей из атомов кремния и атомов углерода. 

На рис. 2 представлены зависимости эффективного модуля упру-
гости структур, образованных из атомов кремния и углерода, с различ-
ным числом и соотношением атомов в цепочке. Результаты дискретно-
го моделирования с применением потенциала Леннарда–Джонса пока-
заны на всех последующих графиках рис. 2 точками. Сплошные линии 
соответствуют решениям, полученным с использованием градиентной 
теории упругости (20). Численные исследования показали, что при 
реализации дикретного метода исследования структур достаточно учи-
тывать взаимодействия только между ближайшими соседними атома-
ми. При этом возможная относительная погрешность во всех случаях 
не превышала 0,1 %. Значения параметров потенциала для атомов крем-
ния: 1 10,0025 , 29,43 AeVε = σ =   [25] атомов углерода: 2 0,0024 , eVε =  

2 3,37 Aσ =   [24]. Для данной структуры найденный масштабный пара-

метр континуальной модели оказался равным 19,5 А. На рис. 2, а пока-
заны зависимости эффективного модуля упругости от масштабного 
фактора, т.е. от числа атомов одной из фаз в ячейке периодичности. 
Пунктиром показано классическое решение, которое не позволяет 
учесть влияние масштабных эффектов. На рис. 2, б представлено со-
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поставление дискретного и континуального решений при изменении 
числа атомов в фазе, состоящей из атомов углерода. 

    

а     б 

Рис. 2. Зависимость эффективного модуля упругости от числа атомов в структуре  
Si-C, рассчитанная по дискретной модели с использованием потенциала Леннарда–
Джонса: а – изменяется размер ячейки, 1 2/ =const;n n  б – изменяется число атомов  

                                                         кремния 1,n  2 =constn  

На рис. 3 представлена зависимость модулей упругости цепочек, 
образованных атомами железа и свинца, от числа атомов одной из фаз. 
Для моделирования использовался потенциал Морзе с параметрами 

для атомов железа: 1
1 1 10,4216 , 2,849 ,  1,3765 ,eV A A−ε =  σ =  α =  для ато-

мов свинца:

 

2 0,2455 ,eVε =  1
2 22,667 , 1,2624 A A−σ =  α =  [26]. Масштаб-

ный параметр оказался равным 4 А. 

     
а     б 

Рис. 3. Зависимость эффективного модуля упругости от числа атомов в структуре  
Fe-Pb, рассчитанная по дискретной модели с использованием потенциала Морзе:  
а – изменяется размер ячейки, 1 2/ =const;n n  б – изменяется число атомов железа 1n ,  

                2 =const.n  Тип и цвет линий соответствуют приведенным на рис. 2 
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В таблице представлены значения масштабных параметров, 
найденные по предложенной методике для структур, состоящих из 
атомов различных металлов. Для дискретного моделирования ис-
пользовался потенциал Морзе, параметры потенциалов взяты из ра-
боты [26]. Таблица является симметричной относительно централь-
ной диагонали, т.е. значения масштабных параметров не изменяются 
в рамках одномерной модели при перестановке местами фазы вклю-
чения и матрицы. 

 
Значения масштабных параметров модели (в ангстремах)  

градиентной теории упругости, идентифицированные для цепочек,  
состоящих из различных атомов металлов двух типов,  

например, Fe-Mo, Fe-Nb и т.д. 

 Mo Nb Ta V W Ag Au Cu Pb Pt Ni 
Fe 1,3 1,4 0,2 8 1,3 4 1,2 1,4 4 1,4 9 
Mo  1,4 2,5 1,7 1,3 1,7 1,5 1,3 2,4 2 1,2 
Nb   2 1,7 1,4 1,7 1,4 1,4 2,4 0,9 1,3 
Ta    1,1 2,2 1,1 4,8 0,7 2,2 2,6 0,3 
V     1,7 1,8 1,7 0,5 3,5 1,8 11 
W      1,7 1,4 1,4 2,4 0,5 1,2 
Ag       1,7 1,3 4 1,8 4,5 
Au        1,3 2,5 1,9 1,1 
Cu         6,5 1,5 1,6 
Pb          2,5 4 
Pt           1,3 

 

 

Рис. 4. Примеры зависимостей эффективного модуля упругости некоторых 
двухфазных комозитов от размеров фаз (масштабный эффект), 1 2/ 1n n =  
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На рис. 4 представлена зависимость эффективного модуля упру-
гости от длины одной из фаз (числа атомов атомарной цепочки). Ком-
позит составлен из атомов различных металлов с одинаковым количе-
ством атомов каждого типа (n1=n2=n), что означает, что процентное 
объемное содержание фаз равно 50 %. 

Заключение 

Предложен метод определения масштабных параметров в гради-
ентных теориях. Показано, что данный метод является достаточно точ-
ным, ибо прямые расчеты, проведенные с найденным масштабным па-
раметром, с использованием градиентной теории дают значения эф-
фективных свойств для всего счетного множества соответствующих 
дискретных композитов с относительной погрешностью, не превы-
шающей 1 %. В предложенном методе масштабный параметр опреде-
ляет фактически протяженность межфазной зоны в рассмотренных 
двухкомпонентных композитах, которая формируется в каждой из фаз 
в областях, примыкающих к границе контакта. Прямыми расчетами 
показано, что для композитов, жесткости которых существенно различны, 
формирование межфазной зоны происходит за счет фазы с меньшей 
жесткостью и масштабным параметром жесткой фазы можно фактиче-
ски пренебречь. Другими словами, найденный масштабный параметр 
определяет характерный масштаб материала меньшей жесткости.  

Результаты численных расчетов показывают, что значения мас-
штабных параметров, найденные для идеализированных структур, со-
стоящих из атомов металлов, являются малыми и не превышают не-
скольких десятков ангстрем. Масштабные эффекты для всех рассмот-
ренных структур проявляются на очень малых размерах ячеек, т.е. для 
материалов с большой плотностью границ контакта фаз, что вполне 
соответствует физическому смыслу. Для систем, определяемых потен-
циалом Леннарда–Джонса, существенное влияние масштабных эффек-
тов прогнозируется на структурах с фрагментом длиной до 40 атомов, 
для систем, описываемых потенциалом Морзе, проявление масштаб-
ных эффектов становится существенным для фрагментов периодично-
сти длиной до 15 атомов. Однако эти эффекты существенно зависят от 
соотношения жесткостей фаз. Так, для полимерных композитов с же-
сткими наноразмерными включениями отношение жесткостей фаз мо-
жет достигать 80, и масштабные эффекты могут проявляться на ячей-
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ках периодичности, достигающих десятков микрон. Анализ таких 
структур в рамках предложенной методики ограничивается только тем, 
что авторам неизвестны достоверные данные о потенциалах, описы-
вающих полимерное связующее. 

Можно сделать качественный вывод о том, что получаемые про-
гнозы для модулей упругости с использованием потенциала Леннарда–
Джонса оказываются заниженными, а с использованием потенциала 
Морзе – завышенными по сравнению с известными характерными 
макромасштабными характеристиками исследуемых материалов. Этот 
результат, по-видимому, может быть уточнен путем расширения пред-
ложенной методики на случай плоской или трехмерной постановки. 
Некоторых уточнений можно ожидать при использовании в дискрет-
ном моделировании более сложных и точных потенциалов межатомно-
го взаимодействия.  

В структурах, для которых значение масштабного параметра 
меньше одного ангстрема (Fe–Ta, V–Cu), масштабные эффекты прак-
тически не проявляются. Таким образом, масштабные эффекты отсут-
ствуют в структурах, в которых протяженность локальных полей (в 
терминологии континуального подхода) очень мала. С другой стороны, 
для больших значений масштабного параметра (см. рис. 4) при объем-
ном содержании 50% имеет место эффект насыщения, который прояв-
ляется вне зависимости модуля упругости от размера армирующей фазы. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российско-

го научного фонда (проект №14-11-00782). 
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