
В Е С Т Н И К  П Н И П У  
2013  Механика  № 4 
 

 75 

УДК 539.3  

К.В. Мацюк, П.В. Трусов 

Пермский национальный исследовательский политехнический университет, 
Пермь, Россия 

МОДЕЛЬ ДЛЯ ОПИСАНИЯ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГПУ-КРИСТАЛЛОВ:  

НЕСИММЕТРИЧНЫЕ МЕРЫ НАПРЯЖЕННО-

ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ,  

ЗАКОНЫ УПРОЧНЕНИЯ 

Настоящая статья посвящена описанию модели мезоуровня как важнейшей составляю-
щей разрабатываемой двухуровневой модели поликристалла. Анализируются особенности упру-
говязкопластического деформирования монокристаллов с гексагональной плотноупакованной 
решеткой (ГПУ), осуществляемого за счет движения краевых дислокаций и двойникования. Ис-
пользование упруговязкопластической модели позволяет избежать проблем, существующих 
в других моделях, например неединственности определения скоростей сдвигов. Процесс двойни-
кования можно рассматривать с помощью дислокационных механизмов, что позволяет описы-
вать его как скольжение. Обосновывается необходимость применения несимметричных мер на-
пряженного и деформированного состояния на мезоуровне; несимметричная мера скорости де-
формации является не зависящей от выбора системы отсчета. Приведены соотношения модели 
кристаллита с использованием предложенных мер напряжений и деформаций. Принимаемые 
в работе варианты законов упрочнения физически обоснованы. Предложенный вариант закона 
упрочнения для двойникования позволяет получить результаты, которые согласуются с экспери-
ментальными данными: в ГПУ-кристаллах двойникование осуществляется быстро, затем приос-
танавливается, так как двойники одних систем препятствуют распространению двойников других 
систем. Рассматривается применение упруговязкопластической модели для описания неупругого 
деформирования материалов с ГПУ-решеткой на примере α-титана. Разработан алгоритм опре-
деления напряженно-деформированного состояния; модель применена для исследования про-
стых нагружений. Приведены описание и анализ полученных численных результатов c учетом 
упрочнения. Исследовано влияние вида нагружения на характер деформирования (упрочнение, 
объемную долю двойников и т.д.). 

Ключевые слова: ГПУ-кристаллы, скольжение, двойникование, несимметричные меры 
напряженного и деформированного состояния, законы упрочнения. 
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MODEL FOR DESCRITION VISCOELASTOPLASTIC  

DEFORMATION OF HCP CRYSTALS: ASYMMETRIC  

STRESS MEASURES, HARDENING LAWS 

The article is dedicated to the mesolevel model of elastoviscoplastic deformation of hexagonal 
close-packed crystal (HCP). This model of mesolevel is the main part of the developed two-level model 
of polycrystal. The features of elastoviscoplastic deformation of HCP-monocrystal carried out by the 
motion of edge dislocations and twinning are analyzed. The use of the elastoviscoplastic model allows 
avoiding the problem that occurs in other models, for example, the problem of determination non-
uniqueness shear rates. Due to the dislocation nature of twinning, it can be treated as a slip. The ne-
cessity of application the asymmetric measure the stress strain state on mesolvel is justified; the asym-
metric measure of deformation rate does not depend on the reference system. The relations of the crys-
talline model using the proposed measure of the stress strain are given. The variants of hardening laws 
accepted in this work are physically substantiated. The proposed variant of the hardening law for twin-
ning is able to get the results which conform with the experimental data: twining in HCP crystal is carried 
out quickly then-suspended, because twins of the twinning system prevent spreading of twins in other 
systems. The usage of the elastoviscoplastic model for the description of inelastic deformation materials 
with the HCP-lattice with α-titanium as an example is considered. The algorithm of definition the stress 
strain state is developed; the model is used for the study of simple load cases. The description and 
analyses of the obtained results of numerical calculation with hardening is stated. The influence of load 
cases on the nature of the deformation (hardening, volume fraction of twins, etc.) is investigated. 

Keywords: HCP-crystals, dislocation slip, twinning, asymmetric measures of stress-strain state, 
hardening laws. 

Введение 

Процессы деформирования и свойства поликристаллических ма-
териалов, рабочие характеристики изделий из них определяются внут-
ренней структурой материала, поэтому в настоящее время одним из 
интенсивно развивающихся направлений моделирования неупругого 
деформирования моно- и поликристаллов является создание и моди-
фикация физических теорий пластичности (ФТП), в основе построения 
которых лежит рассмотрение механизмов деформирования на мезо- 
и микроуровне. Актуальность создания таких моделей обусловлена не-
обходимостью прогнозировать физико-механические характеристики 
материала на макроуровне, а также возможностью разработки техноло-
гий получения материалов с заданными свойствами, необходимыми 
для эксплуатации. 
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Использование многоуровневого подхода с явным введением 
в модель описания наиболее существенных механизмов деформирова-
ния и их носителей, относящихся к различным масштабным уровням, 
позволяет отражать структуру естественным образом, более корректно 
определять связи макронапряжений и макродеформаций [1, 2]. При ис-
пользовании такого подхода каждой материальной точке (представи-
тельному объему) на некотором масштабном уровне ставится в соот-
ветствие неоднородная область на более низком масштабном уровне. 
Применение многоуровневых моделей для решения краевых задач 
подразумевает использование итерационной процедуры в каждый мо-
мент времени для определения согласованных параметров процесса на 
всех масштабных уровнях. Число рассматриваемых уровней определя-
ется исследователем. Несмотря на все достоинства и преимущества, 
многоуровневый подход, как и любая методика, обладает недостатка-
ми. К таковым можно отнести отсутствие аналитического решения за-
дачи, большое число неявных внутренних переменных мезоуровня, что 
приводит к большим запросам по ресурсам памяти и времени счета ЭВМ, 
сложности и высокой трудоемкости разработки программ для ЭВМ.  

При интенсивных пластических деформациях на мезоуровне зна-
чительную роль играет ротационная мода, при описании которой 
в уравнении баланса момента количества движения появляются мо-
ментные напряжения, тензор напряжений становится несимметричным 
[3, 4]. Под ротационной модой понимают повороты решетки, обуслов-
ленные как квазижестким поворотом представительного макрообъема, 
так и несовместностью скольжения дислокаций в соседних зернах. При 
больших деформациях возможно появление субзерен или фрагментов 
зерен, которые разворачиваются относительно друг друга начиная от 
границ с соседними зернами [5]. С другой стороны, для описания ос-
новных мод неупругой деформации (скольжения краевых дислокаций 
и двойникования) требуется введение несимметричной меры деформа-
ции, согласованной с физически реализуемыми механизмами дефор-
мирования по системам скольжения (СС) и системам двойникования 
(СД) [3, 4]. 

Число рассматриваемых уровней при моделировании определяет-
ся исходя из детального анализа исследуемого процесса, известных 
или предполагаемых механизмов деформирования. Наиболее часто ис-
пользуемыми при исследовании неупругого деформирования поликри-
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сталлических материалов являются двухуровневые модели. В таких 
моделях рассмотрение ведется на двух уровнях: макроуровне (уровне 
представительного макрообъема) и мезоуровне (уровне кристаллита) 
[1, 2, 6, 7]. При моделировании поликристаллических материалов не-
обходим детальный анализ физических механизмов деформирования, 
и как следствие – поведения кристаллитов, чему и посвящена настоя-
щая статья.  

В предлагаемой статье обсуждаются некоторые важные аспекты 
построения и результаты реализации конститутивной модели кристал-
лита с гексагональной плотноупакованной ГПУ-решеткой, позволяю-
щей описывать упруговязкопластическое деформирование при произ-
вольном кинематическом нагружении с учетом анизотропии свойств 
материала. 

1. Особенности деформирования ГПУ-кристаллов 

В работе рассматривается применение упруговязкопластической 
модели для описания неупругого деформирования материалов с ГПУ-
решеткой на примере α-титана. Титан обладает высокой коррозийной 
стойкостью, коррозионно-механической прочностью, эрозионно-ка-
витационной стойкостью, нехладноломкостью, немагнитностью и дру-
гими физическими характеристиками, которые позволяют рассматри-
вать титановые сплавы как материалы, сочетающие в себе лучшие 
свойства разнообразных материалов (железо, углерод, хром, кремний 
и т.д.). Титановые сплавы нашли широкое применение в аэрокосмиче-
ской промышленности, судостроении, химической промышленности 
(арматура, фильтры, сушилки и т.д.), пищевой промышленности (реак-
торы, центрифуги). 

Обратимся к особенностям деформирования ГПУ-кристаллов. 
Данный вопрос является важным для понимания физической природы 
рассматриваемого процесса, а следовательно, для построения соотно-
шений модели, которая бы с достаточной степенью адекватности опи-
сывала исследуемый объект. 

ГПУ-кристаллы характеризуются высокой степенью анизотропии 
как упругих, так и пластических свойств. Это связано со значительной 
несимметрией пространственной решетки, которая тем сильнее выра-
жена, чем больше параметр c a  (отношение расстояния между базис-

ными плоскостями к межатомному расстоянию ближайших атомов 
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в базисной плоскости) [8]. От отношения c a зависят соотношение 

плотности атомов в различных направлениях и плотность упаковки в 
различных плоскостях, что в значительной мере предопределяет рас-
положение плоскостей первичного («легкого») скольжения, систем 
двойникования и т.д. Характерные кристаллографические системы 
скольжения ГПУ-кристаллов перечислены в табл. 1. 

Таблица 1 

Системы скольжения ГПУ-кристаллов [9] 

Механизм деформации Плоскость Направление Количество систем 
Базисное скольжение <а> { }0001  1120  3 

Призматическое скольжение 
<а> { }1010  1120  3 

Пирамидальное скольжение  
<а + с> { }1011  1123  12 

 
Наиболее плотноупакованными плоскостями в ГПУ-кристаллах в 

зависимости от отношения c a  являются либо базисные ( 3c a > ), 

либо призматические ( 3c a < ) плоскости. Для α-титана соотношение 

1,587c a = . Зачастую при низких и умеренных температурах скольже-

ние по пирамидальным плоскостям не реализуется в силу низкой плот-
ности упаковки, что, в свою очередь, приводит к достаточно высоким 
критическим напряжениям в них. 

Пластическое деформирование осуществляется при прохождении 
краевых дислокаций по так называемым активным системам скольже-
ния (СС). Условием активации k-й СС является выполнение закона 
Шмида: 

 ( )( ) ( )ˆ ˆ : ,kk k
sc= τb  n σ  (1) 

где ( ) ( )ˆ ˆ,k kb  n  – единичный вектор в направлении вектора Бюргерса 

и единичная нормаль в текущей конфигурации k-й СС; ( )k
scτ  – критиче-

ское напряжение сдвига k-й СС; σ  – тензор напряжений Коши (одно-
родный по рассматриваемому зерну). 

Для оценки начального критического напряжения можно исполь-
зовать соотношение Пайерлса–Набарро [10]: 
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 ( )П Н

2 2
exp ,

1 1

G d

b−

 πτ = −  − ν − ν 
 (2) 

где G  – модуль сдвига, в качестве какового будем использовать мо-
дуль для изотропного тела (поликристалла) с равномерным распреде-
лением ориентаций; ν  – коэффициент Пуассона; b – модуль вектора 
Бюргерса; d – расстояние между атомными плоскостями. Получены 
следующие оценки напряжения Пайерлса–Набарро для различных сис-

тем скольжения α-титана ( 3c a < ): 

{ } { } { }0001 1210 1011 11231010 12 П Н П0Н 1 НП
,− −−

τ < τ < τ  

для ГПУ-кристалла, для которого соотношение 3c a > (например, Zn ): 

{ } { } { }0001 1210 1011 1123101П Н П Н0 12П Н 10
.− −−

τ < τ < τ  

Из оценок критических напряжений Пайерлса–Набарро следует, 
что плоскостями «легкого» скольжения для соотношения 

3c a < ( )3c a >  являются призматические (базисные) плоскости. 

Наряду со скольжением краевых дислокаций в ГПУ-кристаллах 
уже на ранних стадиях деформирования наблюдается двойникование 
[8]. Двойникованию способствуют низкая температура и высокоскоро-
стное нагружение, так как с понижением температуры и увеличением 
скорости деформации критическое напряжение для скольжения растет 
быстрее, чем для двойникования. Данный тип неупругого деформиро-
вания не является преобладающим в металлах с большим числом сис-
тем скольжения (ГЦК- и ОЦК-кристаллы) и в основном происходит 
в металлах, в которых скольжение дислокаций ограничено (ГПУ-крис-
таллы). Однако экспериментально установлено, что деформирование 
двойникованием происходит также в ОЦК- и ГЦК-металлах при низ-
ких гомологических температурах и в материалах с низкой энергией 
дефекта упаковки. 

Изменение конфигурации кристаллита при двойниковании может 
быть описано посредством сдвига (рис. 1). Для рассмотрения механи-
ческого двойникования введем следующие обозначения: 

 
 



Модель для описания упруговязкопластического деформирования ГПУ-кристаллов 
 

 81 

1K  – плоскость двойникования (габитусная плоскость), которая оста-

ется неискаженной при двойниковании; 1η  – направление двойниково-

го сдвига; S  – плоскость сдвига, перпендикулярная плоскости 1K  

и содержащая направление 1η ; 2K  – вторая неискаженная плоскость; 

2η  – направление, лежащее в плоскости 2K  и плоскости S . 

 

Рис. 1. Геометрия двойникования в ГПУ-решетке 

Способы двойникования в кристаллах с ГПУ-решеткой довольно 
разнообразны, что также обусловлено существенной анизотропией 
свойств ГПУ-кристаллов. Гексагональные кристаллы двойникуются по 
системам 

{ } { }1 1 2 21012 , 1011 , 1012 , 1011 .K K   = = = =   η η
 

Основные кристаллографические плоскости двойникования для 
α-титана перечислены в табл. 2.  

Таблица 2 

Системы двойникования ГПУ-кристаллов [9] 

Механизм деформации Плоскость Направление Количество СД 

Двойники сжатия { }1122  1123  6 

Двойники растяжения { }1012  1011  6 

 
Возникновение терминов (двойники сжатия и растяжения) непо-

средственно связано с тем, что при высоких температурах при растя-

K1 

K2 

2η  

1η  
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жении вдоль оси c  в Tiα −  обычно происходит двойникование по 

системам { }1012 1011 , а при относительно низких температурах при 

сжатии вдоль оси c  в Tiα −  идет двойникование по системам 

{ }11 2 12 123 .  Степень вовлеченности каждой из систем двойникова-

ния в деформацию зависит от температуры испытаний. 
Условие активации s-й системы двойникования (СД) имеет вид 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆb n = ,s s s
tw tw twcτ:σ  (3) 

где ( ) ( )ˆ ˆb , ns s
tw tw  – единичный вектор вдоль направления сдвига и нормаль 

в текущей конфигурации s-й СД, (s)
twcτ  – критическое напряжение s-й СД. 

Существуют принципиальные отличия процессов скольжения 
и двойникования. При скольжении ориентация кристалла выше и ниже 
плоскости скольжения та же, что и до деформации, при двойниковании 
она различна по отношению к плоскости двойникования. При сдвиге 
смещение соседних слоев возможно на любую величину, кратную век-
тору Бюргерса. При двойниковании соседние атомные плоскости сме-
щаются на одинаковые расстояния, меньшие межатомного. В отличие от 
сдвиговой деформации сдвиг при двойниковании полярен, т.е. смеще-
ние атомов растет по линейному закону только в одну сторону и может 
стать сколь угодно большим. Обычно образование двойников приводит 
к повышению сопротивления пластической деформации за счет допол-
нительных барьеров, создаваемых двойниковыми границами. 

2. Кинематика деформирования ГПУ-кристаллов 

Кинематические соотношения являются одним из важнейших 
элементов физической модели деформирования, в том числе для кор-
ректной формулировки законов упрочнения, описывающих взаимодей-
ствия рассмотренных выше дефектов. 

Как уже отмечалось ранее, при построении моделей неупругого 
деформирования необходимо переходить к несимметричным мерам 
напряженно-деформированного состояния (НДС) на мезоуровне. При 
построении несимметричной физической теории в скоростях возникает 
вопрос о выборе несимметричной меры скорости деформации на мезо-
уровне. Обычно в качестве таковой используется градиент скорости 
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перемещений (определенный в актуальной конфигурации) ˆ ,v∇  однако 

указанная мера не является не зависящей от выбора системы отсчета: 
при наложении жесткого движения появляется дополнительное сла-
гаемое, равное спину вращательной составляющей наложенного жест-

кого движения Т
ж ж ж=ω o ·o (ож – ортогональный тензор, определяющий 

наложенный жесткий поворот). Необходимо отметить, что проблема 
разложения движения на квазитвердое и деформационное тесно связана 
с проблемой замыкания, то есть со способом определения явных внут-
ренних переменных в определяющем соотношении на каждом мас-
штабном уровне в рамках многоуровневой конститутивной модели [11]. 

В качестве меры скорости деформации представляется возмож-
ным использовать меру относительного смещения материальных час-
тиц, исключая при этом любое движение среды как жесткого целого [4]: 

 T T
r

ˆ ˆ ˆ ˆ= ;   = ,r∇ ∇ − ∇ ∇ +v v ω v v ω  (4) 

где vr – скорость материальных частиц относительно подвижной сис-

темы отсчета, отвечающей за квазитвердое движение [12]; ˆ
r∇v  – гра-

диент скорости относительного движения частиц. Введем следующие 

обозначения: Tˆ= ∇ζ v , Tˆ
r r= ∇ζ v ; индексом r обозначены величины, 

характеризующие относительное движение, фиксируемое наблюдателем 
в жесткой подвижной системе отсчета мезоуровня, в качестве каковой 
на мезоуровне предлагается использовать кристаллографическую сис-
тему координат рассматриваемого кристаллита (ω – спин решетки). 
Это согласуется с используемым определяющим соотношением (ОС) 
мезоуровня – законом Гука в скоростной релаксационной форме, запи-
санным с позиций наблюдателя в кристаллографической системе коор-
динат: компоненты тензора упругих характеристик «привязаны» к ре-
шетке, в качестве меры скорости изменения напряженного состояния 
принята «решеточная» коротационная производная [6] тензора напря-
жений Коши.  

Введенная для кристаллита мера скорости деформации вида (5) 
является не зависящей от выбора системы отсчета (индифферентной) 
[4]. Отметим, что в физических теориях в качестве меры скорости де-
формации удобно использовать транспонированный градиент относи-

тельной скорости Tˆ
rv∇ . 
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Для описания каждой системы скольжения вводится ориентаци-
онный тензор в отсчетной конфигурации: 

 
( ) ( ) ( )о o o

 , 1,.., 24,
k k k

k=  =m b n  (5) 

где 
( ) ( )o o

,  
k k

 b n  – единичные направления скольжения и нормали k-й сис-

темы скольжения в отсчетной конфигурации, которые преобразуются 

соответственно в векторы ( ) ( )ˆ ˆ ,k kb  n  в актуальной конфигурации со-

гласно соотношениям 

 
( ) ( )o o

( ) ( )ˆˆ = ,   =
k k

k e k e⋅ ⋅n f n b f b , (6) 

где fе– упругая составляющая транспонированного градиента места 
[11]. Аналогично для систем двойникования 

 ( )
( )

( )
( )o o

ˆˆ = ,   = .
s s

s se e
tw twtw tw⋅ ⋅n f n b f b  (7) 

Следует отметить, что в промежуточной конфигурации ориента-
ционные тензоры совпадают с ориентационными тензорами в отсчет-
ной конфигурации, поскольку сдвиг оставляет решетку инвариантной, 
при двойниковании нормаль к габитусной плоскости и направление 
двойникования также не меняются. Влиянием упругих искажений ре-

шетки пренебрегают, поэтому векторы ˆˆ , n b  также остаются единич-

ными и ортогональными.  
Упруговязкопластические соотношения для скоростей сдвигов 

и скорости изменения объемной доли двойников ( )sf  приняты в сле-

дующем виде [9]: 

 ( ) ( ) ( )( )
( )

( )0 ,

m
k

k k k
sc k

sc

H
 τγ = γ τ − τ   τ 

   (8) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )
0 ,

m
s

s s s tw tw
tw twc s s

tw twc

f H
 γ τ= τ − τ   γ τ 

  (9) 

где 0γ  ( 0twγ ) – скорость сдвига (двойникового сдвига) при сдвиговом 

напряжении в СС (СД), равном критическому; ( )kγ  – скорость сдвига 
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на k-й СС, ( )kτ  ( ( )s
twτ ) – касательное напряжение k-й СС (s-й СД); ( )s

twγ  – 

величина двойникового сдвига; m  – параметр скоростной чувстви-

тельности материала; ( )H ⋅  – функция Хэвисайда. Следует отметить, 

что число СС для кристаллографических систем удваивается, что и уч-

тено в соотношении (8). Вектор 
( )o s

twb  выбран в направлении двойнико-
вания, и двойникование возможно только при положительном каса-
тельном напряжении, вследствие чего соотношение для скорости из-
менения объемной доли двойников записывается в виде (9). 
«Раздвойникование» в данной модели не учитывается. 

В дальнейшем для градиента скорости относительного движения 
частиц будет использоваться соотношение (4).  

В качестве меры деформированного состояния кристаллита пред-
лагается ввести меру q , определяемую соотношением 

 ,cr
r=q ζ  (10) 

где crq  – не зависящая от наложенного жесткого движения коротаци-

онная производная меры деформации. При рассмотрении движения 
с позиций подвижного наблюдателя в КСК коротационная произ-
водная трансформируется в материальную производную, тогда 

Tˆ ˆ
r r r= = ∇ ≡ ∇q ζ v v , или ( )ˆ

r

t

dt= ∇q v . Следует отметить, что для под-

вижного наблюдателя, фиксирующего относительное движение, его базис 
неизменен, и операции градиента и интегрирования коммутативны: 

( )T
Tˆ ˆ

rdt= ∇ = ∇q v r . Здесь r  – относительный радиус-вектор частиц. 

Используется несимметричный закон гипоупругости следующего 
вида: 

 : ,cr e
r=σ п ζ  (11) 

 ( ): .cr in
r r= −σ п ζ ζ  (12) 

Подстановка соотношения (9), связывающего меру скорости де-
формации мезоуровня rζ  с транспонированным градиентом вектора 

скорости перемещений ζ , в (12) приводит к следующему определяю-

щему соотношению: 
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 ( ): ,cr in
r= − −σ п ζ ζ ω  (13) 

где crσ  – не зависящая от наложенного жесткого движения производ-
ная тензора напряжений; на мезоуровне в качестве таковой использу-
ется коротационная производная с тензором спина решетки: 

 ;cr = + ⋅ − ⋅σ σ σ ω ω σ  (14) 

 ( )r: .in= − − − ⋅ + ⋅σ п ζ ζ ω σ ω ω σ  (15) 

Заметим, что при записи определяющего соотношения в базисе 
КСК (т.е. в терминах подвижной системы координат) коротационная 

производная crσ  также преобразуется в материальную производную, 
т.е. в (15) два последних члена правой части отсутствуют. 

На более высоких масштабных уровнях определение не завися-
щей от наложенного жесткого движения производной решается от-
дельно и связано с вопросом согласования определяющих соотноше-
ний различных масштабных уровней модели [6]. 

Тензор упругих свойств элемента мезоуровня является симмет-
ричным по парам индексов п пijkl klij= , что следует из существования 

упругого потенциала. В общем случае тензор п  не является симмет-
ричным внутри пар индексов п п ,п пijkl jikl ijkl ijlk≠ ≠ ; при сравнительном 

малом отклонении (порядка 1 %) соответствующих компонент тензора 
друг от друга это приводит к заметным отличиям на диаграммах «на-
пряжения–деформации» [3, 13].  

3. Модель упруговязкопластического  
деформирования кристаллита 

Используемые в постановке определяющие соотношения форму-
лируются для представительного объема мезоуровня – кристаллита. 
Свойства материала полагаются однородными в пределах этого пред-
ставительного объема. Элементами мезоуровня, как правило, выбира-
ются кристаллиты (зерна, субзерна, фрагменты) с приблизительно пра-
вильным кристаллическим строением, анизотропными упругими свойст-
вами, набором систем скольжения (СС) и систем двойникования (СД).  
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В качестве определяющего соотношения используется закон Гука 
(15), при этом учитывается анизотропия кристаллической решетки 
[14]. Система разрешающих уравнений для кристаллита в скоростях 
имеет следующий вид: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

r r

*

1

* T

r
1 1

0
0

,

,

1 ˆ ˆˆ ˆγ ,
2

1 1ˆ ˆ ,
2 2

ˆ ˆˆ ˆγ γ ,

, ,

1

in

K
k k k k k

k

K S
k k k s s s sin

tw tw tw
k s

m m
k s

k k k s s ss tw
s s sc tw twck s s

sc tw twc

k
sc

f

H f H

=

= =

+ ⋅ − ⋅

=

= − −

= ∇−∇ = −

= +

   τ γ τ= τ −τ γ = τ −τ      τ γ τ   

τ = −

γ



 

σ=п: ζ -ζ ω σ σ ω

ζ Ζ

ω w b n n b

w v v ζ ζ

ζ b n b n













( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0γ γ , 1 .
S P S

ks s p p k k k ks ks s
tw tw twc

s p s

f h f h f a f a m f



















+ τ = + −


     

(16) 

Здесь (16)1 – закон Гука в скоростной релаксационной форме с учетом 
геометрической нелинейности (определяющее соотношение); 

(16)2 – гипотеза Фойгта, Z  – транспонированный градиент ско-
рости перемещений (мера скорости деформации) макроуровня;  

(16)3–4 – соотношение модели поворота Тейлора (замыкающее 
уравнение); 

(16)5 – кинематическое соотношение для неупругой составляю-
щей деформации скорости (замыкающее уравнение);  

(16)6 – упруговязкопластические соотношения для скоростей сдвига 
и изменения объемной доли двойников (эволюционные уравнения); 

(16)7 – соотношения для скоростей критических напряжений со-
противления сдвигу и двойникованию (эволюционное уравнение) 
[15, 16] введены далее. 

В определяющее соотношение входят три явные внутренние пе-
ременные [11] – скорость неупругих деформаций, спин решетки и тен-
зор упругих характеристик. К неявным внутренним переменным сле-
дует отнести скорости изменения критических напряжений сдвига 
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и двойникования, скорости сдвигов скольжением дислокаций и двой-
никованием, а также параметры, характеризующие взаимодействия 
скольжения и двойникования. 

4. Законы упрочнения 

В настоящее время одной из актуальных задач построения физи-
ческих теорий пластичности является проблема описания упрочнения 
моно- и поликристаллов [16]. Остановимся на физических причинах, 
приводящих к упрочнению. 

Во-первых, таковыми являются взаимодействия полных и расще-
пленных дислокаций, а также последних друг с другом, приводящие к 
образованию сидячих дислокаций (например, барьеров Ломера–
Коттрелла, которые полностью перекрывают движение дислокаций по 
СС, в которых расположены реагирующие расщепленные дислокации). 
Во-вторых, существенное влияние на упрочнение оказывает наличие 
границ зерен в поликристаллическом агрегате. Некоторыми исследова-
телями [17] предлагается разделение упрочнения на «неориентирован-
ное» и «ориентированное». Следует отметить, что данная классифика-
ция довольно условна, хотя и позволяет физически обосновать появле-
ние некоторых дополнительных (по отношению к общепринятым) 
слагаемых в законах упрочнения. Первый тип описывает упрочнение 
независимо от направления деформирования; речь идет о таких про-
цессах, как образование пересечений дислокаций, жгутов, кос, барье-
ров Ломера–Коттрелла. Такое упрочнение приводит к увеличению 
критического напряжения сдвига сразу на многих системах скольже-
ния. 

«Ориентированное» упрочнение связано с накоплением упругой 
энергии на различных барьерах, эта энергия может высвобождаться 
при изменении направления деформирования на реверсивное. Данный 
тип может быть описан за счет кинематического упрочнения либо за 
счет одновременного изменения критических напряжений сдвига на 
«противоположных» системах скольжения, т.е. на системах, имеющих 
один вектор нормали, но противоположные направления векторов 
Бюргерса.  

При рассмотрении деформирования ГПУ-материалов упрочнение 
для кристаллита целесообразно ввести отдельно для анализируемых 
мод деформирования. Упрочнение для систем скольжения определяет-
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ся взаимодействием дислокаций друг с другом, что сводится к взаимо-
действию типа сдвиг–сдвиг, и взаимодействием дислокаций с двойни-
ками – взаимодействие типа двойникование–сдвиг.  

Рассмотрим взаимодействие типа сдвиг–сдвиг. При сдвиге плот-
ность дислокаций в активных системах скольжения увеличивается, они 
взаимодействуют друг с другом и с дислокациями «леса», что приво-

дит к увеличению критического напряжения сдвига ( )k
scτ . Такое упроч-

нение называют деформационным. Следует отметить, что увеличение 
критического напряжения наблюдается и в других системах скольже-
ния (в том числе – неактивных в данный момент процесса). Такое уп-
рочнение называется скрытым (латентным) упрочнением. 

Взаимодействие типа двойникование–сдвиг: двойники являются 
эффективными препятствиями для движения дислокаций, их появле-
ние приводит к скоплению и торможению дислокаций на границах 
двойников. Прослойки, образованные двойниками одной и той же СД, 
будут являться эффективным препятствием для скольжения краевых 
дислокаций по пересекающим эту систему двойникования системам 
скольжения. Необходимо отметить, что плоскости скольжения и двой-
никования для ГПУ-кристаллов не компланарны.  

Для описания упрочнения СС за счет обоих механизмов можно 
использовать следующее эволюционное соотношение для сопротивле-
ния сдвигу: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
01 γ γ ,   0 .

S P
k ks s kp p p k k

sc tw tw sc sc
s p

f h f h fτ = − + τ = τ     (17) 

Здесь ( )pf – объемная доля двойников по p-й системе двойникования; 

f – накопленная объемная доля двойников по всем СД; ( )p
twh  – модули 

упрочнения, которые отражают взаимодействие двойникование–сдвиг, 

для всех p принимаются одинаковыми и равными 0
twh ; ( )ksh  – матрица 

упрочнения, которая отражает взаимодействия сдвиг–сдвиг между сис-
темами скольжения k  и s, может быть определена следующим обра-
зом [18]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 ,   ks ks s

s

h q q h = + − δ   , (18) 



К.В. Мацюк, П.В. Трусов 
 

 90 

где q  – параметр латентного упрочнения, который в общем случае от-

личен от нуля; ( )sh  – параметр, характеризующий деформационное 
(активное) упрочнение, определяемое следующим соотношением [19]: 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )

1

0
0

0

γ
1 ,

n
s s

s s

s
sc

h
h h

n

−
 

= +  τ 
 (19) 

где ( )
0

sh – параметр активного упрочнения при нулевом накопленном 

сдвиге в СС s; ( )γ s  – накопленный сдвиг в системе скольжения s; ( )
0

k
scτ  – 

начальное критическое напряжение s-й СС; n – показатель степенного 
закона упрочнения, 1n ≤ . 

Отметим, что первое слагаемое соотношения (17) учитывает 
взаимодействие дислокаций, второе слагаемое отражает вклад двойни-
ков в упрочнение систем скольжения за счет торможения краевых дис-
локаций границами двойников. Активное и латентное упрочнение учи-
тываются с помощью матрицы модулей упрочнения (17). 

Упрочнение для систем двойникования определяется влиянием 
дислокаций и двойников на развитие двойников, что приводит к взаи-
модействию сдвиг–двойникование и двойникование–двойникование 
соответственно. Отметим, что сдвиги оказывают малое влияние на раз-
витие двойника, поэтому этим влиянием можно пренебречь. Эволюци-

онное уравнение для критического напряжения s-й СД ( )k
twcτ  тогда мож-

но описать соотношением 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

01 ,   0 ,

: ,

S
k k k ks ks s k k

twc twc twc
s

ks k s T
tw tw

a f a m f

m

τ = + − τ = τ

=


m m

 
  (20) 

где ( ) ( ),k ksa a  – модули упрочнения; ksm  – параметр разориентации СД, 

который учитывает все возможные случаи расположения СД (равен 0 
при взаимно перпендикулярных плоскостях и направлениях двойнико-
вания и 1 – при их параллельности). Введение данного множителя по-
зволяет учитывать геометрию процесса двойникования в законах уп-
рочнения. В записи закона упрочнения для СД заметна аналогия с ви-
дом закона упрочнения для СС: первое слагаемое отражает активное 
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упрочнение, а второе – латентное. Ранее сформировавшиеся двойники 
будут повышать критические напряжения на СД, которые они пересе-
кают. 

5. Результаты 

Целью численных экспериментов являлось исследование модели 
мезоуровня материала с низкой симметрией решетки, в частности 
влияние несимметрии мер напряжений, скоростей деформаций и упру-
гих свойств на характер деформирования (сдвиги по системам сколь-
жения, объемная доля двойников, упрочнение). При моделировании 
рассматриваются небольшие степени деформации, в связи с чем пре-
небрегают ротациями решетки. 

Проведена серия численных экспериментов на простой сдвиг 
(в различных плоскостях) монокристаллических образцов. Все расчеты 
проводились при идентичных значениях параметров модели (за ис-
ключением некоторых выделенных компонент тензоров упругих 
свойств).  

В численных экспериментах расчеты проводились для двух раз-
личных вариантов значений параметров: симметричные меры НДС 
и тензор упругих свойств кристаллита, а также несимметричные меры 
НДС и тензор упругих свойств кристаллита (рассматривалось отклоне-
ние выделенных компонент тензора упругих характеристик от их 
среднего значения на 1, 2 и 5 %). Ниже приведены значения независи-
мых модулей тензора упругих свойств. В силу того, что в несиммет-
ричном случае тензор модулей упругости симметричен только по па-
рам индексов и плоскость Ох1х2 является изотропной, рассматривались 
отклонения друг от друга компонент 1313 1331 2323 2332, , иc c c c . Будем ис-

пользовать следующие обозначения вычислительных экспериментов: 
эксперимент №1с – деформирование скольжением и двойникованием, 
упрочнение отсутствует, симметричный случай; эксперимент № 1н/с – 
деформирование скольжением и двойникованием, упрочнение отсут-
ствует, несимметричный случай; эксперименты № 2с, № 2н/с – дефор-
мирование с учетом упрочнения, симметричный и несимметричный 
случай соответственно. Во всех вычислительных экспериментах в ка-
честве моделируемого материала принимался монокристалл альфа-
титана. На рис. 2 представлены схемы нагружения кристаллита. В табл. 3 
приведены значения начальных напряжений СС и СД. 



К.В. Мацюк, П.В. Трусов 
 

 92 

 

Рис. 2. Схемы нагружения кристаллитов в численном эксперименте  

на простой сдвиг в плоскости Ох1х2 (а), в плоскости Ох1х3 (б)  

и в плоскости Ох2х3 (в) 

Независимые компоненты тензора модулей упругости: 

4 4 4
1111 3333 1122

4 4
1133 1313

16, 24 10 МПа, 18,07 10 МПа, 9, 2 10 МПа,

6,9 10 МПа, 4,67 10 МПа.

c c c

c c

= ⋅ = ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅
 

Численные эксперименты проводились при следующих парамет-
рах модели [9]: 

( )
( )

4 1
0 10 , 50,

0,218 для двойниковсжатия ,

0,175 для двойниковрастяжения .

tw

tw

с m− −γ = =
γ =

γ =


 

Параметры законов упрочнения: 1, 4; 0,53.q n= =  

Модули ( ) ( ),k ksa a  полагались близкими значениям тангенса угла 

наклона касательной к кривой касательное напряжение–сдвиг.  
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Таблица 3 

Начальные критические напряжения СС и СД 

 

 

Рис. 3. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности деформаций при 
простом сдвиге в плоскости Ох1х2 без учета упрочнения, №1с; №1н/с (1, 2, 5 %);  
(обозначения здесь и далее соответствуют приведенным в подрисуночной подписи к рис. 4) 

На рис. 3 сплошной линией показана зависимость для случая 
симметричных мер НДС. Различий между экспериментами №1н/с (1 %), 
№1н/с(2 %) и №1н/с(5 %) для случая несимметричных мер не выявле-
но; отличия результатов между симметричным и несимметричным ва-
риантами при данной ориентации кристалла незначительны. В симмет-
ричном и несимметричном случаях активными являются призматиче-
ские системы скольжения (СС).  
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При простом сдвиге вдоль плоскости Ох1х3 в симметричном и не-
симметричном случаях (рис. 4) активными являются базисные системы 
скольжения (2 СС) и двойники сжатия (2 СД). 

 
Рис. 4. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности деформаций  
при простом сдвиге в плоскости Ох1х3 без учета упрочнения, № 1с (сплошная),  

№1н/с (  – 1 %,  – 2 %,  – 5 %) 

 

Рис. 5. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох2х3 без учета упрочнения 
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При простом сдвиге вдоль плоскости Ох2х3 в симметричном и не-
симметричном случаях (рис. 5) активными являются базисные системы 
скольжения (1 СС) и двойники сжатия (1 СД). 

На рис. 6 представлены результаты численных экспериментов 
№ 2с и № 2н/с (1, 2, 5 %) при простом сдвиге в плоскости Ох1х2. Разли-
чий между экспериментами № 2н/с (1 %), № 2н/с (2 %) и № 2н/с (5 %) 
не выявлено.  

 

Рис. 6. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х2 с учетом упрочнения 

 

Рис. 7. Зависимость накопленного сдвига от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х2 с учетом упрочнения 
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Рис. 8. Зависимость объемной доли двойников от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х2 с учетом упрочнения 

На рис. 7, 8 представлены зависимости накопленного сдвига 
и объемной доли двойников от интенсивности деформаций соответст-
венно (эксперимент № 2с и № 2н/с (1, 2, 5 %)). Активной является 
призматическая плоскость скольжения (1 СС) и двойники сжатия (2 СД). 

На рис. 9 представлены результаты численных экспериментов 
№ 2с и № 2н/с (1, 2, 5 %) при простом сдвиге в плоскости Ох1х3. 

 

Рис. 9. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х3 с учетом упрочнения 
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На рис. 10, 11 представлены зависимости накопленного сдвига 
и объемной доли двойников от интенсивности деформаций соответст-
венно (эксперимент № 2с и № 2н/с (1, 2, 5 %)). Активными являются 
базисные плоскости скольжения (2 СС) и двойники сжатия (2 СД). 

 
Рис. 10. Зависимость накопленного сдвига от интенсивности  

деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х3 с учетом упрочнения 

 
Рис. 11. Зависимость объемной доли двойников от интенсивности  

деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох1х3 с учетом упрочнения 
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Рис. 12. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох2х3 с учетом упрочнения 

На рис. 12 представлены результаты численных экспериментов 
№ 2с и № 2н/с(1, 2, 5 %) при простом сдвиге в плоскости Ох2х3. 

 

Рис. 13. Зависимость накопленного сдвига от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох2х3 с учетом упрочнения 
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На рис. 13 и 14 представлены зависимости накопленного сдвига 
и объемной доли двойников от интенсивности деформаций соответст-
венно (эксперимент № 2с и № 2н/с (1, 2, 5 %)). Активными являются 
базисные плоскости скольжения (1 СС) и двойники сжатия (1 СД). 

 
 

Рис. 14. Зависимость объемной доли двойников от интенсивности  
деформаций при простом сдвиге в плоскости Ох2х3 с учетом упрочнения 

Численные эксперименты показали существенные отличия ре-
зультатов расчетов при идентичном нагружении, которые демонстри-
рует модель для симметричного и несимметричного случаев. Эти от-
личия проявляются как в зависимости напряжений от деформаций, так 
и величинах накопленного сдвига по СС и объемной доли двойников. 
При использовании несимметричной меры скоростей деформаций 
и напряжений в процессе неупругого деформирования на мезоуровне 
число степеней свободы системы увеличивается. В связи с этим ско-
рость прохождения тех или иных процессов в материале меняется 
(в том числе – упрочнение по СС и СД). Данный факт объясняет раз-
личия между результатами модели, упомянутыми выше. 

Заключение 

В работе предложена модификация упруговязкопластической 
модели ГПУ-кристалла на примере α-титана. При уменьшении скоро-
стной чувствительности такая модель может работать и как упруго-
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пластическая. Использование именно упруговязкопластической мо-
дели позволяет избежать проблемы, существующей в упругопласти-
ческих моделях, а именно – неединственности определения скоростей  
сдвигов. 

В работе рассматривается применение несимметричных мер на-
пряженного и деформированного состояния на мезоуровне при по-
строении конститутивных моделей неупругого деформирования мате-
риалов. Вводится несимметричная мера скорости деформации, не за-
висящая от выбора системы отсчета, описывается структура модели 
неупругого деформирования материала, в которой использованы пред-
ложенные меры напряжений и деформаций на мезоуровне [4]. 

Модель учитывает такие механизмы пластического деформиро-
вания, как скольжение дислокаций и двойникование. Предложенный 
вариант закона упрочнения позволяет получить результаты, физиче-
ски соответствующие действительности: в ГПУ-кристаллах двойни-
кование осуществляется быстро, затем приостанавливается, так как 
двойники одних систем препятствуют распространению двойников 
других систем.  

Результаты моделирования показывают, что использование не-
симметричных мер НДС и тензора упругих свойств существенно влия-
ет на процесс деформирования кристаллита, что находит свое отраже-
ние как на интегральной кривой зависимости интенсивности напряже-
ний от накопленных деформаций, так и в количественных мерах 
скольжения дислокаций и двойникования. Эти изменения поведения 
материала при деформировании наиболее заметны при рассмотрении 
результатов экспериментов с учетом упрочнения. Таким образом, воз-
можная несимметричность тензора упругих свойств кристаллита и ис-
пользование несимметричных мер НДС вносят весьма существенные 
изменения в результаты решения задачи. 

Исходя из этого при построении моделей, основанных на физиче-
ских теориях пластичности, для материалов с низкой симметрией на 
уровне кристаллитов целесообразно использовать именно несиммет-
ричные меры напряженно-деформированного состояния.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 
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работ по гранту Правительства Российской Федерации (Постановление 
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№ 220 от 9 апреля 2010 г.), договор № 14.В25.310006 от 24 июня 2013 го-
да с использованием результатов работ по гранту Правительства Рос-
сийской Федерации (Постановление № 220 от 9 апреля 2010 г.), дого-
вор № 14.В25.310006 от 24 июня 2013 года. 
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