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ЕЩЕ РАЗ К ЗАДАЧЕ О ПОЛУПЛОСКОСТИ,  

ОСЛАБЛЕННОЙ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ТРЕЩИНОЙ,  

ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ГРАНИЦЕ 

Получено и исследовано однородное решение задачи о полубесконечной трещине, па-
раллельной границе полуплоскости в условиях плоской деформации. Путем применения двух-
стороннего преобразования Лапласа задача была сведена к матричной задаче Римана [1–4]. 
Получены асимптотические выражения для напряжений вблизи кончика трещины (коэффици-
енты интенсивности напряжений, КИН) и асимптотические выражения для смещений берегов 
трещины вдали от ее кончика. Выражения для КИН совпадают с результатами работ [1–4]. 
Показано, что ведущие члены асимптотики смещений берегов трещины вдали от кончика соот-
ветствуют смещениям балки (пластины), подверженной действию главных вектора и момента 
при граничных условиях типа обобщенной упругой заделки, т.е. условиях пропорциональности 
угла поворота и двух компонент вектора смещений в точке заделки главному моменту и двум 
компонентам главного вектора внешней нагрузки. Данная связь выражается посредством мат-
рицы 3×3 коэффициентов эффективной упругой заделки. Получены выражения для компонент 
данной матрицы в форме интегралов. Некоторые из компонент матрицы, для которых это воз-
можно, вычислены также из сравнения скорости высвобождения упругой энергии, посчитанной 
через КИН и через работу сил при деформировании эквивалентной балки. Для трещины ко-
нечной длины, параллельной границе, полученные выражения компонент матрицы упругой 
заделки являются асимптотиками для длинных трещин. Проведено сравнение с имеющимися 
численными данными. Полученное решение представляется полезным для решения задач 
о деформировании балочных и консольных конструкций, а также задач об отслоении покрытий 
и потери ими устойчивости. 

Ключевые слова: отслоение, интерфейсная трещина, матричная факторизация, упругая 
заделка. 
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ONCE MORE TO THE PROBLEM ON A HALF-PLANE,  

WEAKENED BY A SEMI-INFINITE CRACK, PARALLEL  

TO ITS BOUNDARY 

The solution of a uniform problem on simi-infinite crack parallel to free in plane strain conditions 
is obtained and studied. Following [1–4] by using Laplace transform the problem is reduced to matrix 
Riemann problem. The asymptotic expressions for stress field near the crack tip (stress intensity factor, 
SIF) as well as the asymptotic expressions the crack surface displacements far apart from the crack tip 
were obtained. The obtained expressions for SIFs coincides with the expressions [1–4]. It is shown that 
the leading terms of the displacements correspond to displacement of a beam (plate) loaded by the total 
force and moment far from the point of its conjugation with the elastic half-plane, at which the boundary 
conditions are of the type of elastic clamping, i.e. the angle of rotation and two components of dis-
placement at the clamped point are proportional to the acting total force (two components) and bending 
moment. The relation is expressed by means of 3x3 matrix of coefficients of the effective elastic clamp-
ing. The expressions for the coefficients of proportionality related to the bending moment and longitudi-
nal force are obtained in the form of integrals. Some components of the matrix were obtained also by 
comparison of two expressions for the elastic energy release: calculated from SIFs and calculated by 
the work of forces while the equivalent beam deflecting. The obtained results were compared with the 
available numerical data. The obtained solution may be useful for solving problems related to deforma-
tion of beam and console structures as well as problems of delamination and buckling of coatings. 

Keywords: delamination, interface crack, matrix factorization, elastic clamping. 

Введение 

Эффективное и элегантное решение задачи о полуплоскости, ос-
лабленной полубесконечной трещиной, параллельной границе, путем 
применения преобразования Лапласа и сведения ее к матричной задаче 
Римана было дано в работах [1–4]. Ключевым моментом решения яв-
лялась факторизация матричного коэффициента. В результате были 
получены асимптотические представления для трансформант поля на-
пряжений на линии продолжения трещины и в конечном счете вычис-
лены коэффициенты интенсивности напряжений (КИН) в зависимости 
от главных вектора и момента напряжений, действующих на продол-
жении трещины. Однако интерес к задаче не ограничивается вычисле-
нием КИН. В частности, из указанного решения можно извлечь асим-
птотику смещений берегов трещины вдали от ее кончика. При этом 
при наличии ненулевых главных вектора и момента действующих на-
грузок ведущие члены асимптотики смещений берегов трещины будут, 
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очевидно, соответствовать смещениям балки (пластины), подвержен-
ной действию указанных главных вектора и момента при некоторых 
граничных условиях. Следует подчеркнуть, что эти граничные условия 
отнюдь не будут условиями жесткой заделки в месте кончика трещины. 
Они будут представлять собой, как это будет продемонстрировано ниже, 
условия обобщенной упругой заделки, т.е условия пропорциональности 
смещений и угла поворота в точке заделки действующим компонентам 
главных вектора и момента нагрузки. Вычисление коэффициентов мат-
рицы упругой заделки для рассматриваемой конфигурации и является ос-
новной целью настоящей работы. Попутно представлен более подробный 
вывод некоторых результатов работ [1–4] с устранением неточностей 
в промежуточных формулах, возникших, по-видимому, при наборе. По-
всюду, по возможности, сохранены обозначения работ [1–4].  

1. Постановка задачи 

Рассматривается однородная изотропная упругая полуплоскость 
1y<  с проходящей вдоль ее границы полубесконечной трещиной 

0, 0y x= <  (рис. 1). В постановке плоской деформации рассматривается 

однородная задача: предполагается, что все поверхности свободны от 
напряжений,  

 0yy xyσ =σ =  при 1,y =  и 0, 0y x= < , (1.1) 

а нагрузка с эквивалентными главными силой ( ),T N  и моментом М 

приложена на бесконечности, так что 

 
0 0 0

, ,yy yy xyM x dx N dx T dx
∞ ∞ ∞

=− σ = σ = σ   . (1.2) 

 
Рис. 1. Геометрия области 

x 

y 
y=1 

σxx(x), σxy(x) 
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Все величины, относящиеся к полуплоскости 0y< , будут обозна-

чаться индексом 1, все величины, относящиеся к полосе 0 1y< < , – ин-

дексом 2. Условия сопряжения на границе имеют вид 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,yy yy xy xy u u v vσ =σ σ =σ = =  при 0, 0y x= > . (1.3) 

Здесь ,u v  – компоненты вектора смещения; , ,xx yy xyσ σ σ  – компоненты 

тензора напряжений.  
В окрестности нуля поле напряжений имеет корневую особен-

ность 

 ( )1

2

yy I

xy II

K
O x

Kx

σ    = +   σ π    
. (1.4) 

Применяя двустороннее преобразование Лапласа ко всем вели-
чинам, имеем для образов 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

(2) (1)0

(2) (1)

,0 ,0

2 ,0 ,0
px

v x v xE
F p e dx

x u x u x
−

−
−∞

 −∂  =  ∂ −  
 , (1.5) 

 ( )
( )
( )0

,0

,0

yy px

xy

x
F p e dx

x

∞
−

+

σ  =  
σ  

 , (1.6) 

которые должны подчиняться матричному уравнению задачи Римана 
[1–4] 

 ( ) ( ) ( )F p K p F p− += , (1.7) 

где  

 ( ) 11 12

21 22

a a
K p

a a

 
= 
 

,  

 11

sin cos
sgn

p p p p
a p

d i

+  = −  
 

, 
2

12 21

p
a a

d
=− =− , 

 22

sin cos
sgn

p p p p
a p

d i

−  = −  
 

, 2 2sind p p= − . 

(1.8) 
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p принадлежит мнимой оси. Подробности вывода уравнений (1.7), (1.8) 
даны в [4]. 

Основная сложность задачи состоит в факторизации матричного 

коэффициента ( )K p , т.е. в представлении его в виде 

 ( ) ( ) ( )1 ,K p X p X p−
− +=  (1.9) 

где функции ( )X p±  голоморфны в правой и левой полуплоскости 

комплексного переменного p . После нахождения ( )X p±  окончатель-

ное решение задачи дается с помощью теоремы Лиувилля  

   ( ) ( ) ( ) ( )1 , Re 0F p X p p p−
+ += Π >  и ( ) ( ) ( ) ( )1 , Re 0.F p X p p p−

− −= Π <  (1.10) 

Здесь ( )pΠ  – векторный полином, подлежащий определению. 

Условия (1.2), (1.4) после трансформации принимают соответст-
венно вид 

 ( ) ( )
( )

, Re 0 ,
1

N Mp O p
F p p

T O
+

+ +  = → + 
+  

 (1.11) 

 ( ) ( )3 21
, Re .

2
I

II

K
F p O p p

Kp
−

+
 

= + →+∞ 
 

 (1.12) 

Данные условия будут использованы для определения ( )pΠ . 

2. Решение задачи Римана 

Матрицы ( )1X p±
±  могут быть [1–4] представлены в виде (в ори-

гинале имеется опечатка – пропущены степени у ( )p±Λ ) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

ch sh ,

ch sh ,

ch sh ,

ch sh .

X p p I B p

X p p I B p

X p p I B p

X p p I B p

+ + + +

− −
+ + + +

− − − −

− −
− − − −

=Λ ϕβ + ϕβ  
=Λ ϕβ − ϕβ  
=Λ ϕβ + ϕβ  
=Λ ϕβ − ϕβ  

 (2.1) 

Здесь I – единичная матрица, 

 ( ) ( )1 1

1

p
B p p

p
− − 

=ϕ  − 
, (2.2) 
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 ( ) 21 .p pϕ = −  (2.3) 

Функции ( ) ( ),p p± ±Λ β
 
являются решениями скалярных задач Ри-

мана 

 ( ) ( ) ( )1 1 2p p p−
− +Λ Λ =Δ , p L∈ , (2.4) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1p p p p−
+ −β −β =ϕ ε , p L∈ . (2.5) 

Здесь L – контур интегрирования, проходящий сверху вниз по мнимой 

оси. Определитель ( )pΔ
 
и показатель ( )pε  матрицы ( )K p

 
определя-

ются как  

 ( ) ( ) ( )1 2p p pΔ =λ λ , (2.6) 

 ( ) ( )
( )
1

2

ln1

2

p
p

p

λ
ε =

λ
. (2.7) 

Собственные числа ( ) ( )1 2,p pλ λ  матрицы ( )K p  могут быть пред-

ставлены в виде 

 ( ) 3
1 2ctg

p
p p A

i
 λ =−  
 

, ( )2 2ctg .
p

p pB
i

 λ =  
 

 (2.8) 

Здесь введены обозначения 

( )
2 2

3
2 2

th 1 ch
2 th th

1 sh

s s s s
A s s s

s s

−

−

+ += +
−

, ( )
2 1 1

2 2

1 1 sh ch
2 th .

1 sh

s s s
B s s

s s

− −

−

− += +
−

(2.9) 

С учетом (2.6)–(2.8) скалярные задачи Римана могут быть записаны 
в виде 

 ( ) ( )1 22 ctg
p p

p p i p A B
i i

−
− +

   Λ Λ =    
   

, p L∈ , (2.10) 

 ( ) ( ) ( )1 21
ln ctg

2

p
A

i
p p p p

p
B

i

−
+ −

  
    β −β =ϕ −
  
    

, p L∈ . (2.11) 

Решение задачи (2.4) или (2.10) представлено в [1–4] с использо-
ванием интегралов типа Коши: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1 1
2 2

,
1 2 1

p p
p

p J p p J p
p p

i
+ + − −

   πΓ + Γ −   π π   Λ = Λ =
   Γ + π Γ −   π π   

, (2.12) 

 ( ) ( ) ( )1
exp ln

4

ds
J p A s B s

is p

∞

±
−∞

 
= −    π − 

 . (2.13) 

Здесь внеинтегральные члены получены факторизацией тангенса по-
средством гамма-функции.  

Решение задачи (2.5) представлено в [1–4] в виде 

 ( ) ( ) ( )0 Sp p p+ + +β =β +β , (2.14) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 S Tp p p p− − − −β =β +β +β . (2.15) 

Вспомогательные функции ( ) ( ),S Tp p± −β β , 

 ( ) ( )( )
( )2

2

ln 11

4 2 1
S

L

p i pdt
p

t t p p
+

+ −
β = =−

ϕ − − , ( ) ( )S Sp p− +β =−β − , (2.16) 

 ( ) ( )( )
2

2

sgn
1 11 1

ln ,
2 1

T

L

t
dt

pi
p

t t p pp
−

 
  − − β =− =

ϕ − −  (2.17) 

введены таким образом, чтобы задача Римана 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 S S Tp p p p p p p−
+ − + − −β −β =ϕ ε −β −β −β , p L∈  (2.18) 

решалась посредством интегралов типа Коши (подынтегральная функ-
ция удовлетворяла бы условиям Гельдера): 

 ( ) ( ) ( )
( )

1 22
0 2

1 cth
1 ln .

2 1 1

A s s s ds
p s

B s is ps

∞
−

±
−∞

 
β =− +  

π −+ +  
  (2.19) 

Здесь исправлена опечатка в работе [2] (отсутствующая в [1]), состоя-
щая в отсутствии минуса в показателе степени. Информация о порядке 

ведения функций ( )S p±β , ( )T p−β  содержится в работах [1–4]. Однако 

наиболее существенным является то, что введенные, не так уж важно 
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в силу каких соображений, функции (2.14)–(2.19) являются решением 
задачи (2.5), что можно проверить непосредственно.  

Посредством формул настоящего параграфа матричная задача 
факторизации (1.9) является решенной. Для решения задачи (1.7) оста-

ется определить векторный полином ( )pΠ , входящий в (1.10). Для 

этого, а также для получения асимптотических выражений для напря-
жений и смещений понадобятся асимптотические разложения интегра-
лов (2.13), (2.19) и их комбинаций.  

3. Некоторые дополнительные вспомогательные функции  

Подынтегральные функции (2.13), (2.19) имеют в нуле разрыв 
первой производной. Данный разрыв соответствует появлению в раз-
ложениях вблизи нуля факторизующих функций членов вида logp p . 

Представляется удобным выделить соответствующие функции, терпя-
щие подобный разрыв, для которых факторизация выполнима. 

Так, для задачи (2.13) в качестве подобной функции можно вы-
брать 

 
( )
( )

1
1 2 2

1

1

1

p
b

p i
p b p

+

−

+Φ
ϕ = =

Φ −
, ( ) ( )1 10 1ϕ =ϕ ±∞ = , (3.1) 

 ( ) ( ) ( )1 N Dp p p± ± ±Φ =Φ Φ , (3.2) 

 
( )
( )

1N

N

p p
b

p i
+

−

Φ
= +

Φ
, (3.3) 

 
( )
( ) 2 2

1

1

D

D

p

p b p

+

−

Φ
=

Φ −
. (3.4) 

Знаменатель (3.1) при этом факторизуется элементарно: 

 ( ) ( ) 1 2
1 .D p bp±Φ = ± 

 (3.5) 

Факторизация числителя (3.1) может быть осуществлена [5] пу-
тем последовательного логарифмирования и дифференцирования вы-
ражения (3.1): 
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( )
( )

( )
( )

sgn

1

N N

N N

p
b

p p i
pp p

b
i

+ −

+ −

 
 ′ ′Φ Φ  − =

Φ Φ +
. (3.6) 

Данная процедура для Фурье-образов подобной функции проде-
лывалась в работах [6, 7]. Несмотря на наличие разрыва правой части в 

нуле, частные ( ) ( )N Np p+ +′Φ Φ , ( ) ( )N Np p− −′Φ Φ  могут быть вычисле-

ны с помощью интегралов Коши: 

 
( )
( )

sgn
1

2
1

N

N L

z
b

p dzi
zp i z p

b
i

±

±

 
 ′Φ  =

Φ π −+
 . (3.7) 

Вычисляя интегралы в (3.7), получаем 

 
( )
( )

( )
( )2 2

2ln

2 1
N

N

p bp bp
ib

p b p
+

+

′Φ π −
=

Φ π +
, (3.8) 

 
( )
( )

( )
( )2 2

2ln

2 1
N

N

p bp bp
ib

p b p
−

−

′Φ π + −
=−

Φ π +
. (3.9) 

И решая получившиеся дифференциальные уравнения, имеем 

 ( ) 2
0

ln
2exp

1

bp

N

i
p d+

ς π − ς 
Φ = ς π ς + 

 

 , (3.10) 

 ( ) 2
0

ln
2exp

1

bp

N

i
p d−

ς π + ς 
Φ = − ς π ς + 

 

 . (3.11) 

Здесь логарифм определяется так, чтобы разрез для ( )N p±Φ  проходил 

в правой (левой) полуплоскости соответственно. Интегралы в (3.10), 
(3.11) можно выразить через комбинации специальных функций (дило-
гарифмов), однако целесообразность этого сомнительна. 
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Подставляя (3.10) и (3.5) в (3.2), окончательно получаем 

 ( ) ( ) 1 2

1 2
0

ln
21 exp

1

bp
i

p bp d±

ς π ς 
Φ = ± ± ς π ς + 

 





. (3.12) 

Следует заметить, что в конце концов не важно, каким образом 
были получены соотношения (3.12). Существенно то, что выражения, 
ими определяемые, являются аналитическими функциями справа 
и слева от мнимой оси (за исключением начала координат, где они 
имеют логарифмические особенности) соответственно и что они обра-
щают (3.1) в тождество. Оба эти утверждения проверяются непосред-
ственно. 

В дальнейшем нам понадобятся как сами выражения (3.12), так 
и их производные. Выпишем необходимые комбинации: 

 
( )
( )

( )
( ) ( )

1

2 2
1

2ln

2 12 1

p bp bp b
ib

p bpb p
+

+

′Φ π −
= −

Φ +π +
, (3.13) 

 
( )
( )

( )
( ) ( )

1

2 2
1

2ln

2 12 1

p bp bp b
ib

p bpb p
−

−

′Φ π + −
=− −

Φ −π +
. (3.14) 

Вблизи нуля справедливы следующие разложения: 

 
( )
( ) ( )1

1

1 ln

2

p bp
b O z

p
+

+

′Φ  =− + + Φ π 
, (3.15) 

 
( )
( )

( ) ( )1

1

ln1

2

p bp
b O z

p
−

−

′Φ − 
= − − + Φ π 

. (3.16) 

4. Разложение факторизующих функций вблизи нуля 

С учетом результатов параграфа 3 выражение (2.10) можно пред-
ставить в виде 

 ( ) ( )
2

1 2

2

1
1

2 cot
1 1

p
p p pi

p p i p A B
p i ip
i

−
− +

+
−    Λ Λ =    

   − +
, .p L∈  (4.1) 



К.Б. Устинов 
 

 148 

Тогда вместо (2.12), (2.13) имеем 

 ( ) ( ) ( )
2

1 2

2
2 0

1
ln

2 21 exp
1

1

p
a

p
i

p p d J p
p

−
+ +

  ς πΓ + π − ς   π Λ = + ς π ς +   Γ +   π 

 , (4.2) 

 ( ) ( ) ( )
2 2

1 2

2
2 0

1
ln

2 21 exp
1

2 1

p
a

p
p

i
p p d J p

p
i

− −

  ς Γ + π + ς   π Λ = − − ς π ς +   π Γ −   π 

 , (4.3) 

 ( ) ( ) ( )
2

0

1 1
exp ln

1
a s ds

J p A s B s
s is p

∞

±

  + = −   π + −    
 . (4.4) 

Данные выражения удобны для получения асимптотических разложе-
ний вблизи 0p= .  

 

( ) ( ) ( )

( )

4
2

1

4
2

1

4ln2 1 ln 3
1 1 1

2 2

3 4ln2 1 ln
1 ,

22

p
p p p p O p

p
p O p

+
    Λ = + − + +δ + =    π π    

  = + +δ − − +  π π  

 (4.5) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

14

2
2

14

ln4ln2 1 2
1 1 1

2 2 3

ln4ln2 1
1 .

22 3

pp
p p p p O p

i

pip
p O p

−

 −  Λ = + − + +δ + =   π π    
 − 

=− + +δ − − +  π π   

 (4.6) 

Здесь 

 
( ) ( ) ( )

2

1

00

ln 1 1
ln .

1

a

p

d J p d s ds
A s B s

dp ds s s

∞
+

=

 +δ = =  
π +  
  (4.7) 

Аналогично для показателя ( )0 p±β  выражение (2.19) может быть 

преобразовано как 
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( ) ( ) ( )
( )

2
1/22

0 2

2

1 cth 1
1 ln ln

2 11 1

1 1
ln .

2 1

A s s s s ds
p s

B s s is ps

s ds

s is p

∞
−

±
−∞

∞

−∞

   + β =− + − −  π + −+ +    

+−
π + −





 (4.8) 

Вблизи нуля 

 

( ) ( ) ( )

( )

24
0 2

24
2

1 ln
exp 3 1 1

2

1 ln
3 1 ,

2

p
p p p O p

p
p O p

+
  β = + + +δ + =      π  

  = + + +δ +  π  

 (4.9) 

 

( ) ( ) ( )

( )

24
0 2

24
2

1 ln
exp 3 1 1

2

1 ln
3 1 ,

2

p
p p p O p

p
p O p

+
  −β = − + −δ + =      π  

  = − + +δ +  π  

 (4.10) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

24
0 2

24
2

ln1
exp 3 1 1

2

ln1
3 1 ,

2

p
p p p O p

p
p O p

−

 − 
β = + + +δ + =      π   

 − 
= + + +δ +  π   

 (4.11) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

24
0 2

24
2

ln1
exp 3 1 1

2

ln1
3 1 ,

2

p
p p p O p

p
p O p

−

 − 
−β = − + −δ + =      π   

 − 
= − + +δ +  π   

 (4.12) 

Здесь 

( ) ( ) ( )
( )

2
1 22

2 2
00

ln 1 cth 1
1 ln ln .

11 1p

d p A sd s s s ds
s

dp ds B s s ss

∞
−+

=

  β + δ = = + −  π ++ +    
  (4.13) 

Из (4.5)–(4.13) следует 
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 ( ) ( ) [ ] ( )2
0

3
exp 1

2
p p p O p+ +Λ β = +δ +   , (4.14) 

      

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2

1 22

2
0

4ln2

4ln2 1 cth
ln 1 ln .

1 1

A sd s s ds
A s B s s

ds B s ss

∞
−

δ= +δ +δ =
π

   = + + +   π π + +    


 (4.15) 

Последнее выражение можно преобразовать к виду, близкому 
к представленному в [1–4]: 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2
0

4ln2 1 1
ln 1 1 ln

1

A sd ds
s A s B s

ds s ss

∞    δ= + + + −  π π θ +   
 , (4.16) 

 ( )
21 1

th .
s

s s
s

+ +θ =  (4.17) 

Данное выражение отличается от соответствующего выражения 

[1–4] отсутствием знаменателя 21 s+ в коэффициенте перед вторым 
логарифмом. По-видимому, указанное расхождение можно отнести 
к неточности при наборе или корректировке текста, поскольку числен-
ное значение вычисленного интеграла в [1–4] соответствует формуле 
(4.16). Кроме того, в [2] отсутствует символ первого логарифма, что 
является явной опечаткой.  

Интегрируя по частям, интегралы (4.7), (4.13), (4.16) можно пред-
ставить в виде 

 ( ) ( )
2

1 2
0

1 1 3
ln ln

1 2

s ds
A s B s

s s

∞  + δ = −  π +    
 , (4.18) 

 ( ) ( )
( )

2
1 22

2 22
0

1 cth 1
1 ln ln ln 3

11 1

A s s s s ds
s

B s s ss

∞
−   + δ = + − −  π ++ +    

 , (4.19) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

22
0

4ln2 1 1 3
ln 1 1 ln ln .

21

A s ds
s A s B s

s ss

∞   δ= + + + − −  π π θ +   
  (4.20) 
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Обе формы представления не являются сложными для численно-
го счета, дающего 

 1 20,0460935, 0,308655, 0,619982.δ = δ =− δ=  (4.21) 

Следует заметить, что для вычислений интересующих асимпто-
тик компонент смещений количество выписанных членов разложения 
в формулах (4.6), (4.11), (4.12) недостаточно. Однако выражения для 
них слишком громоздки, чтобы быть выписаны. В соответствующем 
месте будут выписаны комбинации, необходимые для дальнейших вы-
числений. 

5. Разложение решения матричной задачи Римана  
вблизи плюс бесконечности 

По свойствам интегралов типа Коши (например, [4]) поведение 

( )0 p+β  из (2.19) при больших p  определяется как 

 ( ) ( )2
0 2

1
,

2

q
p O p

p p
−

+β = + +  (5.1) 

 ( ) ( )
( )

1 22

2

1 cth
1 ln 0,1235.

2 1 1

A s s s
q s ds

B s s

∞
−

−∞

 
= + ≈− 

π + +  
  (5.2) 

С учетом (2.3) для больших p  справедливы оценки 

 ( )0

sin
ch cos

2

q
p q

p+ϕβ = − , ( )0

cos
sh sin

2

q
p i q

p+ϕβ = + . (5.3) 

Разложение второй формулы (2.1) по большим p  с учетом 

(5.3) дает 

 ( ) ( )1 1 2 3 2 5 2 .X p p G p H O p− − − −
+ = + +  (5.4) 

Здесь 
 ,G QR=  (5.5) 

 
cos sin

,
sin cos

q q
Q

q q

 
= − 

 (5.6) 
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11

.
12

i
R

i

− 
=  

 
 (5.7) 

В дальнейшем для конкретизации выражения векторного поли-

нома ( )pΠ  (1.10) существенным является врожденность матрицы R  

(а следовательно, и G ). Факт вырожденности проверяется непосредст-
венно. Для вектора 

 4
0

1
,iC e

i
− π  

=  − 
 (5.8) 

 0 0 0.RC GC= =  (5.9) 

Выражение для матрицы H  из формулы (5.4) получается удер-

жанием еще одного члена в разложении для ( )1 :X p−
+  

 
1 1 0cos sin 1

,
1 0 14 22

iq i q
H q QR Q R i

i

     π −  ′ ′= − + + +       − −        
 (5.10) 

 ( ) ( )
0

1
ln 0,138263.q A s B s ds

∞

′= ≈
π  (5.11) 

Для дальнейших выкладок матрицу H  удобно представить в ви-
де суммы вырожденной и невырожденной матриц, причем вырожден-
ное слагаемое должно давать ноль при умножении на вектор 0C , опре-

деляемый формулой (5.8). Данное представление получается соответ-
ствующей группировкой членов  

 0 0.H H R QS= +  (5.12) 

Здесь 

 4
0

1 0
,

0
iS e

i
π  

=  − 
 (5.13) 

 0

1 1
cos sin sin

1 2 2 ',
1 14 2 sin cos sin
2 2

q q q
H q Q Q

q q q

 − − − π ′= − + +  
   − + 

 

 (5.14) 
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sin cos1

' .
cos sin2

q q
Q

q q

− 
=−  

 
 (5.15) 

В дальнейших выкладках два последних выражения не участву-
ют, однако приведены здесь для понимания вывода выражения для 0S . 

6. Разложение решения матричной задачи Римана  
вблизи плюс нуля 

Подстановка (2.14), (2.16) с учетом результатов двух последних 
параграфов в первую формулу (2.1) с последующим разложением по 
малым p  дает 

 ( ) ( ) ( )
4 3 0

0 .
2 0

ie
X p X O p

i

− π

+ +

 
= = + 

 
 (6.1) 

В аналоге для данного выражения в работе [2] имеется опечатка, 
заключающаяся в отсутствии символа радикала в знаменателе. 

Аналогичная подстановка и разложение для второй формулы 
(2.1) дает 

 

( )

( )

( ) ( )
( )

1

4

2

1 2

1
0

3
0 1

2 1 1
1

3 2 2 3
.

1 1 4ln2 2ln
1 1 1

2 23

i

i

X p

i

i
e i i

p O p
p i

i i i

−
+

π

+ 
 = +  − 

   − +δ − + +        + +     + + − − − +δ −δ −   π π   

 (6.2) 

Здесь удержано два члена разложения. В дальнейших выкладках из 
второго члена (6.2) используется только первая строчка, в которую не 
входят логарифмические члены (в подынтегральном выражении в δ  
разрывы производных слагаемых компенсируются). В связи с этим 
для определения только КИН (как это и делалось в [1–4]) нет необхо-
димости выделения логарифмических членов. Выражение (6.2), таким 
образом, может быть переписано как 
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 ( ) ( )
( )

01 *
.

1

D pD O p
X p

O
−
+

+ + 
= 
 

 (6.3) 

Здесь 

 0

1
0 ,

3

i
D

+ = 
 

 (6.4) 

 ( )42 1 1
* 1 .

3 2 2 3
ii

D e i iπ   = − +δ − + +          
 (6.5) 

7. Определение векторного полинома 

Матрица ( )1X p−
+  согласно (6.2) вблизи нуля ограничена и не вы-

рождена. Следовательно, согласно (1.10), (1.11) функция ( )pΠ  вблизи 

нуля ограничена и не может содержать отрицательных степеней p  

(этим фактом и определяется, что ( )pΠ  – полином, а не функция, со-

держащая также отрицательные степени p ). С другой стороны, огра-

ничение максимальной степени полинома ( )pΠ  диктуется оценкой 

(1.12). Очевидно, согласно (1.10), (5.4) полином ( )pΠ может содержать 

произвольную векторную константу. Кроме того, вырожденность мат-

рицы G  (5.9) допускает присутствие в полиноме ( )pΠ  линейного по 

p  члена пропорционального 0C  (5.8). Линейный по p  член разложе-

ния матрицы ( )1X p−
+  

уже не вырожден (5.4), (5.12), поэтому присутст-

вие в ( )pΠ  членов со степенями выше первой привело бы к наруше-

нию условия (1.12). Итак, наиболее общей формой функции ( )pΠ  яв-

ляется 

 ( ) 0 0.p A b p CΠ = +  (7.1) 

Здесь 0 ,A b  – векторный и скалярный коэффициенты. Подстановка 

(7.1), (5.4) в первое выражение (1.10) с учетом (5.9) дает 

 ( ) ( ) ( )1 2 3 2
0 0 .F p p GA bHC O p− −

+ = + +  (7.2) 
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С учетом (5.5), (5.12), (5.9) данное выражение преобразуется 
к виду 

 ( ) ( ) ( )1 2 3 2
0 0 0 .F p p Q RA bS C O p− −

+ = + +  (7.3) 

С другой стороны, подстановка (7.1), (6.1) в первое выражение (1.10) дает 

 ( )
4

0

3
0 .

2

iN e N
A X

T T i

− π

+

  
= =   

   
 (7.4) 

Подстановка (7.1), (6.2) в первое выражение (1.10) дает  

 
( )

( )
( )

( ) ( )0
0 0

*
.

11

N Mp O p D pD O p
A b pC

OT O

+ +  + +  = +  
+    

 (7.5) 

Приравнивая в (7.5) слагаемые, содержащие p , получаем 

 0 0 0* ,M bD C D A= +  (7.6) 

откуда с учетом (5.8), (6.4), (7.4) 

 ( ) ( )3 3
* 0 * 0 .

2 2

N N
b M D X M D X

T T+ +

      
= − = −      

      
 (7.7) 

Согласно (6.5), (6.1) 

 ( ) 1
* 0 .

2 2 2 3

i i
D X +

 = −δ− − 
 

 (7.8) 

Подстановка (7.4) и результата подстановки (7.8) в (7.7) в (7.1) оконча-
тельно дает 

  ( )
4

4 13 13
.

2 2 22 2 3

i
ie i iN

p e M N T p
iT i

− π
− π      Π = + + δ+ + − +        −       

 (7.9) 

8. Определение КИН 

Сравнение (1.12) и (7.3) с учетом (5.6), (5.7), (5.8), (5.13), (7.4), 
(7.7), (7.8) дает связь КИН с силовыми факторами: 

 
1

.
2

I
M T M N

II

K
k M k k T k N

K

   = + − +   
  

 (8.1) 
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Здесь введены обозначения 

 
cos sin cos sin1

3 , , 3 .
cos sin cos sin2M T N M T

q q q q
k k k k k

q q q q

− +   
= = =δ +   − − −   

 (8.2) 

С учетом вычисленных значений (4.21), (5.2) 0,1235q=−  и 0,619982δ=  

 
1,932 0,4346 1,951

, ,
1,506 0,5578 0,032M T Nk k k

     
≈ = =     −     

. (8.3) 

Из формулы Ирвина следует, что поток стекающей в кончик 
трещины энергии 

 ( )
22 2 21 1

6 3 .
2 2

I IIK K T
J M N T N

E E

 +   = = − +δ + +  
   

 (8.4) 

При вычислении эффективных параметров заделки и для ряда 
других приложений удобнее вычислять момент относительно центра 
полосы. Такой «балочный» момент отличается от рассматриваемого 
ранее поправкой на момент, создаваемый продольной силой, 

 .
2b

T
M M= −  (8.5) 

Соответственно, формулы (8.1), (8.4) перепишутся в виде 

 I
M b T N

II

K
k M k T k N

K

 
= + + 

 
, (8.6) 

 ( ) ( )
2 2 221 1

6 3
2

I II
b

K K
J M N T N

E E

+  = = +δ + + 
 

. (8.7) 

9. Разложение решения матричной задачи Римана  
вблизи минус нуля 

Подстановка (2.1), (7.9) во второе выражение (1.10) с учетом ре-
зультатов параграфа 4 дает 

 ( ) ( )
0

( )

3

n n

n

F p G p O p−
− −

=−

= + . (9.1) 
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Здесь 

 ( 3) 6
,

0

N
G −

−

− 
= 
 

 (9.2) 

 ( 2) 6
,

3
bM

G
N

−
−

− 
= − 

 (9.3) 

 
( )2

0 0( 1) 24 2 3 11 3ln3 121

4 12 2

b

b

M T J N
G

M T

− −−
−

  ′′ ′′δ + + + + δ +β +  =
 − + 

, (9.4) 

 1 1 1(0)

2 2 2

M b N T

M b N T

g M g N g T
G

g M g N g T−

+ + 
= + + 

, (9.5) 

 2
1 0 0

1
5 3ln3 12( )

4Mg J − −′′ ′′ = + + +β −δ  , (9.6) 

 2

3
3

2Mg = δ− , (9.7) 

 1

1 3

4 2Tg = − δ , (9.8) 

 ( )( )2 1 2

3 1 2
2ln2 ln 1 1

4 2Tg p
 = − + − − +δ −δ + π 

, (9.9) 

( ) ( )2
1 1 0 02

2 3 ln9 12 1
2 ln2 3 ( )

2 2N

p
g J − −

ζ −     ′′′ ′′′=−δ − δ + + + δ − − + +β     π π π     
, (9.10) 

 2
2 0 0

1
5 4 3 3ln3 12( ) .

8Ng J − −
 ′′ ′′= − δ+ + δ + +β   (9.11) 

Здесь ( )pζ  – дзета функция Римана ( )3 1,2021ζ ≈ ; 0 0 0 0, , ,J J− − − −′′ ′′ ′′′ ′′′β β  – вто-

рые и третьи производные соответствующих функций. 

10. Вычисление параметров эффективной упругой заделки 

Согласно определению (1.5) выражение (9.1) представляет собой 
трансформанту Лапласа от асимптотики производной половины скачка 
смещений. В соответствии со свойствами преобразования Лапласа (на-
пример, [8]) трансформанта асимптотики смещений на бесконечности 
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(вернее, разности между смещениями на бесконечности и смешениями 
в нуле – именно интересующей нас величины) определяется делени-
ем на р: 

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
(2) (1)0 0

( ) 1

(2) (1)
3

,0 ,0 2
.

,0 ,0
px n n

n

v x v x
e dx G p O p

Eu x u x
− − −

−
=−−∞

 −  = + 
−  

  (10.1) 

Сами асимптотики смещений вычисляются отсюда с помощью 
обратного преобразования Лапласа 

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
(2) (1) 0

( ) 1

(2) (1)
3

,0 ,0 1
2 1 .

2,0 ,0
n n px

nL

v x v x
E G p e O

u x u x
− −

−
=−

 − = +  π−  
  (10.2) 

Здесь L  – контур, проходящий параллельно мнимой оси плоскости 
комплексной переменной p  и расположенный между мнимой осью 

и ближайшей к ней особой точкой. Этот контур может быть деформи-
рован в соответствии со стандартными правилами интегрирования 
в комплексной плоскости. Используя правила для нахождения ориги-
нала по изображению, можно видеть, что скачок смещений согласно 
(9.2)–(10.2) представляет собой сумму полинома третей степени 
и функции, содержащей логарифмы. Полином третей степени соответ-
ствует балочному приближению, причем наличие членов нулевой 
и первой степени по x  (или минус первой и минус второй степени по р 
для трансформанты) свидетельствует о том, что граничные условия 
для этой (эффективной) балки отнюдь не являются условиями жесткой 
заделки в месте кончика трещины. Данное поведение решения соответ-
ствует условиям обобщенной упругой заделки, т.е. пропорциональности 
смещений и угла поворота в точке заделки действующим компонентам 
главных вектора и момента нагрузки. Пропорциональность силовым 
факторам, а не произвольная зависимость диктуются линейностью за-
дачи. Наличие членов, содержащих логарифмы, соответствует смещени-
ям полуплоскости; при вычислении параметров эффективной балки эти 
члены также могут быть учтены в качестве граничных условий. 

Члены разложения вертикального смещения v , содержащие 
( 3) ( 2),G G− −
− −  (9.2), (9.3), соответствуют классическим членам для прогиба 

балки под действием силы и момента. Наличие члена разложения го-

ризонтального смещения u , присутствующего в ( 2)G −
− , объясняется 



Задача о полуплоскости, ослабленной полубесконечной трещиной 
 

 159 

тем, что формулы (9.1)–(10.2) соответствуют нижней границе полосы 
(балки), горизонтальное же смещение центральной оси балки отлича-
ется на величину произведения поворота в данной точке на половину 
толщины полосы. Вычисленное с учетом сказанного горизонтальное 
смещение оси балки (полосы) оказывается лишенным квадратичного 
члена и определяется как 

 uT uM uNEu Tx K T K M K N− = + + + , (10.3) 

 ( )1 2

4ln2 2 2
1 ln 1 ln 1,91593,uTK x x= +δ −δ + + +γ− ≈ +

π π π
 (10.4) 

0,577216γ ≈  – постоянная Эйлера, и 

 3uMK = , (10.5) 

 
3

3
2uNK = + δ . (10.6) 

В выражении (10.3) первый член соответствует деформации 
стержня, а последующие определяют эффективные условия его упру-
гой заделки. 

Аналогично с учетом того, что 

 0 0

ln3 7
( ) ,

4 15
J − −′′− +β = +  (10.7) 

для вертикального смещения и его производной 

 

,b vM vT vNEv Ev K M K T K N= − + +  (10.8) 

 
' ' '' ' .b v M v T v NEv Ev K M K T K N= + + +  (10.9) 

Здесь 

 23
6 ,

10vMK = + δ  (10.10) 

 
1

3 ,
2vTK = + δ  (10.11) 

 ' 12 ,v MK = δ  (10.12) 
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 ' 3,v TK =  (10.13) 

 2
'

27
6 .

10v NK = + δ  (10.14) 

Выражение для vNK  может быть получено из (9.10), однако оно 

слишком громоздко. Коэффициенты uTK , ' 'uM v T v MK K K=  образуют 

симметричную матрицу коэффициентов упругой заделки, рассмотрен-
ной в работе [9], где они были вычислены (для более общего случая 
различных модулей полосы и полуплоскости) путем численного реше-
ния системы интегральных уравнений.  

Остальные рассчитанные коэффициенты составляют расширен-
ную матрицу жесткости. В задаче об отслоении покрытия от прямоли-
нейной подложки поперечные силы не возникают, и данные коэффи-
циенты роли не играют. Однако в других задачах, например в случае 
искривленной поверхности, перерезывающие силы возникают.  

 

Рис. 2. Значение коэффициента uTK  в зависимости от длины балки; 1 – полученное 

решение; 2 – асимптотика, полученная при пренебрежении перекрестным влиянием 
изгиба и сдвига [14]; 3 – главный член асимптотики приближения стрингера [14];  

точка – численное решение [9]; звездочка – численное решение [13] 

Все три посчитанных коэффициента uTK  и ' 'uM v T v MK K K=  хорошо 

согласуются с численными результатами [9, 13]. Для uTK  сравнение 

представлено на рис. 2. Там же представлены решения, полученные 
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при пренебрежении перекрестным влиянием изгиба и сдвига [14], 
а также в стержневом приближении [14]. Для двух других коэффици-
ентов, являющихся константами, сравнение с данными [9], представ-
ленными графически, показывает полное совпадение в пределах точ-
ности определения толщины линии на графике: для 12a  начиная при-

мерно с 10l h> , и для 22a  начиная примерно с 3l h> . 

11. Вычисление параметров эффективной упругой заделки  
из сравнения скорости высвобождения упругой энергии,  

посчитанной через КИН и работу сил при деформировании  
эквивалентной балки 

Часть коэффициентов можно посчитать исходя из сравнения ско-
рости высвобождения энергии, посчитанной через КИН (8.7) и работу 
сил при деформировании эквивалентной балки. Для 'v MK  это было 

проделано в [10]. 

 

Рис. 3. Модельный пример для определения констант упругой  
заделки из сравнения скоростей высвобождения энергии  

на уровне эффективной балки и через КИН 

 
Рассмотрим эффективную балку-стержень, для которой попереч-

ные деформации (прогиб) определяются классическим дифференци-
альным уравнением оси балки (для случая отсутствия распределенной 
нагрузки) 

 ( ) 0EIv x′′′′ = , (11.1) 

а продольные деформации – уравнением стрингера 
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 ( )xx

du
E x

dx
=σ , (11.2) 

упруго закрепленную с одного конца и подверженную действию силы 
с компонентами ,P T  и моментом LM  на другом (рис. 3).  

Под действием сил и момента в месте заделки будут иметь место 
начальные смещения 0u , 0v  и начальный угол поворота 0v′ , которые 

согласно рассматриваемой модели будут зависеть только от главного 
вектора сил и момента, действующих в точке заделки, причем линей-
ным образом (здесь учтено, что в точке заделки продольная и попереч-
ная силы остаются без изменений, а момент возрастает на величину 
момента, создаваемого поперечной силой, LP). 

 
0

0 ' ' '

0

uT uM uN

v T v M v N L

vT vM vN

u K K K T

E v K K K M LP

K K K Pv

    
    ′ = +    

       

. (11.3) 

Решение уравнений (11.1), (11.2) с граничными условиями (11.3) 
и условиями на правом конце 

 
( )
( )

L
v L M

EI
Pv L

′′   
=     −′′′   

 (11.4) 

есть 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

'

2 3 2

' '

,

.
2 6 2

uT uM L uN

vT vM L vN v T

L
v M L v N

T
Eu x K T K M LP K P x

S
Ev x K T K M LP K P K Tx

M x P x PL x
K M LP x K Px

I I I

= + + + +

= + + + + +

+ + + + − +

 (11.5) 

Здесь S  – площадь сечения. 
Из теоремы взаимности работ Бетти для указанной модели не-

медленно следует симметрия матрицы (11.3). Действительно, согласно 

(11.5) работа силы P  на перемещении ( )v L , вызванном действием мо-

мента ,LM  должна быть равна работе момента LM  на угле поворота 

( )'v L , вызванного действием силы Р: 
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2 2 2

' ' ' .
2 2

L
vM L v M L v M v N L

M L P L PL
K M K M L P K PL K P M

I I I

   
+ + = + − +   

   
 (11.6) 

Аналогично согласно (11.5) работа силы T  на перемещении 

( )u L , вызванном действием момента ,LM  должна быть равна работе 

момента LM  на угле поворота ( )'v L , вызванного действием силы Т, 

 ' .uM L v T LK M T K TM=  (11.7) 

И, наконец, работа силы T  на перемещении ( )u L , вызванном 

действием силы Р, должна быть равна работе силы Р на перемещении 

( )v L , вызванном действием силы Т, 

 ( ) ( )' .uM uN vT v TK LP K P T K T K TL P+ = +  (11.8) 

Из уравнений (11.6)–(11.8) следует симметрия матрицы (11.3). 
Отметим, однако, что если бы в качестве уравнений балки-стержня 
были взяты уравнения более сложного вида, результат мог быть иным. 
Например, если добавить в правую часть второго уравнения (11.5) член 

,
μ

EP
x

S
 где μ  – модуль сдвига, а S  – площадь сечения, то член 

P

Sμ
 поя-

вится в скобке правой части уравнения (11.6), что приведет к условию 

'vM v N

E
K K

S
= +

μ
, приводящему к потере указанной симметрии. Следо-

вательно, симметрия матрицы жесткости не является следствием толь-
ко теоремы Бетти, и для сохранения симметрии необходимо выполне-
ние дополнительных условий. Показанный пример иллюстрирует воз-
можность потери симметрии матрицы жесткости при 
непротиворечивости модели, в частности выполнение теоремы взаим-
ности. 

Рассмотрим работу внешних сил W, равную вследствие консер-
вативности упругой системы ее упругой энергии, от действия про-
дольной и поперечной силы и момента. Согласно (11.5) по теореме 
Клапейрона 
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( )

2
2 2

' ' '

22 3
02 2

'

2 2

.
3

v T v M L v M

L L
v N

T
EW L K TPL K M PL K P L

S

M P MP L
K P L L L O L

I I I

= + + + +

+ + + + +
 (11.9) 

Здесь ( )0
O L  – члены, не зависящие от L , т.е. постоянные. 

Вычисляя скорость высвобождения энергии при увеличении дли-
ны балки-стержня, т.е. вычисляя производную по L , получаем 

 

2

' '

22
2 2 2

' '

2 2

2 .

v T v M L

L L
v M v N

dW T
E K TP K M P

dL S

M P MP
K P L K P L L

I I I

= + + +

+ + + + +
 (11.10) 

С учетом симметрии коэффициентов матрицы (11.3), а также то-
го, что толщина слоя (балки-стержня) и площадь его сечения прини-
маются единичными (при этом момент инерции 1/12I = ), получаем 

 
22

2 ' '
'6

2 2 2
v T v N

b v M b

K TN K NdW T
E M K M N

dL
= + + + +  (11.11) 

Здесь также учтено, что сила реакции опоры в месте заделки N  есть 
сила P .  

Сравнение (11.11) и (8.7) дает ' 3uM v TK K= = , что совпадает с ре-

зультатами (10.5), (10.14), и 2
' 3 2 6v NK = + δ , что является симметриза-

цией выражений (10.14).  
По-видимому, именно симметризованные значения и следует ис-

пользовать, поскольку отсутствие симметрии в промежуточных выра-
жениях, вероятно, связано с поворотом тела как целого и неоднознач-
ностью определения смещений эффективной балки (как средней ли-
нии, либо как усредненной по толщине балки). Заметим, что в [13] 
выражения для (нерасширенной) матрицы жесткости, полученные чис-
ленным методом, были несимметричными, а в работе [9] уже говори-
лось о необходимости симметричности матрицы, и полученные значе-
ния были симметричными. 
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Заключение 

Получено и исследовано однородное решение задачи о полубес-
конечной трещине, параллельной границе полуплоскости. Следуя [1–4] 
путем применения двухстороннего преобразования Лапласа, задачу 
свели к матричной задаче Римана. Получены асимптотические выра-
жения для смещений берегов трещины вдали от ее кончика. Показано, 
что ведущие члены асимптотики смещений берегов трещины соответ-
ствуют смещениям балки (пластины), подверженной действию глав-
ных вектора и момента при граничных условиях типа обобщенной уп-
ругой заделки, т.е. условиях пропорциональности смещений и угла по-
ворота в точке заделки действующим компонентам главных вектора 
и момента нагрузки. Получены выражения для компонент матрицы ко-
эффициентов упругой заделки.  

Полученное решение представляется полезным для решения за-
дач о деформировании балочных конструкций и задач об отслоении 
покрытий. Результаты частично опубликованы в препринтах [15, 16]. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке проекта  
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