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На образцах из вязкоупругого низкомодульного композита на полимерной основе прове-
дены одноосные моногармонические (одночастотные) испытания при различных значениях 
предварительной статической деформации, амплитуды деформации и одноосные бигармониче-
ские (двухчастотные) испытания при различных значениях амплитуд деформаций первой (низко-
частотной) и второй (высокочастотной) гармоник. Для описания поведения вязкоупругого мате-
риала при гармонических нагружениях применялся метод комплексных операторов. С помощью 
специальной методики определены динамические деформационные свойства композитного ма-
териала: угол потерь и динамический модуль – при моногармонических испытаниях; угол потерь 
и динамический модуль первой и второй гармоник – при бигармонических испытаниях. Построе-
ны зависимости динамического модуля от предварительной статической деформации при раз-
личных значениях амплитуды деформации моногармонического нагружения, а также зависимо-
сти динамических модулей и углов потерь низкочастотной и высокочастотной составляющих 
(гармоник) бигармонического нагружения от амплитуды деформации низкочастотной гармоники 
при различных значениях амплитуды деформации высокочастотной гармоники. Показано, что 
предварительная статическая деформация при моногармонических испытаниях играет роль низ-
кочастотной гармоники при бигармонических испытаниях (зависимость динамического модуля от 
предварительной статической деформации при одночастотных испытаниях подобна зависимости 
динамического модуля второй гармоники от амплитуды деформации первой гармоники при би-
гармонических испытаниях). Проведено сопоставление динамических модулей и углов потерь 
исследуемого материала, определенных при двухчастотных (бигармонических) и соответствую-
щих одночастотных (моногармонических) нагружениях. Определено отношение амплитуд де-
формаций низкочастотной и высокочастотной составляющих, при котором значение динамиче-
ского модуля низкочастотной составляющей бигармонического нагружения практически не отли-
чается от значения динамического модуля, определенного при моногармоническом нагружении. 

Ключевые слова: динамический (комплексный) модуль, угол сдвига фазы между напря-
жением и деформацией, угол потерь, динамический механический анализ (свойства), низкомо-
дульные вязкоупругие полимерные композиты, бигармоническое (двухчастотное) нагружение, 
моногармоническое (одночастотное) нагружение, амплитуда деформации, предварительная ста-
тическая деформация. 
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Uniaxial monoharmonic (one-frequency) tests under different values of pre-static strain, strain 
amplitude and uniaxial biharmonic (two-frequency) tests under different values of strain amplitudes of 
first (low-frequency) and second (high-frequency) harmonics were conducted on samples of low-
modulus viscoelastic polymer composite. Complex operators method was used to describe behavior of 
a viscoelastic material under harmonic loads. Dynamic deformation properties of the composite material 
(loss angle, dynamic modulus under monoharmonic tests; loss angle, dynamic modulus first and second 
harmonics under biharmonic tests) were determined using special methods. Dependencies of dynamic 
modulus on pre-static strain under different values of strain amplitude of monoharmonic load were con-
structed. And also dependencies of dynamic modules and loss angles low- and high-frequency compo-
nents (harmonics) of biharmonic load on strain amplitude low-frequency harmonic under different values 
of strain amplitude high-frequency harmonic were constructed. It was shown that pre-static strain under 
monoharmonic tests corresponds to low-frequency harmonic under biharmonic tests (dependence of 
dynamic modulus on pre-static strain under one-frequency tests similar to dependence of dynamic 
modulus of second harmonic on strain amplitude of first harmonic under two-frequency tests). Compari-
son of dynamic modules and loss angles of tested material under two-frequency (biharmonic) and re-
lated one-frequency (monoharmonic) loads was conducted. We determined strain amplitude ratio of 
low- and high-frequency components in which the value of dynamic modulus of low-frequency compo-
nent of biharmonic load does not differ from the value of dynamic modulus under monoharmonic load. 

Keywords: complex modulus, dynamic modulus, loss angle, phase angle, lag angle between 
stress and strain, dynamic mechanical properties (analysis), dynamic uniaxial cyclic load, low-modulus 
viscoelastic polymeric composites, monoharmonic (one-frequency) loading, biharmonic (two-frequency) 
loading, strain, stress, frequency, amplitude, tension, compression, pre-static strain. 

Введение 

На конструкции из вязкоупругих наполненных полимерных ком-
позитов чаще всего действуют сложные нестационарные статические 
и динамические (гармонические) нагрузки [1]. В данной работе речь 
пойдет об изучении влияния бигармонических (двухчастотных) нагру-
зок на поведение вязкоупругого материала на примере высоконапол-
ненного полимерного композита. Данный материал обладает ярко вы-
раженными вязкоупругими свойствами. Изучаемые закономерности 
свойственны и другим вязкоупругим материалам. 

Для описания вязкоупругих свойств материалов авторы [1–11] 
выделяют интегральные, дифференциальные и комплексные операто-
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ры. В работах [3, 12] при описании поведения материала в условиях 
действия гармонических нагрузок отдается предпочтение комплекс-
ным операторам. Деформационные свойства материала в таком случае 
описываются двумя независимыми составляющими: динамическим 
модулем E* и углом сдвига фаз между напряжением и деформацией 
(углом потерь) φE. Нужно отметить, что такой подход справедлив 
только при моногармонических (одночастотных) воздействиях. При 
более сложных законах нагружения количество составляющих, описы-
вающих поведение вязкоупругих материалов, увеличивается. Напри-
мер, динамические деформационные свойства материала при бигармо-
нических (двухчастотных) нагружениях описываются четырьмя со-
ставляющими: динамическими модулями E1

*, E2
* и углами потерь φE1, 

φE2 1-й и 2-й гармоник соответственно. 
В работах [11–17] было установлено влияние различных пара-

метров нагружения на динамический модуль и угол потерь при моно-
гармонических (одночастотных) нагружениях. Также было установле-
но влияние некоторых параметров нагружения на динамические моду-
ли и углы потерь первой и второй гармоник при бигармонических 
(двухчастотных) нагружениях [18, 19]. Не изученным остается влияние 
амплитуды деформации εа1 на E2

* и φE2. 

1. Модель описания поведения вязкоупругого материала  
при бигармонических нагрузках 

Как уже говорилось, для описания поведения вязкоупругих мате-
риалов при динамических гармонических воздействиях применяется 
метод комплексных операторов 

~

( ) sin2 ,at E tσ = πν⋅ε  

 

~

;E iEE ′ ′′+=  * cos ;EE E′ = ϕ  * sin ,EE E=′′ ϕ  (1) 

* 2 2E E E′ ′′+= ; tan ,E
E

E
′′

′=ϕ  

где 
~

E  – комплексный модуль; E′  – действительная часть комплексно-
го модуля; E′′  – мнимая часть комплексного модуля; εа – амплитуда 
деформации; σ – напряжение; t – время; ν – частота. Соотношение (1) 
можно записать также в виде  
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 ( ) * sin(2 ),a EEt tσ = πν + ϕε  (2) 

где σа – амплитуда напряжения. 
При действии полигармонической (многочастотной) нагрузки на 

вязкоупругий материал уравнение (1) записывается в следующем виде: 

~

1

( ) sin(2 ),
m

n an n gn
n

t E t
=

σ = ε πν + ϕ⋅  

где m – количество гармоник полигармонической нагрузки; φg – угол 
сдвига начальных фаз. При бигармоническом нагружении m = 2, соот-
ветственно, уравнение (2) преобразуется в уравнение вида 

* *
1 21 1 1 2 2 2 2( ) sin(2 ) sin(2 ),a E a g EE Et t tσ = ε πν +ϕ + ε πν +ϕ +ϕ  

где индекс 1 соответствует первой (низкочастотной) гармонике; ин-
декс 2 – второй (высокочастотной) гармонике. 

В работах [11–17] представлены экспериментальные исследова-
ния динамических деформационных свойств вязкоупругих материалов 
при различных параметрах и условиях моногармонического (одночас-
тотного) нагружения. Из названных работ следует, что амплитуда де-
формации, температура и частота нагружения существенно влияют на 
динамический модуль и угол потерь, предварительная статическая де-
формация εst оказывает влияние на динамический модуль, но не влияет 
на угол потерь, 

* ( , , , )a stf TE = ν ε ε ; ( , , ).aE f T= ν εϕ  

Таким образом, можно предположить, что и при бигармониче-
ских нагружениях частоты, амплитуды деформирования и температура 
также будут влиять на динамические модули и углы потерь первой 
и второй гармоник нагружения, и записать следующие функциональ-
ные зависимости: 

1
*
1 2 1 2( , , , , )a af TE = ν ν ε ε ; 1 21 2 1( , , , , ),aE af T= ν ν ε εϕ  

1
*
2 2 1 2( , , , , )a af TE = ν ν ε ε ; 1 21 2 1( , , , , ).aE af T= ν ν ε εϕ  

Данные зависимости для каждого материала необходимо уста-
навливать экспериментальным путем. 
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2. Экспериментальные исследования 

Испытания проводились на электродинамической испытательной 
системе Instron ElectroPuls E10000 в Центре экспериментальной меха-
ники Пермского национального исследовательского политехнического 
университета [20]. Для определения динамических деформационных 
свойств использовался низкомодульный вязкоупругий материал марки 
«ПДИ», из которого были изготовлены образцы круглого сечения 
∅=36,5±0,1 мм и высотой 39,5±1,5 мм (рис. 1). Образцы выдерживались 
при постоянной температуре 30 °С в температурной камере Instron 
3119 (см. рис. 1) в течение 3 часов с целью установления равномерной 
температуры по всему объему образца. 

 

Рис. 1. Испытательная система Instron ElectroPuls E10000: а – образец  
для динамических испытаний; б – захваты испытательной системы;  

в – температурная камера 

На изготовленных образцах проводились одноосные динамиче-
ские испытания по закону деформирования вида 

( ) sin 2st at tε = ε + ε πν  

с параметрами нагружения, приведенными в табл. 1. 
Для определения деформационных свойств материала использу-

ется программное обеспечение Instron WaveMatrix, которое позволяет 
определить динамический модуль и угол потерь. В результате прове-
денных испытаний с параметрами нагружения из табл. 1 установлено, 
что предварительная статическая деформация практически не оказыва-

а 
 
 
 

б 
 
 
 
в 
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ет влияния на угол потерь, но существенно влияет на динамический 
модуль (рис. 2, табл. 1). 

Таблица 1 

Параметры нагружения образцов и значения динамических  
деформационных свойств материала. 

Частота 
гармоники, 

Гц 

Амплитуда 
гармоники, 

% 

Предварительная 
статическая де-
формация, % 

Динамический 
модуль, МПа 

Угол  
потерь, 
град. 

Номер  
режима  

нагружения 
ν1 εа εst E* φE 

1 1 0,3 –6 23,1 18,2 
2 1 0,3 –3 18,0 18,1 
3 1 0,3 0 15,4 17,8 
4 1 0,3 3 15,8 17,9 
5 1 0,8 –6 21,0 18,1 
6 1 0,8 -3 16,7 18,0 
7 1 0,8 0 14,6 17,9 
8 1 0,8 3 14,7 17,9 
9 1 1,3 –6 19,1 18,0 

10 1 1,3 –3 15,8 18,0 
11 1 1,3 0 14,0 17,8 
12 1 1,3 3 13,9 17,8 

 

 

Рис. 2. Зависимость динамического модуля E* от предварительной  
статической деформации εst при различных значениях амплитуды  

деформации εа (0,3; 0,8; 1,3 % сверху вниз) 

Из графика видно, что жесткость материала при сжимающих де-
формациях больше, чем при растягивающих деформациях (E* при –3 % 
больше, чем E* при 3 %). Зависимость динамического модуля E* (МПа) 
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от статической деформации εst можно описать полиномом второго  
порядка: 

* 20,15 0,36 15,4) 3( st st stE ε = ε − ε +  при εа = 0,3 %, 

* 20,12 0,35 14,6) 2( st st stE ε = ε − ε +  при εа = 0,8 %, 

* 20,09 0,32 14,0) 4( st st stE ε = ε − ε +  при εа = 1,3 %. 

Такое поведение характерно для данного типа материала [1, 18, 
19]. Амплитуда деформации εа существенно влияет на динамический 
модуль E* (чем меньше εа, тем больше значения E*). При уменьшении εа 
ветви параболы становятся круче, вершина параболы относительно оси 
0E* смещается незначительно, а относительно 0εst – существенно (чем 
меньше εа, тем выше вершина параболы). Изменениями угла потерь φE 
в зависимости от предварительной статической деформации εst и ам-
плитуды деформации εа можно пренебречь.  

В данных экспериментах (см. табл. 1) статическая деформация εst 
при моногармонических испытаниях играет роль низкочастотной гар-
моники при бигармонических испытаниях. Разумно предположить, что 
при бигармонических испытаниях значение E2

* в зависимости от де-
формации ε1 будет изменяться подобным образом, как на рис. 2. Это 
подтверждается работами [18, 19]. Из рис. 2 видно, что чем меньше 
диапазон изменения статической деформации εst, тем менее сущест-
венно изменяется динамический модуль E* в этом диапазоне (напри-
мер, в диапазоне εst = (–1…1) % E* = (15,1…15,8) МПа, в диапазоне  
εst = (–2…2) % E* = (15,0…16,6) МПа, в диапазоне εst = (–3…3) % E* =  
= (15,0…18,0) МПа). Проводя аналогию с бигармоническими испыта-
ниями, можно предположить, что чем меньше εа1, тем меньше диапа-
зон изменения E2

*. Для проверки данного предположения были прове-
дены бигармонические испытания материала по закону деформирова-
ния вида 

1 1 2 2( ) sin 2 sin 2a at t tε = ε πν + ε πν  

при варьировании значения εа1 (табл. 2).  
Для определения динамических деформационных свойств вязко-

упругого материала при бигармонических нагружениях разработана 
и апробирована специальная методика [18]. Поведение материала при 
таких нагрузках можно описать параметрами E1

*, φE1, E2
*, φE2. 
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Таблица 2 

Параметры нагружения образцов 

Частота гармоник, Гц Амплитуда деформации  
гармоник, % 

Номер режима 
нагружения 

ν1 ν2 εа1 εа2 
13 1/11 1 0,2 0,3 
14 1/11 1 0,4 0,3 
15 1/11 1 0,6 0,3 
16 1/11 1 1,0 0,3 
17 1/11 1 1,5 0,3 
18 1/11 1 2,0 0,3 
19 1/11 1 2,5 0,3 
20 1/11 1 3,2 0,3 
21 1/11 1 3,8 0,3 
 

1φ constE = ; 2φ const,E =  

* * * *
1 1сж 1 1с

1
ж*

1 1( ) ( ),
2 2

sin 2  р
E

рE E E E
E tt

+ −
= + πν + ϕ  

 
* * * *
2 2,0 2,1 1 2,2 2 2,2

*
12,3

( ) sin2 sin 2

sin 2 2 0

( )

( ).,5

EE t E E t E t

E t

= + πν πν + ϕ

π ν −

+

π

+

+
 (3) 

Слагаемое 
* *
1 1сж

2
рE E+

 возникает вследствие разной сопротивляемости 

материала при растяжении и сжатии (E* при –3 % больше, чем E* при 
3 %). Явление различной сопротивляемости материала растяжению 
и сжатию, как правило, характерно для высоконаполненных полимеров 

[1]. При отсутствии данного эффекта * *
сж .pE E=  

Значением *
2,2Е  для упрощения можно пренебречь вследствие его 

малости. Значения деформационных свойств материала при бигармо-
нических нагружениях представлены в табл. 3 (рис. 3, 4). Номера ре-
жимов нагружения из табл. 2 соответствуют номерам режимов нагру-
жения из табл. 3. 
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Таблица 3 

Значения динамических деформационных свойств материала 

Номер режима
нагружения 

*
1рЕ , 

МПа 

*
1сжЕ , 

МПа 

φE1,  
град. 

*
2,0Е , 

МПа 

*
2,1Е , 

МПа 

*
2,3Е , 

МПа 

φE2,  
град. 

13 8,1 9,7 18,2 14,3 –0,3 0,1 17,1 
14 8,6 9,4 18,1 14,4 –0,5 0,1 17,1 
15 8,2 9,2 18,3 14,2 –0,8 0,3 17,2 
16 8,1 9,1 18,3 14,3 –1,2 0,7 17,2 
17 8,0 9,2 18,3 14,4 –1,6 0,8 17,2 
18 7,8 9,1 18,3 14,4 –1,8 0,9 17,4 
19 7,6 9,0 18,4 14,3 –2,0 1,2 17,8 
20 7,3 8,9 18,4 14,1 –2,3 1,5 17,7 
21 7,1 8,8 18,4 14,1 –2,6 1,9 17,9 
 

 

 

Рис. 3. Зависимости составляющих функции E1
*(t) и φE1 от амплитуды  

деформации εа1 

Анализ данных табл. 3, а также информации, приведенной на 
рис. 3, 4 показывает, что изменение значения амплитуды деформации εа1 

оказывает влияние на *
1рЕ  и *

1сжЕ  (с увеличением εа1 значения *
1рЕ  

и *
1сжЕ  уменьшаются), а также на *

2,1Е  и *
2,3Е  (с увеличением εа1 абсо-

лютные значения *
2,1Е  и *

2,3Е  увеличиваются, наблюдается линейная 
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зависимость). Изменение значений εа1 практически не оказывает влия-
ние на углы потерь φE1, φE2 (можно принять средние значения φE1 =  

= 18,9 град., φE2 = 18,4 град.) и на *
2,0Е  в исследованном диапазоне εа1. 

 

Рис. 4. Зависимости составляющих функции E2
*(t) и φE2  

от амплитуды деформации εа1 

Далее целесообразно определить, при каких значениях амплиту-

ды деформации εа1 можно пренебрегать параметрами *
2,1Е  и *

2,3Е  

в уравнении (3). Для этого данные, полученные по методике с приме-
нением уравнения (3), сравнивались с данными, полученными по ме-
тодике с применением уравнений  

 * *
2 2,0 ,E E=  (4) 

 * * *
2 2,0 2,1 1( ) sin2 ,E t E E t= + πν  (5) 

и через каждый промежуток времени Δt = 0,01 определялись погреш-
ности P1 и P2: 

3
1

4

1 100%;P
σ= − ⋅
σ

 3
2

5

1 100%,P
σ= − ⋅
σ
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где σ3 – напряжения, полученные по методике с использованием урав-
нения (3); σ4 – напряжения, полученные по методике с использованием 
уравнения (4); σ5 – напряжения, полученные по методике с использо-
ванием уравнения (5). Зависимость наибольших погрешностей от ам-
плитуды деформации при использовании формул (4) и (5) представле-
на на рис. 5. 

 
а     б 

Рис. 5. Зависимость погрешности использования методик с уравнениями (4)  
(а) и (5) (б) от амплитуды деформации εа1 

Из рис. 5 видно, что с увеличением амплитуды деформации εа1 
погрешности P1 и P2 возрастают. Анализируя графики, можно сделать 
вывод, что в предлагаемой методике определения динамических де-
формационных свойств [18] без существенной потери в точности урав-
нение (4) целесообразно использовать при εа1 = [0…1) %, уравнение (5) – 
при εа1 = [1…2) %, уравнение (3) – при εа1 ≥ 2 %. 

Анализ рис. 2 показывает, что изменение амплитуды деформации εа 
влияет на крутизну ветвей параболы и положение вершины (при 
уменьшении εа крутизна ветвей параболы увеличивается). Исходя из 
этого можно предположить, что увеличение амплитуды деформации εа2 

также приведет к уменьшению *
2,1Е , *

2,3Е  и *
2,0Е . Для проверки этого 

предположения были проведены бигармонические испытания, анало-
гичные испытаниям из табл. 2 при εа2, равном 0 (одночастотное нагру-
жение), 1, 1,5, 2, 3 %. В результате удалось установить, что изменения 

параметров *
2,1Е , *

2,3Е  и φE2 от εа2 оказываются не существенными, в от-

личие от параметров φE1 и *
2,0Е  (рис. 6).  

В работах [18, 19] изменениями φE1 от εа2 при εа2 = [0,3…1] % 
пренебрегали. Как можно увидеть из рис. 6, разница между φE1(0,3 %) 
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и φE1(1 %) менее 0,9 град. Однако при увеличении диапазона до εа2 =  
= [0,3…3] % разница между φE1(0,3 %) и φE1(3 %) достигает 3,6 град.  

 

 

Рис. 6. Зависимости составляющих *
2,0Е  и φE1 от амплитуды деформации εа2 

 

Рис. 7. Зависимости составляющих *
1рЕ  и *

1сжЕ  от амплитуды деформации εа1  

при различных значениях εа2 

Увеличение εа2 не приводит к существенным изменениям зави-
симостей P1(εа1) и P2(εа1). Также был обнаружен следующий эффект:  

– при отношении амплитуд εа2 / εа1 ≤ 1 значения *
1рЕ , *

1сжЕ , опре-

деленные при двухчастотных нагружениях, практически не отличают-

ся от значений *
рЕ , *

сжЕ , определенных при соответствующих одночас-

тотных нагружениях (рис. 7); 

– при отношении амплитуд εа2 / εа1 > 1 значения *
1рЕ , *

1сжЕ  суще-

ственно отличаются от *
рЕ , *

сжЕ  (рис. 7). 
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Заключение 

Проведены экспериментальные исследования динамических де-
формационных свойств низкомодульного вязкоупругого полимерного 
композита при бигармонических (двухчастотных) нагружениях и мо-
ногармонических (одночастотных) нагружениях. В рамках моногармо-
нического нагружения реализовывались режимы с изменением предва-
рительной статической деформации и амплитуды деформации. В рам-
ках бигармонического нагружения реализовывались режимы с 
изменением амплитуд деформаций первой (низкочастотной) и второй 
(высокочастотной) гармоник. Для определения поведения вязкоупру-
гого материала при таких нагрузках использовалась разработанная ра-
нее методика [18], по которой определялись динамический модуль E* и 
угол потерь φE для каждой гармоники нагружения. 

В результате проведенных моногармонических испытаний уда-
лось установить, что предварительная статическая деформация εst су-
щественно влияет на динамический модуль E*, причем жесткость ма-
териала при сжимающих деформациях больше, чем при растягиваю-
щих деформациях. Зависимость динамического модуля E* от 
амплитуды деформации εа можно описать полиномом второго порядка. 
Амплитуда деформации εа также существенно влияет на динамический 
модуль E*. Изменениями угла потерь φE в зависимости от предвари-
тельной статической деформации εst и амплитуды деформации εа мож-
но пренебречь. 

Исследования механического поведения материала при бигармо-
нических испытаниях показали, что увеличение амплитуды деформа-
ции низкочастотной гармоники εа1 приводит к увеличению абсолют-

ных значений *
2,1Е  и *

2,3Е  высокочастотной гармоники, практически не 

оказывает влияние на углы потерь низкочастотной φE1 и высокочас-
тотной гармоник φE2 соответственно, а также на составляющую E2,0

*. 

При отношении амплитуд εа2 / εа1 ≤ 1 значения *
1рЕ , *

1сжЕ , определен-

ные при двухчастотных нагружениях, практически не отличаются от 

значений *
рЕ , *

сжЕ , определенных при соответствующих одночастот-

ных нагружениях. При отношении амплитуд εа2 / εа1 > 1 значения *
1рЕ , 

*
1сжЕ  существенно отличаются от *

рЕ , *
сжЕ . Увеличение амплитуды де-
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формации высокочастотной гармоники εа2 приводит к уменьшению 

значений *
2,0Е  и φE1.  

Было также установлено, что с применением разработанной ме-
тодики определения динамических деформационных свойств без су-
щественной потери в точности уравнение (4) целесообразно использо-
вать при εа1 = [0…1) %, уравнение (5) – при εа1 = [1…2) %, уравнение 
(3) – при εа1 ≥ 2 %. 

Для дальнейших исследований представляют интерес следующие 
динамические испытания: 

– бигармонические испытания при различном соотношении частот; 
– бигармонические испытания в широком диапазоне температур; 
– всевозможные бимодальные (двухосные) испытания. 
 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант  

13-01-96003 р_урал_а). 
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