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АВТОМОДЕЛЬНЫЕ ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ  
КОНВЕКТИВНЫЕ СТРУКТУРЫ 

Рассмотрена задача о конвективном течении в слое вязкой жидкости, вызываемом ее ло-
кальным нагревом. Поиск решения задачи осуществлялся в рамках класса точных решений 
уравнений термогравитационной конвекции, обобщающего известный класс решений уравнений 
Навье-Стокса, к которому относятся вихри Бюргерса и Салливана. Для единичного числа Пран-
дтля найдены два семейства автомодельных решений задачи, позволившие описать эволюцию 
двух различных типов радиально-локализованных вихрей. В обоих случаях радиальная компо-
нента скорости на большом расстоянии от оси симметрии вихрей убывает обратно пропорцио-
нально радиусу, в то время как вертикальная составляющая скорости и температура в первом 
случае затухают как квадрат расстояния от оси, а во втором – экспоненциально. Для азимуталь-
ной скорости получено отдельное линейное уравнение с коэффициентами, зависящими от функ-
ции тока меридионального течения. В силу автомодельности это уравнение допускает частные 
решения с разделяющимися переменными, суперпозиция которых дает возможность описать 
перенос момента импульса (циркуляции, если она отлична от нуля) от бесконечности к центру 
вихря, а также проследить эволюцию произвольного локализованного начального возмущения 
азимутальной скорости. Под действием вихревой и тепловой диффузии рассмотренные вихре-
вые образования затухают со временем. Полученные точные решения являются простыми, обо-
зримыми моделями локализованных конвективных вихрей и ранее известны не были. 

Ключевые слова: конвекция, уравнения Обербека–Буссинеска, точные решения, лока-
лизованные вихри. 
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SELF-SIMILAR LOCALIZED CONVECTIVE  
STRUCTURES  

The problem of convective flow in a layer of viscous fluid, caused by local heating, is consid-
ered. The problem solution was sought within the class of exact solutions of the thermo-gravitational 
convection generalizing well-known class of solutions of the Navier-Stokes equations involved the Bur-
ger’s and Sullivan’s vortexes. The two families of self-similar solutions of the problem for a unit Prandtl`s 
number are found, it allow to describe the evolution of two different types of radial – localized vortices. 
In both cases, the radial component of the velocity at a distance from the axis of symmetry of the vor-
tices is inversely proportional to the radius, while the vertical component of the velocity and the tem-
perature in the first case decayed as the square of the distance from the axis, and the second – expo-
nentially. The separate linear equation for the azimuthal velocity with coefficients depending on the 
current function of meridian flow is obtained. By virtue of the similarity equation admits particular solu-
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tions with separated variables, the composition of which allows us to describe the transfer of angular 
momentum (circulation, if it is different from zero) from infinity to the center of the vortex, as well as to 
trace the evolution of an arbitrary localized initial perturbation of azimuthal velocity. These vortex forma-
tions are decay in the time due to the vortex and thermal diffusion. The Found exact solutions are the 
simple, usefully models of localized convective vortices and previously were not known. 

Keywords: convection, Oberbeck – Boussinesq equations, exact solutions, localized vortexes. 

Введение 

Движение тяжелой жидкости, возникающее в результате неодно-
родности распределения плотности, обусловленного неравномерным 
нагревом среды, называется термогравитационной конвекцией. Про-
стейшим объектом при изучении конвекции является слой жидкости 
с твердыми или свободными горизонтальными границами. Необходи-
мым условием равновесия такого слоя является вертикальность одно-
родного градиента давления. Конвекция в слое не может возникнуть до 
тех пор, пока число Рэлея, характеризующее баланс между силами вяз-
кого трения и плавучести (Архимеда), не достигнет критического зна-
чения. Например, для слоя с твердыми границами критическое значе-
ние числа Рэлея Ra 1707,762=  [1]. Положительность безразмерного 
комплекса Рэлея означает, что температура жидкости уменьшается 
с высотой (неустойчивая стратификация), в то время как при подогреве 
сверху (устойчивая стратификация) плоского горизонтального слоя 
с твердыми границами конвекция никогда не возникает. 

Возникнув, конвективное течение стремится перемешать жид-
кость так, чтобы выровнять температуру или перейти в новое равно-
весное состояние, при этом в качестве источника движения использу-
ется в том числе запас энергии, содержащийся в первоначальной рав-
новесной стратификации. В связи с этим представляет интерес проблема 
использования энергетического потенциала термически стратифициро-
ванной среды для генерации и поддержания пространственно-локализо-
ванных вихревых структур, наблюдаемых в лабораторных [2] и естест-
венных условиях (смерчи, «пыльные дьяволы» и пр.). Далее рассматри-
ваются точные решения уравнений гидродинамики в приближении 
Обербека–Буссинеска, моделирующие такого рода структуры. 

1. Постановка и общий анализ задачи 

Пусть в тяжелой жидкости, находящейся над непроницаемой 
плоскостью 0z = , имеется равновесный градиент температуры 

e zT A∗∇ = − . В начальный момент времени 0t =  в слой вносится ради-
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ально локализованное осесимметричное возмущение, в центре которо-
го вертикальный градиент температуры 0ez zT A∇ = − . Требуется опи-
сать возникающее конвективное течение в зависимости от соотношения 
величин равновесного и возмущающего градиентов температуры и типа 
локализованных возмущений гидродинамических и тепловых полей. 

В цилиндрической системе координат ( )e ,e ,er zϕ  осесимметрич-

ные уравнения Обербека–Буссинеска записываются как 
2 2

2
r r r r r

r z
vv v v rv vpv v rt r z r r r r z

ϕ  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + − = − + ν + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, 

2

2r z
v v v rv v

v v rt r z r r z
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

+ + = ν +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
, 

2

2
1z z z z z

r z
v v v v vpv v r g Tt r z z r r r z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + = − + ν + + β ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, 

2

2
1

r z
T T T T Tv v rt r z r r r z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = χ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, 

1 0.r zrv v
r r z

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

Граничные условия, выражающие требования аналитичности скорости 
на оси возмущения [3] и механического равновесия на бесконечном 
удалении от нее, имеют вид 

 
0

0
0 : 0, 0, ;

: 0, .

z
r

t

r z

v Tr v v Ar z

Pr v v v g A zz

ϕ
=

ϕ ∗

∂ ∂
= = =  =  = −

∂ ∂

∂
→ ∞ = = =  = − β

∂

 (1) 

Здесь , ,r zv v vϕ  – скорость жидкости; Т, Р – отклонения температуры 

и давления, отнесенного к средней плотности ρ0, от их средних значе-
ний, соответствующих ρ0; β – коэффициент теплового расширения; g – 
модуль ускорения свободного падения; ν – коэффициент кинематиче-
ской вязкости жидкости. 
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Уравнения Обербека–Буссинеска допускают класс точных реше-
ний, обобщающий известное изотермическое решение [4, 5] 

( )
3

,r
g

v u x
x
ν

= τ , ( ) ( )
3

, ,
g

v V x Zv x
xϕ
ν

= τ + τ   , 

 ( )32 ,z
uv g W x Z x

∂ = − ν τ + ∂ 
, ( ) ( ), ,T x Z xβ = − Θ τ + θ τ   , (2) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 23

0 1 2, 4 , 2 ,P g p x Z p x Z p x = ν τ − τ − τ  , 

где 232 ,g tτ = ν  2 4 23x g r= ν , 23Z g z= ν  – безразмерные время 
и пространственные переменные. 

Представление (2) можно рассматривать как первые члены раз-
ложения гидродинамических величин и температуры в ряд Тейлора по 
поперечной координате Z, справедливое для тонкого слоя. Обрыв ряда 
оправдан точным удовлетворением (2) уравнениям Обербека–Буси-
неска. В то же время это разложение не позволяет в полной мере 
учесть краевые условия на горизонтальных границах слоя. 

Далее принимается, что v = W = Θ = 1 0p = , тогда уравнения На-
вье–Стокса в приближении Буссинеска редуцируются к системе 

2 2 2

2 22 4
u u u u uu xx x x xx x

∗  θ − θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − = + ∂ ∂τ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

, 

 2
Pr

uu xx x x x
∂θ ∂θ ∂ ∂ ∂θ + − θ =  ∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, (3) 

2

22V V Vu xx x
∂ ∂ ∂

+ =
∂τ ∂ ∂

 

с граничными условиями, следующими из (1), 

 
( )

2
3

0 0

2
3

0 : 0, 0,0 ,

: 0, 0, 0, .

x u V A g

u u Vx Ax gx x ∗ ∗

ν
= = =  θ = θ ≡ β

∂ ν
→ ∞ →  →  →  θ → θ ≡ β

∂

 (4) 

Здесь Pr = ν χ  – число Прандтля; ∗θ , 0θ  – безразмерные равновесный 
и возмущенный градиенты температуры. Величины 0p  и 2p  опреде-
ляются следующим образом: 
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22

0
1 22 d2 2

u u V up xx x x x
 ∂ ∂ = − − +  ∂ ∂τ   

∫ , 2 4p ∗θ
= . 

Первые два уравнения (3) образуют замкнутую подсистему, ко-
торая в случае совпадения характерных вязкого и теплового диссипа-
тивных времен ( Pr 1= ) преобразованием 

 ( ) u
x ∗

∂
θ = α τ + θ

∂
, 

2

4
d
d ∗
α α

= θ −
τ

, ( ) 00α = α  (5) 

сводится к одному уравнению с граничными условиями, следующими 
из (4) (последнее уравнение (3) и краевые условия к нему остаются не-
изменными): 

 
2 2 2

2 22 .4
u u u u u uu xx x x x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ α ∂
+ − = + ∂ ∂τ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 (6) 

 0x = : 0u = , 0

00

u
x

∗

τ=

θ − θ∂
=

∂ α
; x → ∞ : 0u

x
∂

→
∂

, 0.u
x

→  (7) 

Безразмерный параметр ( )0 0 ∗α θ − θ  характеризует соотношение 
между начальным импульсом возмущения и создаваемой им (возму-
щением) дополнительной силой Архимеда на оси вихря. 

В отсутствие фоновой стратификации 0∗θ =  второе уравнение 

(5) имеет решение ( ) ( ) 1
0 04 4 −α τ = α α τ + , что позволяет ввести в (6), (7) 

автомодельную переменную ( ) 1
04x −ξ = τ + α  и переписать последнюю 

систему в виде краевой задачи для обыкновенного дифференциального 
уравнения 

 ( ) ( )2 2 ,u u u u u u′′′ ′′ ′ ′ ′ξ = − ξ − −  (8) 

 0ξ = : 0u = , 0
2
0

4u θ′ =
α

; ξ → ∞ : 0u′ → , 0.u
→

ξ
 (9) 

Впредь штрихом обозначается производная по переменной ξ. Ес-
тественно полагать, что неизвестная V, подчиняющаяся последнему 
уравнению (3) с соответствующими граничными условиями (4), явля-
ется функцией безразмерного времени τ и переменной ξ. Тогда для на-
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хождения азимутальной составляющей поля скорости имеем линейную 
начально-краевую задачу 

( )
2

2
0

4 2V V Vu∂ ∂ ∂ τ + = ξ + ξ − ξ    α ∂τ ∂ξ∂ξ 
, 

( ) ( )00,V Vξ = ξ ; 0ξ = : 0V = ; ξ → ∞ : 0,V
→

ξ
 

решение которой можно искать в виде суперпозиции частных решений 
с разделяющимися переменными, что приводит к выражению 

 ( ) ( ) ( )0
000 0

4, exp .2 2

k

k k
k

u s
V ds d ws

−ξ η

≠

 η  τ ξ = Γ − + η+ Γ ξ τ +   α   
∑∫ ∫  (10) 

Постоянные kΓ  являются коэффициентами разложения началь-

ного возмущения ( )0V ξ  по собственным функциям спектральной зада-
чи (первое слагаемое в (10) соответствует собственному значению 

0k = ) 

 ( )2 0k k kw u w kw′′ ′ξ + ξ − ξ + =   , ( )0 0kw = , ( )lim 0.kw
ξ→∞

ξ
=

ξ
 (11) 

2. Точные автомодельные решения 

Уравнение (8) обладает следующим решением (его стационарный 
изотермический аналог рассматривался в [6]): 

cu a b d= + ξ +
ξ +

, 

( )2 0b b+ = , ( )12 0c d c− = , ( )4 1 0a d b c+ − − =   , 0bc = . 

С учетом краевых условий (9) имеем 

( ) 12
8u ξ

ξ = −
ξ +

, 4a = − , 0b = , 96c = , 8d = , 2
0 0

3 0.8θ = − α <  

В результате, принимая во внимание (10), получаем следующие 
выражения для гидродинамических величин: 
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3
12 8r

g
V

x
ν ξ

= −
ξ +

, 
( )( )

3

2
0

192
6 8

z
g

V Z
ν

=
τ + − θ ξ +

, 

 ( )
( )

( )
3

0 6
000

exp 2 6
8

k

k k
k

sg
V ds w

x s

−ξ

ϕ
≠

  −ν  = Γ + Γ ξ τ + −  θ +   
∑∫ , (12) 

( ) ( )
2 2

0

384

6 8
T Z=

β τ + − θ ξ +
, 

где kw  удовлетворяют системе 

( ) ( ) ( )2 8 20 8 0k k kw w k w′′ ′ξ ξ + + ξ ξ + + ξ + = , ( )0 0kw = , ( )lim 0kw
ξ→∞

ξ
=

ξ
. 

Например, при 2k = , имеем: ( ) ( )5
2 8 exp 2w −= ξ ξ + −ξ . 

Автомодельность вида ( )0x τ + τ  свойственна диффундирующим 
течениям, что проявляется в дрейфе максимума радиальной скорости 
от оси вихря. В то же время имеет место радиальная адвекция по на-
правлению к оси симметрии потока и подъем жидкости вверх от под-
стилающей непроницаемой плоскости 0z =  на фоне устойчивой стра-
тификации возмущения при нулевой равновесной стратификации 

0∗θ = . Вдали от оси симметрии горизонтальное адвективное течение, 
аналогичное потенциальному вихрестоку, преобладает над вертикаль-
ным, так как ( ) ( )1 1 2

0, , ~ , ,r zv v v r r zr− − −
ϕ − Γ . В конечном счете тепловая 

и вихревая диффузия берет верх над конвергентной адвекцией, и вихрь 
(12) со временем затухает. Следует отметить, что тепловое возмущение 
(12) локализовано «сильнее» гидродинамического и быстрее исчезает 
со временем. 

Еще одним решением краевой задачи (8), (9), существующим при 

0 02α = −θ , является (к этому типу относятся стационарные изотер-
мические вихри Бюргерса [7] и Салливана [8] и их нестационарные 
аналоги [9, 10]) следующее: 

( ) 22 1 .u e
ξ− ξ = − − 
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С его помощью вновь удается построить пример точного реше-
ния уравнений конвекции, описывающего радиально-локализованные 
вихри: 

3
22 1r

g
v e

x

ξ−ν  = − − 
 

, 
2

3
0

0

2 ,
2z

ev g Z
ξ−

= −θ ν
−θ τ +

 

  ( )
3 2

0
0 00 0

1 2exp ,2

ks

k k
k

g ev ds d wsx

−−ξ η

ϕ
≠

    ν η −   = Γ − − η + Γ ξ τ +      −θ   
∑∫ ∫  (13) 

( )
0 2

0

4 .
2

eT Z
−ξ

β = θ
−θ τ +

 

Здесь базисные функции для разложения начального возмущения 
азимутальной скорости удовлетворяют задаче о собственных функциях 
и собственных значениях 

22 2 2 0k k kw e w k w
ξ− ′′ ′ξ + + ξ − + = 

 
, ( )0 0kw = , ( )lim 0kw

ξ→∞

ξ
=

ξ
. 

Вихрь (13), подобно предыдущему случаю, затухает со временем 
вследствие тепловой и вихревой диффузии, преодолевающей конвер-
гентную адвекцию. Вдали от оси горизонтальное течение по-прежнему 
представляет собой потенциальный вихресток, а температура и верти-
кальная составляющая скорости обращаются в ноль экспоненциально. 

В силу сложности организации экспериментов количество работ, 
направленных на лабораторное изучение нестационарных вихрей, не-
велико. В [11] выполнено сравнение вихрей Бюргерса [7], Салливана 
[8] и Беллами-Найтса [10], относящихся к рассматриваемому здесь 
классу точных решений (2), c результатами лабораторного моделиро-
вания эволюции вихрей, образующихся вследствие локального отбора 
(аналог конвективной подъемной силы) со свободной поверхности 
жидкости, заполняющей вращающуюся кювету (аналог циркуляции на 
бесконечности). В результате обнаружено хорошее качественное, 
а в ряде случаев и количественное совпадение экспериментальных 
и теоретических профилей азимутальной скорости в последовательные 
моменты времени. 
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Таким образом, получены два примера точных автомодельных 
решений уравнений гидродинамики в приближении Обербека–Буси-
неска, описывающих радиально-локализованные конвективные вихри, 
эволюционирующие в слое без температурной стратификации. 
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