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СЕТЧАТОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ НАЛИЧИИ НАГРУЗКИ,  

СОСРЕДОТОЧЕННОЙ В ТОЧКЕ 

Рассматривается пространственная задача о равновесном состоянии мягкой сетчатой 
оболочки при наличии внешней точечной нагрузки, сосредоточенной в некоторой точке. Под сет-
чатой понимается оболочка, силовой основой которой является сетка, образованная двумя се-
мействами взаимно перекрещивающихся, абсолютно гибких, упругих нитей. Предполагается, что 
функции, описывающие физические соотношения в нитях, являются непрерывными, неубываю-
щими и имеют линейный рост на бесконечности. Обобщенная задача сформулирована в виде 
операторного уравнения в пространстве Соболева. Доказано, что множество решений обобщен-
ной задачи не пусто, выпукло и замкнуто. Построены конечномерные аппроксимации задачи, 
исследована их сходимость. Для решения задачи использован двухслойный итерационный ме-
тод. Данный метод был реализован численно. Проведенные для модельных задач численные 
эксперименты подтвердили эффективность итерационного метода. 
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ON THE SOLVING OF EQUILIBRIUM PROBLEM  
FOR THE SOFT NETWORK SHELL WITH A LOAD  

CONCENTRATED AT THE POINT 

А spatial equilibrium problem of a soft network shell in the presence of external point load con-
centrated at some point is considered. A network shell is understood to mean the shell which has as its 
strength basement the net formed by two families of mutually intersecting, absolutely flexible, elastic 
threads. It is supposed that functions describing physical relations in the threads are continuous, non-
decreasing, and have the linear growth at infinity. The generalized problem in the form of operator equa-
tion in the Sobolev space is formulated. It is proved that the set of solutions of the generalized problem 
is non-empty, convex, and closed. The finite dimensional approximations of the problem are constructed 
and their convergence is investigated. To solve the problem, we used a two-layer iterative method. This 
method was realized numerically. The numerical experiments made for the model problems confirmed 
the efficiency of the iterative method.  

Keywords: мathematical simulation, soft network shell, finite dimensional approximations, point 
load, two-layer iterative method. 



О решении задачи равновесия мягкой сетчатой оболочки при наличии нагрузки 
 

 17

Введение 

В работе рассматривается пространственная задача о равновес-
ном состоянии мягкой сетчатой оболочки при наличии внешней точеч-
ной нагрузки, сосредоточенной в некоторой точке. Под сетчатой пони-
мается оболочка, силовой основой которой является сетка, образован-
ная двумя семействами взаимно перекрещивающихся, абсолютно 
гибких, упругих нитей. Предполагается, что функции, описывающие 
физические соотношения в нитях, являются непрерывными, неубы-
вающими и имеют линейный рост на бесконечности. Решаемые здесь 
задачи весьма часто возникают в механике, медицине, при проектиро-
вании различного рода конструкций, изготовленных из тканевых или 
пленочных материалов (см., например, [1–13]). 

Задачи об определении положения равновесия мягкой сетчатой 
оболочки рассматривались и ранее (см., например, [14–18]). При этом 
обобщенные задачи формулировались в виде уравнений или вариаци-
онных неравенств с оператором, действующим в случае линейного 
роста функций, описывающих физические соотношения в нитях, из 

соболевского пространства 
3

1
2V W

 
=  

 

o

 в сопряженное с ним, и соответ-

ственно рассматривается ситуация, когда функция, описывающая 
плотность внешних источников, определяет линейный непрерывный 
функционал на V. 

В настоящей работе проводится исследование задач теории мяг-
ких сетчатых оболочек с менее гладкой правой частью: каждый точеч-
ный источник, в неодномерном случае моделируется дельта-функцией 
Дирака, которая не принадлежит пространству, сопряженному с V. 
Обойти указанную выше трудность удалось благодаря аддитивному 
выделению особенности, связанной с дельта-функцией. 

Обобщенная постановка задачи сформулирована в виде инте-

грального тождества относительно функции 
3

1
1 .W

 
 
 

o

 Затем введена 

вспомогательная задача с правой частью, задаваемой дельта-функцией. 
Для вспомогательной задачи известно решение в явном виде. Благода-
ря этому обобщенная постановка свелась к нахождению решения опе-
раторного уравнения в V. Установлены свойства оператора, входящего 
в это уравнение – ограниченность, непрерывность, монотонность, ко-
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эрцитивность, что дало возможность применить для доказательства 
теоремы существования известные результаты теории монотонных 
операторов (см., например, [19, 20]). Доказано, что множество решений 
обобщенной задачи не пусто, выпукло и замкнуто. Вообще говоря, ре-
шение обобщенной задачи не единственно. Однако установлено, что 
усилия в нитях определяются однозначно. 

Отметим, что аналогичный подход был использован при рас-
смотрении стационарных задач фильтрации несжимаемой жидкости, 
следующей закону фильтрации с предельным градиентом, при наличии 
точечного источника [21, 22]. 

Построены конечномерные аппроксимации задачи, исследована 
их сходимость. Для решения задач использован разработанный в рабо-
те [23] двухслойный итерационный метод. Данный метод был реализо-
ван численно. Проведенные для модельных задач численные экспери-
менты подтвердили эффективность итерационного метода.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим пространственную задачу о равновесном состоянии 
мягкой сетчатой оболочки при наличии точечной нагрузки. Под сетча-
той понимается оболочка, силовой основой которой является сетка, 
образованная двумя семействами взаимно перекрещивающихся, абсо-
лютно гибких, упругих нитей. Предполагается, что узлы сети фиксиро-
ваны, материал, заполняющий промежутки между нитями, не сопро-
тивляется деформации, и ни в начальном состоянии, ни в процессе де-
формации соседние нити не соприкасаются. Ячейки сети считаются 
малыми и не сопротивляющимися сдвиговым деформациям. Деформа-
ции и перемещения допускаются конечными. 

Введем в пространстве декартову систему координат 1 2 3( , , ).x x x  
Считаем, что в недеформированном состоянии оболочка может быть 
описана поверхностью 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))ξ α = ξ α ξ α ξ α , где 1 2( , )α = α α ∈Ω  – 

лагранжевы координаты; Ω  – ограниченная область из 2R  с непре-
рывной по Липшицу границей Γ . Предполагаем, что функция ξ  удов-

летворяет условиям: 
31( )C ξ∈ Ω  , для любого α∈Ω  справедливо не-

равенство [ ]1 2( ), ( ) 0c∂ ξ α ∂ ξ α ≥ > . 
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Лагранжевы координаты 1 2( , )α α  выберем так, что координатные 
линии сонаправлены с нитями, образующими оболочку. 

Через 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))w w w wα = α α α  обозначим функцию, описы-
вающую поверхность оболочки в деформированном состоянии, через 

[ ] 2
1 2( ) ( ), ( )G w wα = ∂ α ∂ α  – дискриминант метрического тензора по-

верхности деформированной оболочки. 
Здесь использованы обозначения: /j j∂ = ∂ ∂α , 1,2j = ; [ , ]⋅ ⋅ , ( , )⋅ ⋅  

и | |⋅  – векторное, скалярное произведения и норма в 3R  соответственно. 

Введем также следующие обозначения (для 1,2j = ): * 3j j= − ; 

j jr w= ∂  – вектора, образующие ковариантный локальный базис на де-

формированной поверхности; | |j jg = ∂ ξ , | |j jG w= ∂  – параметры Ляме 
соответственно недеформированной и деформированной поверхности 
оболочки; 1 2,r r – векторы, образующие контрвариантный локальный 

базис на деформированной поверхности: ( , )m
j jmr r = δ . 

Обозначим через F j  внутреннюю силу, действующую на едини-
цу длины 

*jα -й координатной линии ( constjα = ) деформированной 
оболочки с той стороны оболочки, куда направлен вектор jr , 1,2j = , 

через jmF  – коэффициенты разложения этой плотности сил по еди-

ничным векторам локального базиса: 
2

1

jm
j

m
mm

FF rG=

= ∑ . Тогда ковари-

антные компоненты тензора напряжений 
2

, 1

jm
j m

j m
T T r r

=

= ∑  связаны 

с погонными усилиями jmF  соотношениями * /jm jm
mjGT F G G=  

(см. [24, с. 50]). 
Для сетчатой оболочки в силу того, что в выбранной лагранжевой 

системе координат направления осей совпадают с направлениями ни-
тей, имеем [25]: 12 21 0F F= =  (то есть ячейка сети не оказывает сопро-
тивления повороту нитей в узлах скрепления), * *( ) /j j

j j j j jF b g G= λ ρ , 

где /j j jg Gλ =  – относительные степени удлинения. 
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Здесь 1 2, :b b R R+ +→  – функции, характеризующие физические свой-

ства нитей; :j R+ρ Ω →  – количество нитей, сонаправленных с 
*jα -й 

координатной осью, на единицу длины 
*jα -й координатной оси 

в недеформированном состоянии. Эти функции определены конст-
рукцией сетчатой оболочки, и относительно них считаем выполнен-
ными условия 

 )( +∈ RСb j , ( ) ( )j jb bλ > ζ  при 1,λ > ζ ≥  (1) 

 ( ) 0jb ζ =  при 1ζ ≤ *, (2) 

существуют постоянные 0 1, , 0,c c k >  такие, что ( )j Cρ ∈ Ω , 0( )j сρ α ≥  

для всех α∈Ω ,  

 1 ( )jk c b kζ − ≤ ζ ≤ ζ .  (3) 

Заметим, что, вообще говоря, направления jr  не являются глав-

ными для тензора T , хотя смешанные компоненты jmT  и равны нулю. 
Уравнение равновесия оболочки, находящейся под воздействием 

внешних сил, в декартовой системе координат имеет следующий вид 
(см. [24, с. 88]): 

 *

2

1

(| | / )
( ) 0,| |

j j j
j j jj

jj

b w g
g w GP G Qw=

∂
∂ ρ ∂ + + γ =

∂∑   (4) 

где ,P Q  – векторы плотности соответственно поверхностной и массо-
вой нагрузок; γ – плотность материала оболочки в деформированном 
состоянии. 

В силу закона сохранения массы [ ]1 2( ), ( )
o

Gγ = ∂ ξ α ∂ ξ α γ , где 

1:
o

Rγ Ω →  – заданная плотность материала недеформированной обо-

лочки. Будем считать, что плотность материала равна единице ( 1
o
γ = ) 

и 1 2 1ρ = ρ = . Поверхностная нагрузка предполагается равной нулю: 

                                                           
* Другими словами, нити не воспринимают сжимающих усилий. 
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0P = . Поэтому в силу того, что [ ]1 2( ), ( ) 1∂ ξ α ∂ ξ α = , 1 2 1g g= = , урав-

нение (4) примет следующий вид: 

 
2

1

(| |)
( ) 0.| |

j j
j

jj

b w
Qw=

∂
∂ + =

∂∑  (5) 

Далее будем считать края оболочки закрепленными: 
 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ), ( , ) .w α α = ξ α α α α ∈Γ  (6) 

Вариационная постановка задачи (5), (6) в перемещениях состоит 
в нахождении вектор-функции ,v w= − ξ  такой, что 

 

2

1

3
0

(| ( )|)
( ( ), )| ( )|

( ( ), ( )) 0 [ ( )] .

j j
j j

jj

b v
v dv

Q d C

= Ω

∞

Ω

∂ + ξ
∂ + ξ ∂ η α−

∂ + ξ

− α η α α = ∀η∈ Ω

∑ ∫

∫
 (7) 

Предполагаем, что массовая нагрузка, действующая на оболочку, 
сосредоточена во внутренней точке *α  множества Ω  и имеет интен-
сивность 1 2 3( , , )q q q q= , constjq = , 1,2,3j = . 

Приведем обобщенную формулировку рассматриваемой задачи. 

Определим пространство 1
1 ( )W Ω
o

 как пополнение пространства 0 ( )C ∞ Ω  

по норме 
1 1

1 2L Lη ≡ ∂ η + ∂ η . 

Под обобщенным решением задачи (7) будем понимать функцию 
3

1
1 ( ) ,v W

 
∈ Ω 

 

o

 такую, что  

 
2

* 3
0

1

(| ( )|)
( ( ), ) ( , ( )) [ ( )] .| ( )|

j j
j j

jj

b v
v d q Cv

∞

= Ω

∂ + ξ
∂ + ξ ∂ η α= η α ∀η∈ Ω

∂ + ξ∑ ∫  (8) 

2. Исследование разрешимости задачи 

Исследование разрешимости задачи (8) основано на сведении 
ее к операторному уравнению в гильбертовом пространстве путем вве-
дения вспомогательной задачи, снимающей особенность в правой час-
ти, связанной с наличием точечной нагрузки, для которой построено 
точное решение.  
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Определим пространство 1
2 ( )W Ω
o

 как пополнение пространства 

0 ( )C ∞ Ω  по норме 
2 2

1 2L Lη ≡ ∂ η + ∂ η , где 
2

2 1/2( | ( ) | )j jL
d

Ω

∂ η = ∂ η α α∫ , 

1,2j = , и обозначим 
30

1
2 ( )V W

 
= Ω 

 
. Рассмотрим вспомогательную за-

дачу поиска функции 1 2 3( , , )ϕ = ϕ ϕ ϕ  такой, что 

 
*( ), ,

( ) 0, ,
i i

i

k q− ∆ϕ = δ α − α α∈Ω

ϕ α = α∈Γ

 1,2,3,i =  (9) 

где k  – постоянная из условия (1), δ – дельта-функция Дирака. 

Решение задачи (9) существует, и 1
1 ( )i Wϕ ∈ Ω
o

 для каждого 

1,2,3,i =  (см., например [26, стр. 163]. Поэтому 
3

1
1 ( )W

 
ϕ∈ Ω 

 

o

. 

Вариационная постановка задачи (9) выглядит следующим образом: 
Найти 

3
1

1 ( )W
 

ϕ∈ Ω 
 

o

:
2

* 3
0

1
( ( ), ( )) ( , ( )) [ ( )] .j j

j
k d q C ∞

= Ω

∂ ϕ α ∂ η α α= η α ∀η∈ Ω∑ ∫  (10) 

Решение задачи (9) будем искать в виде v u= + ϕ , где u V∈  – не-
известная функция, а ϕ  – решение задачи (10).  

Введем далее операторы 3
2: [ ( )]j V LΛ → Ω , 3 3:jB R R→ , 1,2j = , 

по формулам ( ) ( )j ju uΛ = ∂ ξ + + ϕ , ( ) (| |) / | |j jB y b y y y= , 0y ≠ , 

(0) 0jB = . При этом ( ( )) ,j jB uΛ α α∈Ω , 1,2j = , – усилия в нитях.  
С учетом введенных обозначений задача (8) сводится к поиску 

функции ,u V∈  такой, что  

 
2 2

3
0

1 1
( ( ) , ) ( , ) [ ( )] .j j j j j

j j
B u d k d C ∞

= =Ω Ω

Λ ∂ η α= ∂ ϕ ∂ η α ∀η∈ Ω∑ ∑∫ ∫  (11) 

Справедлива 
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Теорема 1. Задача (11) имеет непустое, выпуклое, замкнутое 
множество решений. Если v  – решение (8), то v u= + ϕ , где u  – реше-
ние задачи (11); ϕ  – решение задачи (10).  

Определим на V V×  форму 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )Va u a u a u k uη = η + η + ξ + η , 

где 
( | |)

( , ) | | ( , )| |
j j

j j j j
j

b u
a u k u u du

Ω

Λ 
η = − Λ Λ ∂ η α Λ 

∫ , 1,2j = . Нетрудно про-

верить, что форма a  непрерывна и линейна по второму аргументу. По-
этому по теореме Рисса-Фишера эта форма порождает оператор 

:A V V→ , ( , ) ( , )Va u Auη = η . Таким образом, обобщенная задача (12) 
эквивалентна операторному уравнению 

 0Au = .  (12) 

При выполнении условий, наложенных на функции jb , можно 
доказать, что оператор A  является ограниченным, непрерывным, мо-
нотонным и коэрцитивным, поэтому существование решения уравне-
ния (12), выпуклость и замкнутость множества его решений следует из 
общих результатов теории монотонных операторов (см., например 
[19, 20]). По аналогии с [21, 22] устанавливается справедливость вто-
рого утверждения теоремы 1. 

Отметим, что, вообще говоря, решение задачи (12) не единствен-
но. Однако имеет место 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1)–(3), кроме того, функ-
ции jb  липшиц-непрерывны: 

 2 2| ( ) ( ) | | |, 0, 1,2.j jb b c c jξ − ζ ≤ ξ − ζ > =  (13) 

Тогда, если u  – решение задачи (12), то усилия в нитях 
( ( )) ,j jB uΛ α α∈Ω , 1,2j = , определяются единственным образом. 
Справедливость теоремы устанавливается по аналогии с [27]. 

3. Конечномерные аппроксимации задачи 

При построении конечномерных аппроксимаций для простоты 
будем предполагать, что область 2RΩ ⊂  является многоугольником. 
Пусть hℑ  – некоторое семейство (триангуляция) треугольников K , 
обладающее свойствами: 
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1) 
K h

K
∈ℑ

= ΩU ; 

2) int int , ;hK K K K′ ′= ∅ ∀ ∈ℑI  

3) для любых , hK K ′∈ℑ  множество K K ′I  если не пусто, то яв-
ляется либо стороной, либо вершиной одновременно треугольников 

,K K ′ ; 
4) триангуляция hℑ  является регулярной [28, 29]: 

max /K K
K

R r c
h∈

≤ < +∞
ℑ

, max /K K
K

h R r
h∈

=
ℑ

. 

Здесь KR  – диаметр наименьшего шара, содержащего K ; Kr  – наиболь-
шего шара, содержащегося в наибольшем шаре, содержащего в K .  

Определим теперь конечномерные пространства hW  и hV , ассо-

циированные c триангуляцией hℑ :  

h h h hW X X X= × × , ,h h h hV X X X= × ×
o o o

 

где hX  – пространство непрерывных функций, являющихся на каждом 

K  из hℑ  полиномами не выше первого порядка; hX
o

 – пространство 

непрерывных функций из hX , равных нулю на границе множества Ω . 

Очевидно, что 1
1 ( )hX W⊂ Ω , 1

2 ( )hX W⊂ Ω
oo

, и, значит, hV V⊂ . При 
этом (см., например, [30])  

V∀η∈ ∃ 0{ } :h h hV>η ⊂ η → η  при 0h → . 

Задаче (12) сопоставим следующую задачу: 
Найти  

 h hu V∈ : ( , ) 0Vh h h hAu u Vη = ∀ ∈ . (14) 

Справедливы следующие результаты:  
Теорема 3. Пусть выполнены условия (1)–(3). Тогда задача (14) 

имеет непустое, выпуклое и замкнутое множество решений, множе-
ство 0{ }h hu >  решений задачи (14) равномерно ограничено по h : 
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 3|| || 0,Vhu c h≤ ∀ >  (15) 

где константа 3 0c >  не зависит от h . Если подпоследователь-

ность 1{ }iihu =
∞  слабо сходится к *u  в V  при 0ih → , то *u  – решение 

задачи (14).  
Так же, как и при доказательстве теоремы 1, используя монотон-

ность, непрерывность и коэрцитивность оператора A , получаем суще-
ствование непустого, выпуклого и замкнутого множества решений за-
дачи (14). В силу коэрцитивности оператора A  множество 0{ }h hu >  
решений задачи (14) равномерно ограничено по h , т.е. справедлива 
априорная оценка (15). Из этой оценки следует существование подпос-
ледовательности 1{ }iihu =

∞ , слабо сходящейся к некоторому элементу *u  

в V  при 0ih → . Используя монотонность и непрерывность, а значит, 
псевдомонотонность [19] оператора A , получаем стандартным обра-
зом (см., например [19, 30]), что *u  – решение задачи (14).  

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1)–(3), (13), решение u  

задачи (12) принадлежит пространству 
3

2
2 ( )W

 
Ω 

 

o

. Тогда справед-

лива оценка  

*|| ||Vhu u c h− ≤  

с константой *c , не зависящей от h . 

4. Итерационный метод 

В заключение отметим, что при выполнении условий (1)–(3), (13), 
наложенных на функции jb , оператор A  является потенциальным, 
липшиц-непрерывным и обратно сильно монотонным [31, 32]. Поэто-
му для решения задачи (12) можно использовать следующий итераци-
онный процесс [23]. Пусть (0)u  – произвольный элемент из V . Для 

1,2,k = K  определим вектор (0)u  как решение уравнения  

 ( 1) ( ) ( )( )k k ku u Au+−∆ − = τ ,  (16) 
где 0τ >  – итерационный параметр.  
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Теорема 5. Пусть выполнены условия (1)–(3), (13), 3(0,2 / )cτ∈ . 

Тогда итерационная последовательность ( )
1{ }k

ku ∞
= , построенная со-

гласно (16), сходится слабо в V  к некоторому решению задачи (12).  
Указанный алгоритм решения задачи реализован в виде комплек-

са программ в среде MATLAB. Программа выполнена в соответствии с 
модульным принципом, что позволило осуществить раздельное про-
граммирование, отладку и тестирование составных частей пакета про-
грамм, а также простую модернизацию и настройку пакета на решение 
задач различного уровня сложности.  

Проведенные для модельных задач численные эксперименты 
подтвердили эффективность итерационного метода. В качестве облас-
ти Ω  выбирался квадрат (0,1) (0,1)× , функции jb  полагались равными 

0, 1,
( )

1, 1,jb
ξ ≤

ξ = ξ − ξ >
 внешняя нагрузка была сосредоточена в точке 

(0.5,0.5) , интенсивность нагрузки полагалась 0,05.q = −  В качестве на-
чального приближения в итерационном методе (16) выбирались функ-
ции, соответствующие недеформированной оболочке.  

 

Рис. 1. Зависимость числа итераций от итерационного  
параметра τ 

В результате численных экспериментов было найдено оптималь-
ное (по количеству итераций) значение итерационного параметра (рис. 1). 
Это значение практически не зависит от числа разбиений (рис. 2). Зна-
чение максимального прогиба (в центре квадрата) также не зависит от 
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количества точек сетки (рис. 3). На рис. 4 представлена форма дефор-
мированной оболочки.  

 
Рис. 2. Зависимость оптимального числа итераций  

от количества точек сетки 

 

Рис. 3. Зависимость прогиба в центральной точке  
от итерационного параметра τ  

 
Рис. 4. Форма деформированной оболочки 
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