
В Е С Т Н И К  П Н И П У  
2013  Механика  № 3 
 

 210 

УДК 539.375.5, 51-72 

Н.В. Савельева1,2, Ю.В. Баяндин1, О.Б. Наймарк1 

1Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия 
2Пермский национальный исследовательский политехнический 

университет, Пермь, Россия 

МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ ОТКОЛА  

Ранее авторами была предложена структурно-феноменологическая модель поведения 
материалов при ударно-волновом нагружении, основанная на статистико-термодинамическом 
описании среды с типичными мезоскопическими дефектами (микротрещинами и микросдвигами). 
Введены независимые структурные переменные: тензор плотности дефектов, ассоциируемый с 
деформацией, обусловленной дефектами, и параметр структурного скейлинга, зависящий от 
двух структурных масштабов – отношения характерного размера дефектов и расстояния между 
ними. Термодинамическое состояние системы описывается с использованием термодинамиче-
ского потенциала (свободной энергии Гельмгольца, зависящей также от введенных структурных 
переменных). В представленной работе была модифицирована ранее предложенная модель 
плоского соударения пластин на основе уравнений, описывающих эволюцию объемных и сдвиго-
вых дефектов с учетом критерия разрушения, соответствующего достижению объемной доли 
дефектов заданного критического значения. Сформулированная краевая задача плоского удар-
но-волнового нагружения решалась численно в пакете прикладных программ MatLab с использо-
ванием метода конечных разностей и многошагового интегрирования по времени с автоматиче-
ским выбором шага. Верификация разработанной модели проводилась по экспериментально 
полученным профилям скорости свободной поверхности образца ванадия при давлениях 6 ГПа. 
Сравнение численных результатов с экспериментом показало удовлетворительное соответствие. 
Модельное определение откольной прочности ванадия позволило установить зависимость роста 
последней от величины внешнего воздействия. 
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MODEL FOR THE SPALLING FORMATION 

In the earlier works of authors there was proposed the structural-phenomenological model of the 
materials behavior under shock-wave loading, based on the statistical-thermodynamic description of the 
medium with the typical mesoscopic defects (microcracks and microshears). The independent structural 
variables: the defect density tensor associated with the strain due to the defects and the structural scal-
ing parameter that depends on two structural scales, ratio of the characteristic defect size and the dis-
tance between them are introduced in the model. The thermodynamic state of the system is described 
using the thermodynamic potential (Helmholtz free energy, which depends on the introduced structural 
variables). In the present study there was modified the earlier proposed model of a plate plane collision 
on the basis of the equations describing the evolution of the bulk and shear defects with the failure crite-
rion and up to a volume fraction of defects in a given critical value. Formulated boundary problem of 
planar shock wave loading was solved numerically in the application package MATLAB using the finite 



Модель формирования откола 
 

 211 

difference method and the multi-step time integration with the automatic step selection. Verification of 
the model was carried out on the experimentally obtained free-surface velocity profiles of vanadium 
sample at pressures of 6 GPa. Comparison of numerical results with the experimental data shows a 
good agreement. Model identification of the vanadium spall strength made it possible to establish the 
dependence between the spall strength growth and the external influence. 

Keywords: shock-wave loading, spall failure, defects 

Введение 

Целью исследования реакции материалов на высокоскоростное 
нагружение является изучение основных механизмов деформирования 
и формулировка определяющих соотношений, которые позволяют аде-
кватно описывать поведение при интенсивных воздействиях. Базовыми 
применительно к широкому спектру материалов являются плосковол-
новые эксперименты по ударному сжатию (соударение двух пластин) 
[1–4]. В ходе эксперимента в пластинах генерируется ударная волна 
(волна сжатия), при достижении свободной поверхности она отражает-
ся и переходит в волну растяжения. В области наиболее интенсивных 
растягивающих напряжений, возникающих в результате взаимодейст-
вия встречных волн разрежения, реализуется многомасштабная кине-
тика роста дефектов, нарушается сплошность материала, что приводит 
к явлению откола. Закономерности формирования ударно-волнового 
фронта и кинетики разрушения в процессе нагружения регистрируются 
при измерении  профиля скорости свободной поверхности с помощью 
системы VISAR.  

Современные возможности программных комплексов и пакетов 
прикладных программ позволяют реализовать вычислительный экспе-
римент с учетом особенностей поведения материала в широком интер-
вале скоростей нагружения, что обеспечивает верификацию моделей и 
прогнозирование поведения материала в реальных условиях. Ударно-
волновое нагружение характеризуется большими амплитудами, малы-
ми временами воздействия и интенсивной кинетикой роста на масшта-
бах нарастания волнового фронта. Это приводит к резкой локализации 
деформации и поврежденности в достаточно узкой области за малый 
промежуток времени. Механические свойства и особенности разруше-
ния материалов при ударно-волновом воздействии существенно отли-
чаются от наблюдаемых при квазистатическом нагружении, что объяс-
няется близостью характерных времен механической и структурной 
релаксации, обусловленной нелинейной многомасштабной кинетикой 
развития дефектов [1, 5–7]. 

В работе построена математическая модель поведения твердого 
тела, позволяющая реализовать описание отклика материала на удар-
но-волновое нагружение на различных масштабных уровнях на основе 
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введения переменных, отражающих эволюцию дефектной структуры 
материала и имеющих тензорный характер. Описание активационных 
механизмов, соответствующих различным скоростям нагружения, так-
же играет ключевую роль при моделировании. 

Исследование ограничивается поведением металлов под действи-
ем умеренных нагрузок (≤10 ГПа).  

1. Статистико-термодинамический подход 

В работе при моделировании были использованы результаты ста-
тистико-термодинамического подхода и развитая на его основе струк-
турно-феноменологическая модель [8], учитывающая кинетику роста 
мезоскопических дефектов (микротрещин и микросдвигов) и влияние 
последней на релаксационные свойства и развитие разрушения. 

Термодинамическое состояние системы описывается с помощью 
термодинамического потенциала (свободной энергии Гельмгольца), 
который зависит от переменных, характеризующих дефектную струк-
туру материала: тензора плотности дефектов (деформации, обуслов-
ленной дефектами) и параметра структурного скейлинга. Нелинейная 
кинетика развития дефектов описывается системой эволюционных 
уравнений для введенных структурных переменных, что позволяет 
объяснить различные стадии дисперсного накопления мезоскопиче-
ских дефектов (поврежденности), локализацию разрушения, влияние 
на релаксационные свойства.  

2. Математическая модель 

Рассматривается задача соударения двух пластин в приближении 
плоского удара [9]. Система дифференциальных уравнений включает 
уравнение движения (1); уравнение неразрывности (2); условие адди-
тивности упругой, пластической и структурной деформации (3) 
(в предположении малости деформации); представления тензоров на-
пряжений и деформации, обусловленной дефектами, как суммы шаро-
вой (индекс s) и девиаторной (индекс d) частей (соотношения (4) и (5)); 
закон Гука в скоростной форме (6); кинетические уравнения для вве-
денных структурных переменных (7)–(9) (записанных с учетом усло-
вий Онзагера (10): 

,∇ ⋅ = ρu&&σ         (1) 

1 ,d
dt
ρ

= −∇ ⋅
ρ

V         (2) 
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,e p= + +p& & & &ε ε ε         (3) 

,s d= +σ σ σ         (4) 

,s d= +p p p         (5) 

1( ) 2 ,e eG= λ +I & &&σ ε ε           (6) 

1 2 ,pA A= − p& &σ ε         (7) 

3 2 ,pA A∂
− = −

∂
F p
p

& &ε           (8) 

4 ,A∂
− = δ

∂δ
F &        (9) 

2
1 3 2 0, 0, 1, 4,iA A A A i− >   >   =     (10) 

где σ  – напряжение; sσ  и dσ  – его шаровая и девиаторная состав-
ляющие соответственно; u  – перемещение; ρ  – плотность; V  – ско-
рость; ε  – полная деформация; eε  – упругая деформация; p  – дефор-
мация обусловленная дефектами; sp  и dp  его шаровая (объемная 
плотность дефектов) и девиаторная части; pε  – пластическая деформа-
ция; 1( )eεI &  – первый инвариант скорости упругой деформации; λ  и G  – 
первый и второй параметры Ламе; F  – свободная энергия Гельмгольца 
(термодинамический потенциал); δ  – параметр структурного скейлин-
га; iA  – кинетические коэффициенты, которые в общем виде могут за-
висеть от всех термодинамических параметров. 

Разбиение тензоров напряжения и деформации, обусловленной 
дефектами, на шаровую и девиаторную части позволяет учесть вклад 
каждой из составляющих в процесс деформирования. Откольное раз-
рушение формируется при интенсивных растягивающих напряжениях, 
которые генерируют образование дефектов преимущественно объем-
ного типа. Эта гипотеза позволяет сформулировать критерий в рамках 
разработанной модели.  

Ранее в работе [10] был приведен вид аппроксимации свободной 
энергии и получены кинетические уравнения для  шаровой и девиа-
торной частей тензора плотности дефектов. Показано, что кинетика 
роста дефектов приобретает лавинообразный характер (режим с обост-
рением) по достижении критического значения объемной плотности 



Н.В. Савельева, Ю.В. Баяндин, О.Б. Наймарк 
 

 214 

дефектов, что является предвестником формирования очага макроско-
пического разрушения. 

После преобразования и введения безразмерных переменных со-
отношения (1) – (10) принимают вид 
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Обезразмеривание проводилось согласно соотношениям 

0

; ,
; ; ,

; ,
; ,

d d s s

d d s s

l

h

M K
M p p

V C V x h
t

σ = Σ  σ = Σ
σ = Σ  = η  = η

=   = ξ
= τ τ   ρ = ρ ρ

)

)

     (12) 

где M  – продольный модуль упругости, равный 2 ;Gλ +  K  – объем-
ный модуль упругости; lC  – продольная скорость звука; h  – толщина 

образца; ;h
l

h
C

τ =  0ρ  – начальная плотность; ν  – коэффициент Пуассо-

на. Кинетические параметры имеют вид [9] 

; ; ; ; ,h h h h h
pd ps d s

pd ps d s
σ δ δ

σ δ δ

τ τ τ τ τ
Γ =   Γ =   Γ =   Γ =   Γ =

τ τ τ τ τ
 

где , , , ,pd ps d sσ δ δτ τ τ τ τ  связаны с коэффициентами iA . 
Система уравнений (11) была решена численно в пакете приклад-

ных программ MatLab. В основе алгоритма, реализующего решение 
дифференциального уравнения параболического типа, лежат метод ко-
нечных разностей и многошаговый метод интегрирования по времени 
с автоматическим выбором шага. Для определения параметров модели 
в работе [11] была разработана процедура идентификации, которая ос-
нована на решении задачи минимизации невязки численных и экспе-
риментальных данных при динамическом нагружении. 

3. Результаты 

В результате решения системы уравнений (11) были построены 
профили скорости свободной поверхности для ванадия для различной 
величины прикладываемого нагружения (рис. 1), параметры модели 
были найдены в работе [9]. 

В результате расчетов было показано, что модель описывает ха-
рактерные для данного типа нагружения профили. На рисунке можно 
четко проследить формирование упругого предвестника и пластиче-
ского фронта, формирование откольного импульса и реверберацию 
волн в откольной пластине. 
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Рис. 1. Профили скорости свободной поверхности для ванадия  

для различной величины прикладываемого напряжения (6–16 ГПа) 

Расчеты показали, что в исследуемом диапазоне давлений ампли-
туда упругого предвестника остается постоянной. При этом откольная 
прочность, которая определяется как разность между амплитудой пла-
стического фронта и минимумом скорости в откольном импульсе, при 
изменении скорости меняется (рис. 2). Рост откольной прочности при 
увеличении внешних напряжений имеет двухстадийный характер. 
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Рис. 2. Зависимость откольной прочности от величины  
прикладываемого напряжения 
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Рис. 3. Профиль скорости свободной поверхности для ванадия:  
красная линия – эксперимент, зеленая – численный расчет 

На рис. 3 показано сравнение численного расчета и эксперимен-
тальных данных. В опыте на ударно-волновое нагружение ванадия [12] 
откольный импульс не регистрировался, поэтому проводилось сравне-
ние только ударно-волнового фронта. Соответствие можно признать 
удовлетворительным. 

4. Обсуждение результатов 

Результат представленных расчетов свидетельствует об удовле-
творительном описании исследуемого процесса разрабатываемой мо-
делью. Профиль скорости свободной поверхности соответствует ти-
пичному для данного типа нагружения. Построенные профили на рис. 1 
выявили слабую зависимость величины предела упругости Гюгонио от 
скорости нагружения. Такая реакция материала (в данном случае вана-
дия) наблюдается в широком интервале скоростей нагружения. 
В рамках построенной модели это можно связать с близостью между 
характерным временем нагружения и временем ориентационного пе-
рехода, который определяется скачком деформации, обусловленной 
дефектами в конечном интервале напряжений. При слабой зависимо-
сти величины упругого предвестника от скорости нагружения этот ин-
тервал имеет малую ширину. 
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