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ВИБРАЦИОННОЕ ВЗВЕШИВАНИЕ ТВЕРДЫХ ТЕЛ  
В ЖИДКОСТИ И СЫПУЧЕЙ СРЕДЕ 

Рассматривается твердое тело, вибрирующее в жидкости вблизи непроницаемой стенки 
перпендикулярно ее плоскости. Показано, что при этом возникает средняя сила, направленная от 
стенки перпендикулярно к ней, т.е. своеобразная подъемная сила; эта сила быстро возрастает 
при приближении тела к стенке. Получены выражения взвешивающей силы для тела вращения 
произвольной формы, в частности для плоского, выпуклого и вогнутого по направлению к стенке 
тела. Это позволяет сделать вывод о взвешивании вибрирующих тел с большей, чем жидкость, 
плотностью и определить высоту взвешивания. Результаты сопоставляются с закономерностями 
взаимодействия двух пульсирующих или вибрирующих тел, первоначально изученными 
К. Бъеркнесом и в дальнейшем другими исследователями, в том числе учеными пермской школы 
гидродинамики. 

Как показывают эксперименты и натурные наблюдения, взвешивание возникает также 
при воздействии вибрации на тело, находящееся в сыпучей среде, что приводит к всплыванию 
тела, более плотного, чем сыпучая среда. Рассмотрен физический механизм этого явления, яв-
ляющегося одним из проявлений эффекта сегрегации. Он отличается от механизма взвешивания 
тела в жидкости. Предполагаемая причина всплывания тяжелого тела в этом случае состоит в 
том, что сила сопротивления относительному движению тела в среде больше при его движении 
вглубь среды, чем в направлении свободной поверхности. 

Рассмотрен случай, когда эффект возникает вследствие колебаний объема среды вблизи 
частицы. 

В заключение ставится общая задача о поведении вибрирующих твердых и деформируе-
мых тел вблизи границы раздела двух сред. 

Результаты работы могут быть использованы в теории взвесенесущих турбулентных по-
токов, имеющей большое значение для приложений, теории вибрационных насосов, для объяс-
нения и оценки величины изгиба пролетов трубопроводов, расположенных вблизи морского дна, 
а также для объяснения парадокса «непотопляемости» конкреций и необычного залегания гор-
ных пород, когда валуны выталкиваются к поверхности грунта. 

Ключевые слова: вибрация, сыпучие среды, жидкости, взвешивание тела, эффект Бьеркнеса, 
сегрегация, выпучивание трубопроводов, парадокс «непотопляемости» конкреций, вибрационная 
плавучесть. 
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OSCILLATION-INDUCED SUSPENSION OF SOLIDS  
IN FLUID AND LOOSE MEDIA 

The phenomenon under study is the behaviour of a solid body placed in some fluid adjacent to 
an opaque horizontal plane and oscillating perpendicular to the plane. In this condition a resultant force 
directed from that plane and normal to it was observed to arise. This force acts like a lifting force and 
tends to rapidly increase when approaching the plane. Expressions for the suspension force magnitude 
in relation to the plane have been derived for rotary bodies of arbitrary shape, in particular, flat, concave 
and convex ones. This provided possibility of assessing the height of suspension and suspending be-
haviour of oscillating bodies that are denser than the liquid. The inferences obtained were compared 
with the interaction order of two pulsing or vibrating bodies studied first by C. Bjerknes and later by other 
researchers, including those of the Perm Scientific School of Hydrodynamics. 

As shown by experiments and routine observations the effect of suspension is likely to arise in a 
vibrating body placed in a dry loose medium, the effect causing upward motion of the body in spite of its 
being denser than the medium. The physical mechanism of such a phenomenon has been put under 
scrutiny. This mechanism, which is believed to be a peculiar form of the segregation effect, is different 
from that observed in fluid suspension. 

The cause inducing a solid body to rise to the surface is supposed to be in that the resistance 
force impeding displacement of the solid body into the medium insides is greater than the force directed 
upwards toward the free surface. 

A case study is described of the similar effect produced by a medium volume oscillating about 
the solid body. 

In conclusion a general principle has been formulated on the behaviour of vibrating solid and 
strained bodies in the vicinity of their interfaces. 

The research results may be used in the theoretical calculation of turbulent suspended flows, in 
the theory of vibrating pumps, in explanation and assessment of pipes span bulging, especially those 
laid on the see bottom, – they can explain also the paradoxical unsinkability of see concretions and 
mystical “push up“ of heavy rock boulders to the ground surface. 

Keywords: vibration, loose media, fluids, suspension of a body, Bjerknes effect, segregation, 
buckling of pipes, concretion unsinkability paradox, vibrational buoyancy. 

1. Всплывание вибрирующей пластинки в жидкости  
вблизи твердой стенки. Сила и высота взвешивания 

Пусть круглая пластина радиусом R  совершает гармонические 
колебания в безграничной жидкости перпендикулярно своей плоскости 
и твердой стенке по закону 

 0 siny h A t= + ω ,  (1) 
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где A  – амплитуда, а ω  – частота колебаний (рис. 1, а). В нейтраль-
ном положении пластина удалена от стенки (дна) на расстояние 0h . 

Задача о среднем давлении жидкости на пластину была рассмот-
рена А.И. Короткиным [1] в связи с теорией вибронасоса, предложен-
ного Г.Я. Лишанским (а. с. СССР 706573 и 1222905). В работе [1] 
предполагалось наличие отверстия в стенке. Решение для системы 
(см. рис. 1, а), в которой отверстие отсутствует, получалось как част-
ный случай найденного достаточно сложного решения. 

Те же задачи более простым способом – с помощью метода пря-
мого разделения движений – были рассмотрены в книге [2], причем 
получены аналогичные соотношения. Кратко это решение изложено в 
работе [3], где приведены также результаты экспериментов. 

Здесь дается еще более простое решение, которое, однако, охва-
тывает и более сложные случаи – случаи вращения тел произвольной 
формы, в частности выпуклого и вогнутого по направлению к стенке 
тела (рис. 1, б, в). Гидродинамический подход А.И. Короткина рас-
смотреть такие случаи не позволяет. 

 
а    б    в 

Рис. 1. Колебания тел в жидкости вблизи стенки: а – круглой пластины;  
б – тела с выпуклой поверхностью; в – тела с вогнутой поверхностью 

Будем считать жидкость идеальной и несжимаемой, поток сим-
метричным относительно оси y , а его радиальную скорость ru  не за-
висящей от координаты y . Можно ожидать, что последнее предполо-
жение будет справедливо на некотором удалении от оси y  и при 

0 1h R . В таких предположениях уравнение гидромеханики для ско-
рости ru  будет выглядеть следующим образом: 

 1
r

u u pr ru
t r r

∂ ∂ ∂+ = −
∂ ∂ ρ ∂

, (2) 
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где p  – давление, а ρ  – плотность жидкости. 
К уравнению (2) следует присоединить условие сохранения объ-

ема при вибрации пластины 

 ( )( )2 2
0 0sinh A t r h r+ ω +η =  (3) 

или 

 
2

0

1 sin 1 1A t
h r

  η + ω + =  
  

, (4) 

где η  – радиальное смещение частиц жидкости при вибрации. Отсюда, 
считая, что выполняются соотношения 

 0/ 1A h  и / 1rη , (5) 

получим с точностью до малых первого порядка включительно 

 0sin / 2Ar t hη= − ω , (6) 

 0d / d cos / 2ru t A r t h= η = − ω ω . (7) 

Обозначим через ru  и p  средние за период 2 /T = π ω  значения 

скорости ru  и давления p : 

 
2 /

0

d
2r ru u t

π ω
ω=
π ∫ , 

2 /

0

d
2

p p t
π ω

ω=
π ∫ . (8) 

Тогда, осреднив равенство (2) с учетом того, что 0ru = , и интег-
рируя по r , получим 

 0Vp P P∗+ − = , (9) 
где  

 2

0

2
1 1
2 16V r

A rP u
h

 ω= ρ = ρ 
 

 (10) 

– величина, которая может быть названа вибрационным давлением, 
а P∗  – постоянная интегрирования. 

Постоянная P∗  может быть определена из условия, что на опреде-
ленном удалении от края диска, т.е. при r Rκ= , давление выравнивается 
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до статического значения вблизи дна сосуда 0P . Коэффициент κ  мож-
но рассматривать как эмпирический. В работе [1] предлагалось считать, 
что 1,4κ = . Здесь, учитывая результаты экспериментального исследо-
вания [3], примем 1κ = , т.е. будем считать, что давление выравнивается 
уже у края диска. Тогда согласно (9) находим 

0V r R
P P P∗ =

= +  
и 

 0V Vr R
p P P P

=
= + − . (11) 

Для диска, тонкого по сравнению с высотой слоя жидкости над 
ним, давление на его верхней части можно считать равным 0P , и тогда 
избыточное давление 

 d 0 V Vr R
P p P P P

=
= − = − . (12) 

При учете выражения (10) находим 

 ( )
2

2 2
d

0

1 .
16

AP R r
h

 ω= ρ − 
 

 (13) 

Таким образом, диск находится под действием вибрационной 
(подъемной) силы. 

 ( )
2

42 2 2
d 2

0 00 0

2 d
8 32

R R

pl
A ARV rP dr R r r r A
h h

 π ω π= π = ρ − = ρ ω 
 

∫ ∫ . (14) 

Диск зависнет в жидкости, если 

 
2 2

2
d 0

1 1
32

pl

pl

V A AR
G g h

ρ ω= >
ρ −ρ δ

,  (15) 

где ( ) 2
pl plG g R= ρ −ρ π δ  – вес диска в жидкости; δ  – его толщина, а plρ  – 

плотность материала; считаем, что plρ >ρ . 

Высота зависания диска plh  определится из условия pl plV G= : 

 
2

4 2pl
pl

R A Ah
g

ρ ω=
ρ −ρ δ

. (16) 
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Отсюда, например, при R = 20 см, plρ = 2,7 г/см3, ρ = 1,0 г/см3, 
2 /A gω = 4, /A δ= 0,5 получается plh ≈ 4 см. Для относительно мелкой 

частицы ( R = 1 см) при тех же значениях остальных параметров нахо-
дим plh ≈ 0,2 см. Если плотность среды вблизи дна ρ = 2,0 г/см3 (взвесе-
несущий поток, придонный ил), то высота взвешивания тех же частиц 
увеличится более чем в два раза. 

Согласно формуле (16), высота plh  пропорциональна амплитуде 
скорости вибрации Aω  и комбинации геометрических размеров пла-
стины R δ . Две пластины, у одной из которых радиус в два раза 
больше, чем у другой, а толщина в четыре раза больше, отличающиеся 
по массе в 16 раз, всплывут на одинаковую высоту. 

Формулы (14)–(16) совпадают с полученными в [2]. Возникнове-
ние избыточного давления между вибрирующим диском и дном сосуда 
экспериментально подтверждено в работе [3]. Этот эффект лежит в ос-
нове упомянутого вибронасоса Г.Я. Лишанского. 

2. Обобщение задачи: о взвешивании твердых частиц  
в турбулентных потоках 

Полученные соотношения легко обобщаются для случая тела 
вращения произвольной формы, в частности, обращенного к стенке 
выпуклой или вогнутой стороной (см. рис. 1, б,в). При данном прибли-
женном подходе форма части тела, не обращенной к стенке, значения не 
имеет. С другой стороны, в рамках данного подхода не может быть 
рассмотрен случай частицы сферической формы, поскольку в этом 
случае нарушается условие ( ) / 1y r R , заменяющее в общем случае ус-
ловие 0 1h R . Иными словами, по-прежнему предполагается, что зазор 
между стенкой и обращенной к ней поверхностью тела мал по сравне-
нию с поперечным размером тела. 

В общем случае расстояние от поверхности тела до стенки пред-
ставляет собой некоторую функцию ( )y r . Нетрудно показать, что из 
условия сохранения объема в предположениях 

 / ( ) 1A y r , / 1rη  (17) 

вместо формул (6) и (7) можно получить 

 sin 2 ( ), d / d cos 2 ( )rAr t y r u t A r t y rη= − ω = η = − ω ω .  (18) 
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Вместо соотношений (10), (13) и (14) в рассматриваемом случае находим 

 
2

21 1
2 16 ( )V r

A rP u
y r

 ω= ρ = ρ 
 

, (19) 

 
2 2

21
16

( )
( )d V Vr R

R

R rP P P A
h y r=

    
 = − = ρ ω −   
    

, (20) 

 
2

32
2

d 2
0 0

d12 d ( )
8 2 ( )

R R

R

r rRV rP r A
h y r

  πρ  = π = ω − 
   

∫ ∫ . (21) 

Здесь, как и в случае пластины, R  – радиус наибольшего (миделева) 
сечения тела. 

В частности, для выпуклого или вогнутого по отношению к стен-
ке тела при параболической аппроксимации его формы расстояние от 
поверхности тела до стенки определяется формулой 

 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) / (1 / )Ry r h h h r R h kr R= − − = − , ( 0 0( ) /Rk h h h= − ). (22) 

Согласно формуле (22) 0(0)y h= , а ( ) Ry R h= . В случае выпуклого 
тела 0 Rh h< , а в случае вогнутого 0 Rh h> ; равенство 0 Rh h=  соответству-
ет телу с плоской поверхностью. 

Соотношения (19)–(21) в данном случае имеют вид 

 
2

2 2
0

1
16 (1 )V

A rP
h kr R

 ω= ρ − 
, (23) 

 
2 2

2 2 2 2
0

1
16

1 1
(1 ) (1 / )d

A R rP
h k R kr R

    ω= ρ −    −   −   
, (24) 

 
2

2

2 2
016

/ (1 ) ln(1 )1
(1 )

k k kA RV
h k k

   − + −πρ ω= −   −  
. (25) 

Формула (25) отличается от аналогичной формулы (14) для пла-
стины наличием «коэффициента формы» f , зависящего от параметра 
k  (рис. 2), т.е. plV f V= , где 
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 2 2

/ (1 ) ln(1 )12
(1 )

k k kf
k k

 − + −= − − 
. (26) 

При 1k  справедливы разложения 2 2 31/ (1 ) 1 2 3 4 ...k k k k− = + + + + ; 
2 3 4/ (1 ) ...k k k k k k− = + + + + ; 2 3 41 1 1

2 3 4ln(1 ) ...k k k k k− = − − − − − .  

Поэтому 
 28 9

3 21 ...f k k= + + + .  (27) 

При 0k = , как и должно быть, 1f =  и формула (25) совпадает 
с формулой (14). 

 

Рис. 2. Зависимость коэффициента формы f от параметра k  
(части кривой, отвечающие выпуклому, плоскому и вогнутому телам,  
помечены на графике соответственно знаками ,  и ) 

Высота зависания тела h , как и ранее, определится из соотноше-
ния 1/V G = , где G  – вес тела в жидкости. При прочих равных услови-
ях будет plh h>  для вогнутого тела и plh h<  для выпуклого. Так, для во-
гнутого тела, для которого параметр k = 0,3 по сравнению с выпуклым 
телом, имеющим k = − 0,3, вибрационная сила будет в 5,2 раза больше, 
а высота зависания – в 2,3 раза больше. 

Эффект взвешивания частиц имеет существенное значение для тео-
рии и расчета взвесенесущих потоков, в которых «вибрация» частиц обу-
словлена турбулентностью потока жидкости. Поэтому теории этого эф-
фекта уделяется значительное внимание (например, работы [4–6]). Одна-
ко собственно механизм взвешивания остается дискуссионным. 
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3. Физическое объяснение вибрационного взвешивания  
«тяжелой» частицы в жидкости. О гидродинамическом  

и акустическом механизмах взвешивания 

Физическое объяснение рассмотренного эффекта состоит в сле-
дующем. Как предполагается, давление жидкости у края колеблющих-
ся тел (при r R= ) равно статическому значению 0P . Амплитуда скоро-
сти жидкости в этом месте согласно формулам (7) и (18) либо макси-
мальна (для случая пластины и вогнутого тела), либо близка 
к максимальной (для выпуклого тела), а в центральной части зазора 
между телом и плоскостью уменьшается до нуля при 0r = . Но в соот-
ветствии с уравнением (2), аналогично уравнению Бернулли, на участ-
ках уменьшенных значений амплитуды скорости имеет место повыше-
ние среднего давления. Иными словами, под вибрирующим вблизи 
плоскости телом образуется область повышенного давления, что 
и объясняет взвешивание тела. 

Сказанное выше относилось к механизму взвешивания под дей-
ствием вибрации в несжимаемой жидкости. Такой механизм можно 
назвать гидродинамическим или гидравлическим. Взвешивание тяже-
лых тел имеет место и в сжимаемой среде, в частности в газонасыщен-
ной жидкости [7, 8]. Здесь этот эффект может быть обусловлен наличи-
ем вблизи стенки стоячей волны с амплитудой ( )yξ . В этой волне 
твердые частицы «притягиваются» к положениям, близким к узлам 
волны и отталкиваются от положений, близких к пучностям (рис. 3). 

    

а    б 

Рис. 3. Притяжение «тяжелой» частицы к положениям вблизи узлов  
волны: а – взвешивание частицы; б – прижатие к стенке 

В данном случае в зависимости от частоты колебаний, скорости звука 
в среде и расстояния между частицей и плоскостью частица может как 
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отталкиваться от стенки (взвешиваться), так и притягиваться к ней. 
Физическое объяснение механизма взвешивания в этом случае приво-
дится в книге [2]. 

4. Сопоставление с эффектом Бьеркнеса и результатами 
последующих исследований 

Эффект взвешивания вибрирующих тел интересно сравнить 
с эффектом Бьеркнеса и в целом с исследованиями поведения тел 
в жидкости при наличии границ или других тел. 

Начало этим исследованиям было положено во второй половине 
XIX в. классическими работами Карла и Вильгельма Бьеркнесов [9–12], 
В. Томсона и П. Тэта, Г. Кирхгофа, В. Хикса, К. Пирсона, Г. Ламба, 
А. Бассе, Н.Е. Жуковского и других ученых. 

В дальнейшем проблеме было посвящено большое число работ. 
В последние годы интерес к рассматриваемым исследованиям усилил-
ся с выходом в 1983 г. статьи В.Н. Челомея [13]. Ряд существенных ре-
зультатов, а также обзоры и библиографические данные можно найти в 
публикациях [14–26, 7, 8], принадлежащих, в частности, ученым Перм-
ской школы гидродинамики. 

Нас для сравнения с приведенными выше результатами интере-
сует случай двух одинаковых шаров, колеблющихся с одинаковыми 
амплитудами и частотами в противофазе или пульсирующими синфазно 
(рис. 4). Вследствие зеркальной симметрии этот случай относится также 
к колебаниям и пульсации одиночного шара относительно плоскости 
SS. Учитывая принятую в пп. 1 и 2 схематизацию колеблющегося тела, 
можно предположить, что к нашему рассмотрению ближе случай пуль-
сирующего тела. 

Применительно к данному случаю в одних работах говорится 
о притяжении тел (например, [9–12, 27]), в других – об отталкивании 
[28, 29] или более сложном поведении, в частности смене притяжения 
на отталкивание на малых расстояниях или даже их чередовании [30–32]. 
Такое различие можно объяснить различием постановок задач 
и сделанных предположений (рассматривались как объемные пульса-
ции сжимаемых частиц и пузырьков газа в звуковом поле, так и раз-
личного вида колебания сосудов с жесткими частицами; как открытые 
сосуды, так и полости, частично или полностью заполненные жидко-
стью; идеальная и вязкая жидкость; сжимаемая и несжимаемая жид-
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кость; учитывалась или не учитывалась теплопроводность среды; рас-
сматривались либо различные соотношения размеров тела и его рас-
стояния до стенки, либо соотношения размеров тел и расстояния меж-
ду ними, различные соотношения плотностей тел и жидкости). 

  
а     б 

Рис. 4. Противофазно колеблющиеся (а) и синфазно  
пульсирующие (б) шары 

Уже при учете одного из перечисленных факторов – сжимаемости 
среды – могут, как отмечено в п. 3, реализовываться противоположные 
эффекты. 

Что же касается силы взаимодействия при пульсациях, то для ее 
величины К. Бьеркнесом и другими авторами приводится формула, ко-
торая в рассматриваемом частном случае принимает вид [10, 12, 31–34] 

 
2 4

2

2 ( )A RF
l

πρ ω= , (28) 

где l  – расстояние между центрами шаров.  
Формула Бьеркнеса была получена в предположении о малости 

отношения /R l , в то время как нами рассматривался случай малости 
/l R . Тем не менее примечательно, что формула Бьеркнеса для одина-
ковых пульсирующих сферических тел лишь числовым коэффициен-
том и знаком отличается от полученной выше формулы (14) для виб-
рирующей пластины и формулы (25) для тела с параболической кри-
визной. (Роль расстояния между центрами тел l  в нашем случае играет 
величина 0h , а роль радиуса сфер R  – радиус пластины или миделева 
сечения тела.) 
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Подчеркнем, что при противофазных колебаниях тел, когда зазор 
между ними периодически изменяется, выше получено отталкивание 
тел, которые, по Бьеркнесу, при противофазных колебаниях или син-
фазных пульсациях притягиваются. 

5. Об эффектах выпучивания трубопроводов вблизи морского  
дна, всплывания валунов в грунте, аномального залегания  

конкреций и явлении вибрационной сегрегации 

Известна группа физических эффектов и природных явлений, ха-
рактеризующихся парадоксальным поведением механической системы 
под действием вибрации, когда система стремится к состоянию не 
с минимальной, а с максимальной потенциальной энергией. В частно-
сти, речь идет об эффектах, когда создается впечатление, что сила тя-
жести изменила направление на противоположное. Характерными 
примерами могут служить маятник с вибрирующей осью подвеса (ма-
ятник Стефенсона–Капицы), у которого устойчивым состоянием явля-
ется не нижнее, а верхнее положение [2], и маятник Челомея [13]. Дру-
гими примерами служат погружение в жидкость пузырьков газа и лег-
ких тел и всплывание более плотных тел в вибрирующей жидкости 
и сыпучей среде (см. [13], работы [7, 8, 25, 26] и приведенную в них 
библиографию), вибрационная стабилизация неустойчивости Рэлея–
Тейлора, когда слой тяжелой жидкости расположен над слоем более 
легкой [35], а также эффект взвешивания вибрирующего тела в жидко-
сти, рассмотренный в пп. 1–3. 

К той же группе эффектов относится вертикальное выпучивание 
секций трубопроводов, расположенных в водонасыщенном грунте 
и подверженных, помимо прочего, колебательным воздействиям, свя-
занным с волнением моря, турбулентностью, придонными течениями, 
сейсмичностью [36–38] (рис. 5, а). Этот эффект нередко приводил 
к аварийным ситуациям. 

Другими примерами является всплывание валунов в грунте под 
влиянием сейсмических воздействий [39–41] (рис. 5, б), а также зале-
гание конкреций на поверхности и в слое более легкого ила (парадокс 
«непотопляемости» конкреций) [42–47] (рис. 5, в). 

Известно и явление вибрационной сегрегации, состоящее в рас-
слоении частиц сыпучего материала по крупности и плотности. При 
этом также может наблюдаться упомянутое выше существенное от-
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клонение от состояния, отвечающего минимуму потенциальной энер-
гии в поле силы тяжести. Одним из проявлений эффекта сегрегации 
является и всплытие одиночных крупных тяжелых тел в вибрирующей 
сыпучей среде меньшей плотности [39–41, 48]. 

     
а   б   в 

Рис. 5. Парадоксальные эффекты при воздействии вибрации: а – выпучивание 
пролета трубопровода вблизи морского дна; б – всплывание валунов в грунте;  

в – залегание конкреций 

В рассматриваемых здесь случаях (см. рис. 5) сопротивление 
относительному движению тела в среде носит характер сухого тре-
ния. Поэтому физический механизм описанной группы эффектов от-
личен от механизма эффектов в жидкости. Однако естественно 
предположить, что, как и в жидкости, рассматриваемые эффекты 
обусловлены тем, что силы сопротивления среды вибрирующим те-
лам больше при их движении вниз, чем при движении вверх. Чем 
вызвано это различие? 

Можно представить себе два взаимно дополняющих объяснения 
такого различия в изучаемых здесь случаях. 

Первое объяснение предполагает, что слой среды относительно 
невелик, так что существенно влияние жесткого дна и свободной по-
верхности слоя. В этом случае можно предположить, что при движе-
нии трубы (или тела) вниз необходимо большее усилие для уплотнения 
нижележащей части слоя и «расталкивания» частиц среды в стороны, 
чем при движении вверх, когда необходим лишь подъем вышележа-
щих, близких к поверхности частиц. Подобное предположение исполь-
зовалось при исследовании вибрационного разделения сыпучих смесей 
в работе [49] и в ряде последующих работ. 
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а    б 

Рис. 6. К механизму всплывания тела в сыпучей среде иной плотности  
при вертикальной (а) и горизонтальной (б) вибрации 

Второе объяснение основывается на том, что тело с плотностью, от-
личной от плотности среды под действием вибрации достаточной ин-
тенсивности, совершает колебания относительно среды [2]. При этом в 
каждом периоде относительных колебаний в течение половины перио-
да возникает ситуация, когда частицы среды обрушиваются вниз и об-
разуют подпор, так что в следующем полупериоде тело должно не-
сколько приподниматься (рис. 6, а). 

Можно ожидать, что тот же эффект будет иметь место при гори-
зонтальной вибрации (рис. 6, б). В этом случае движение тела подобно 
его движению под действием вибрации вверх по наклонной плоскости, 
когда движение тела вниз затруднено или исключено. 

Подобное объяснение в случае вертикальной вибрации предложено 
Б.В. Левиным, который, однако, предполагал, что тело вообще не мо-
жет двигаться вниз [39, 40]. 

Отметим, что второе объяснение не предполагает близости тела 
к стенке, и оба объяснения остаются в силе также, если средняя плот-
ность тела не больше, а меньше плотности среды. Важно лишь отличие 
этих плотностей, обуславливающее относительное движение тела при 
вибрации. 

Заметим также, что рассмотренный механизм имеет сходство со 
способом, которым древние жители о. Пасхи (согласно гипотезе 
П. Павела и Т. Хейердала и их экспериментам с реальными объектами 
[50, 51]) передвигали и поднимали своих массивных каменных идолов 
(моаи). Отклонив с помощью веревок вертикально стоящую статую в 
одну сторону и разворачивая ее, они подкладывали под нее камни с 
другой стороны и, повторяя эти действия попеременно в разные сторо-
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ны (рис. 7), перемещали изваяния на расстояния до 18 км. Иначе гово-
ря, они использовали вертикальную кантовку, подобно тому, как пере-
двигают тяжелый шкаф.  

     

        а            б       в 
Рис. 7. Идолы о. Пасхи (а) и возможная схема их перемещения (б); вид сверху (в) 

Зигзагообразные траектории движения аналогичны траекториям 
всплывающего тела при горизонтальной вибрации (см. рис. 6, б). 

Высказывалась также гипотеза, что статуи могли перемещаться 
самостоятельно вследствие сильных ветров и высокой сейсмической 
активности в данном регионе (http://www.trizland.ru/trizba.php?id=363). 
Это соответствует легенде о том, что «моаи пришли сами». 

6. Модель эффектов всплывания тел в среде с сопротивлением 
типа сухого трения под действием вибрации 

В качестве простейшей модели эффектов, рассмотренных в п. 5, 
может быть предложена модель, показанная на рис. 8. Она представля-

ет собой тело массой m , связанное с непод-
вижной опорой пружиной жесткости с . Тело 
находится под действием вибрации в некото-
рой среде, сопротивляющейся ее относитель-
ному движению посредством силы типа су-
хого трения, большей при движении вниз 
(к стенке, ко дну), чем при движении вверх. 
Наряду с учетом сухого трения будем также 
учитывать архимедову силу, ориентируясь на 
рассмотрение разжиженного грунта. 

 
 

 
Рис. 8. Простейшая модель 
трубопровода – весомое 
твердое тело на пружине  

в сыпучей среде 
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Уравнение движения тела может быть записано в виде 

 0
1
2( ) ( ) sin ( ).b bvy cy vg t F yρ + ρ = − − ρ −ρ +Φ ω +&& &   (29) 

Здесь y  – координата тела, отсчитываемая от положения ненапряжен-
ной пружины; bρ  – средняя плотность тела; v  – его объем; 1

2 vρ  – при-

соединенная масса среды; ρ  – плотность среды; 0Φ  – амплитуда; ω  – час-
тота вибрационного воздействия; g  – ускорение свободного падения; 

( )F y&  – сила сопротивления движению частицы, определяемая соот-
ношениями 
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, 0,
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 (30) 

причем согласно сказанному F F− +> . Таким образом, исследование мо-
дели сводится к решению нелинейного неавтономного уравнения вто-
рого порядка. 

Уравнение (29) является квазилинейным, для его точного поэтап-
ного решения можно воспользоваться результатами теории вибраци-
онного перемещения. Однако можно получить более простое аналити-
ческое решение путем подхода вибрационной механики и метода пря-
мого разделения движений [2]. В соответствии с этим методом 
разыскиваем решение в форме 

 ( ) ( , )y Y t t t= +ψ ω , 0,ψ =  (31) 

где Y  – основная медленная, а ψ  – быстрая 2π  – периодическая 
по tτ=ω  составляющая, среднее значение которой за период равно 
нулю (угловые скобки здесь и ниже указывают на осреднение по τ  
за период 2π). 

Для нахождения функций Y  и ψ  вместо (29) получаются два 
уравнения 

 1
2( ) ( ) ( ) ,b bvY cY vg F Yρ + ρ = − − ρ −ρ + + ψ&& & &   (32) 

 0
1
2( ) sin ( ) ( ) ,b v c t F Y F Yρ + ρ ψ = − ψ +Φ ω + +ψ − +ψ& &&& & &   (33) 



Л.И. Блехман 
 

 68

первое из которых называется уравнением медленных, а второе – 
уравнением быстрых движений. Одним из достоинств метода прямого 
разделения движений является возможность приближенного решения 
уравнения быстрых движений без внесения существенной погрешно-
сти в уравнение медленных движений, представляющее основной ин-
терес. В данном случае будем пренебрегать в уравнении (33) силой ти-
па сухого трения F  по сравнению с другими силами, полагая, что они 
сравнительно велики. Тогда это уравнение примет вид 

  2 sin ,tψ +λ ψ =Φ ω&&   (34) 

где  

 2 1
2/ ( ) ,bc vλ = ρ + ρ  0

1
2/ ( )b vΦ = Φ ρ + ρ .  (35) 

Периодическим решением этого уравнения, удовлетворяющим усло-
вию 0ψ = , будет 

 sinA tψ = − ω , 2 2/ ( )A=Φ ω −λ .  (36) 

Процесс вычисления выражения ( ) ( )V Y F Y= +ψ& & &  – так называе-

мой вибрационной силы вполне аналогичен приведенному в п. 8.2.1 
книги [2], поэтому здесь на нем не останавливаемся. В результате по-
лучается 

 1 1
2

, ,

( ) ( ) ( )arcsin( / ) , ,

,

F Y A

V Y F F F F Y A Y A

F Y A

+

− + − +

−

− ≥ ω
= − − + ω ≤ ω

+ ≤ − ω

π

&

& & &

&

  (37) 

и уравнение медленных движений принимает вид 

 1
2( ) ( ) ( )b bvY cY vg V Yρ + ρ = − − ρ −ρ +&& & .  (38) 

Из этого уравнения определяется положение равновесия тела 
0 constY Y= = : 

 [ ]0
1 (0) ( ) ,bY V vg
c

= − ρ −ρ   (39) 

и поскольку согласно (37) 
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 1(0) ( )
2

V F F− += − ,  (40) 

то 

 0
1 1 ( ) ( )

2 bY F F vg
c − +

 = − − ρ −ρ  
.  (41) 

Нетрудно показать, что это положение равновесия устойчиво при 
условии (0) 0V ′ < , которое согласно (37) всегда выполняется. 

Из равенства (41) следует, что смещение тела вверх (а в случае 
трубы – ее прогиб) тем больше, чем больше разность сил сопротивле-
ния F F− +− , а при заданном F F− +−  – тем меньше, чем больше вес тела 
в среде ( )b bP vg= ρ −ρ . Увеличение этого веса с использованием при-
грузки различных типов является известным приемом, однако связано 
с дополнительными затратами и усложнением производства работ [36]. 

Согласно (37) при Y A≤ ω&  выражение ( )V Y&  представляется в виде 

1( ) (0) ( )V Y V V Y= +& & , 

где 1
1( ) ( )arcsin( / )V Y F F Y A− += − + ωπ& & , причем 1(0) 0V = . 

Таким образом, следуя [2], можно сказать, что в результате дей-
ствия вибрации, во-первых, сухое трение как бы превратилось в вязкое, 
а во-вторых, возникла некоторая дополнительная вибрационная сила 

(0)V , равная полуразности сил сопротивления F−  и F+ . Эта последняя и 
вызывает выпучивание трубы, а также всплывание твердых тел. 

Соотношения (38)–(41) справедливы при выполнении двух усло-
вий. Во-первых, если описываемое уравнением (38) движение действи-
тельно медленное. Это условие приводит к требованию 

 1
2/ ( )bc vλ = ρ + ρ << ω .  (42) 

Практика использования метода прямого разделения движений пока-
зывает, что обычно достаточно, чтобы было (3 5)ω> ÷ λ . Очевидно, что 
при выполнении этого условия величиной 2λ  в выражении (36) можно 
пренебречь. Второе ограничение связано с принятым при решении 
уравнения (33) предположением, что сила сопротивления F  мала по 
сравнению с амплитудой вынуждающей силы. Случаи, когда это не 
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так, представляют определенный интерес. В частности, согласно упо-
минавшейся в п. 5 гипотезе Б.В. Левина движение тела вниз при его 
колебаниях невозможно, что соответствует F− = ∞ . В этом, как и в пре-
дыдущем случае, можно воспользоваться точным решением, приве-
денным в книге [52] и в т. 4 справочника [53]. Не останавливаясь здесь 
на этом более сложном решении, отметим следующие вытекающие из 
него положения. 

1) Движение тела вверх при определенном положении y  проис-
ходит при условии  
  0 ( )b vg cy F+Φ > ρ −ρ + + ;  (43) 

2) Скорость движения возрастает по мере увеличения 0Φ . 
При расчетах трубопроводов иногда учитывается возможность их 

выпучивания вследствие потери устойчивости при действии осевых 
сил [38]. При проектировании морских трубопроводов необходимо, 
как показано выше, учитывать также появление при действии вибрации 
поперечных распределенных сил, которые могут быть направлены вверх. 
Согласно формуле (41), для того чтобы исключить выпучивание, связан-
ное с прогибом трубы, необходимо, чтобы запас отрицательной плавуче-
сти превышал полуразность сил сопротивления F−  и F+ . 

7. О случае колебаний объема среды вблизи тела 

Выше предполагалось, что задана либо амплитуда вибрации тела 
A  (пп. 1 и 2), либо амплитуда вибрационного воздействия 0Φ  (п. 6). 
Представляет практический интерес случай, когда задана амплитуда B  
и частота ω  колебаний объема среды окружающей тело. В этом случае 
амплитуда силы инерции, действующей на тело в его относительном 
движении, определяется соотношением 

 2
0 b vBΦ = ρ −ρ ω , (44) 

а амплитуда колебаний A  в задачах пп. 1 и 2, входящая в условия 
взвешивания, может быть оценена по формуле 

 0
21 1

2 2
.

( ) ( )
b

b b

A B
v

ρ −ρΦ
= =

ρ + ρ ω ρ + ρ
  (45) 
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Что же касается среды с сухим трением (п. 6), то условие всплывания 
тела (43) может быть записано в виде 

 ( )2 sign .++
ω > ⋅ ρ −ρ +

ρ −ρb
b

cy FB g
v

 (46) 

Отсюда следует, что чем больше разность между плотностями bρ  
и ρ , тем меньшее ускорение колебаний требуется для начала всплытия 
тела. И, наоборот, при bρ ≈ρ  для всплытия тела, а также для его зави-
сания в жидкости (пп. 1 и 2) необходимо весьма значительное ускоре-
ние 2Bω . 

8. О парадоксе «непотопляемости» конкреций 

Одна из загадок, связанных с глубоководными железомарганцевы-
ми конкрециями, состоит в том, что, имея плотность ρ = 1,91–1,5 г/см3, 
они в течение тысяч и миллионов лет располагаются на поверхности 
и отчасти в слое значительно менее плотного (ρ =1,1...1,4 г/см3) придон-
ного ила (см. рис. 5, в). При этом конкреции не перекрываются пелаги-
ческими осадками, которые накапливаются со скоростью, на несколько 
порядков превышающей скорость роста конкреций. 

В числе гипотез, объясняющих это явление, назывались: деятель-
ность донных организмов, выталкивающих и переворачивающих кон-
креции; встряхивание донных отложений сейсмическими толчками; пе-
реворачивание и перекатывание конкреций сильными придонными те-
чениями, их вымывание из осадков; сползание грунтов по направлению 
уклона поверхностей [42–47]. 

Приведенное выше исследование свидетельствует в пользу пред-
положения о том, что определяющим фактором, объясняющим непото-
пляемость конкреций, являются вибрационные воздействия. Можно 
считать достоверным, что такие воздействия реально имеют место. Не-
которые из них, изменяя свою интенсивность, присутствуют постоян-
но, другие – как сейсмические – накладываются на этот фон в виде 
время от времени возникающих колебаний. 

Таким образом, непотопляемость конкреций скорее всего отно-
сится к группе эффектов, которые можно назвать вибрационной инвер-
сией силы тяжести. Некоторые из них были упомянуты в п. 5. 
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Выполненное здесь исследование можно рассматривать как про-
стейшую модель, описывающую механизм эффекта «непотопляемо-
сти» конкреций. 

9. Обобщение: проблема поведения вибрирующих твердых  
и деформируемых тел вблизи поверхности раздела двух сред 

(плавучесть вибрирующих тел) 

Выполненное исследование дает повод поставить следующую за-
дачу механики. 

Вблизи поверхности раздела двух сред, одна из которых может 
быть, например, твердым телом, а другая жидкостью или газом, сопро-
тивление движению тела в направлении границы может отличаться от 
сопротивления в противоположном направлении. Тогда в результате 
вибрации тела возникает средняя (вибрационная) сила, направленная 
в сторону наименьшего сопротивления.  

 

 
Рис. 9. Динамическое равновесие «тяжелого» тела  

на поверхности колеблющейся жидкости  
(«вибрационная плавучесть» неплавучего тела) 

Так, например, колебания тела вблизи свободной поверхности 
жидкости в гравитационном поле вызывают дополнительную (по от-
ношению к архимедовой) выталкивающую силу, которая повышает 
плавучесть тела. Такая сила может обеспечить поддержание на плаву 
тела, более плотного, чем жидкость. Это подтверждается нашими экс-
периментами (рис. 9) [7] и может также служить объяснением распо-
ложения значительной части конкреций на границе раздела воды и ила. 
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Задача состоит в определении указанной вибрационной силы 
и исследовании соответствующего движения или равновесия тела. 

Естественно, что поставленная проблема представляет общефи-
зический и прикладной интерес. 

Выполненное исследование представляет один из частных случа-
ев общей проблемы. Как другие частные случаи могут рассматриваться 
задачи о погружении пузырьков газа в колеблющуюся жидкость [7, 8, 
25, 26]. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 13–08–01201). 
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