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Современные знания в области механики разрушения являются ключевыми при 
решении проблем безопасности и прочности объектов с трещиноподобными поврежде-
ниями различной природы происхождения. Нелинейная механика разрушения при ана-
лизе напряженно-деформированного состояния в области вершины трещины базирует-
ся на одно- и двухпараметрическом подходах. Классические однопараметрические ис-
следования предполагают изучение сингулярных величин, включающих контурный, 
независящий от пути интегрирования J-интеграл, коэффициент интенсивности напряже-
ний (КИН) и т.д. Значения КИН и J-интеграла являются взаимозависимыми. Большой 
популярностью пользуются комбинированные методы на основе союза численных, экс-
периментальных и аналитических расчетов, которые позволяют получить максимально 
четкое описание параметров механики разрушения. Вычисление J-интеграла в конечно-
элементных моделях методом реакций или напряжений является весьма эффективным, 
но для этого необходимы достаточно точные аналитические представления контурного 
J-интеграла. Существуют определенные ограничивающие условия при получении по-
добных формул. В многочисленных научных работах доказано, что J-интеграл в боль-
шинстве случаев не зависит от пути интегрирования, но весьма зависим от способов 
описания параметров напряженно-деформированного состояния, а также их производ-
ных, от размерности задачи и от степени удаления контура интегрирования от вершины 
трещины. В данной работе проведен обзор и приведены авторские исследования кон-
турных интегралов в нелинейной механике разрушения для трех случаев: классическое 
решение Хатчинсона – Розенгрена – Райса (ХРР), контурные интегралы в градиентной 
теории пластичности и вычисление J-интеграла для общего случая, когда компоненты 
напряжений и перемещений являются функциями трех декартовых координат. Выведен 
обобщенный контурный J-интеграл, используемый для характеристики нелинейного
амплитудного множителя. 

 
© ПНИПУ

 
 
 

 
 Тартыгашева Анастасия Михайловна – к.ф.-м.н., с.н.с, e-mail: TartigashevaA@mail.ru,  

: 0000-0003-4067-3333. 
 
Anastasiia M. Tartygasheva – CSc in Physical and Mathematical Sciences, Senior Researcer,  
e-mail: TartigashevaA@mail.ru, : 0000-0003-4067-3333. 

 
 



Тартыгашева А.М. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2022) 10–24 

 11

CONTOUR INTEGRALS IN NONLINEAR FRACTURE MECHANICS FOR MIXED  
FORMS OF DEFORMATION 

A.M. Tartygasheva 

Kazan Scientific Center of Russian Academy of Sciences, Kazan, Russian Federation 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 11 November 2021 
Approved: 23 June 2022 
Accepted for publication: 08 July 2022 

 

Keywords: 
mixed mode loading, stress singularity, 
crack, nonlinear fracture mechanics, 
invariant J-integral, path of integration, 
contour integral.  

 

Modern knowledge in the field of fracture mechanics is the first key knowledge in solving the 
problems of safety and strength of the objects with crack-like damages of the various origins. 
Nonlinear fracture mechanics in the analysis of the stress-strain state in the crack tip region is 
based on the one- and two-parameter approaches. The classical one-parameter studies involve 
the study of singular quantities, including a contour J-integral, independent of the path of integra-
tion, a stress intensity factor (SIF), etc. The values of the SIF and J-integral are interdependent. 
Combined methods are very popular, based on the union of numerical, experimental and analyti-
cal calculations, which make it possible to obtain the most clear description of the parameters of 
fracture mechanics. Calculation of the J-integral in finite element models, by the method of reac-
tions or stresses, is very effective, but this requires sufficiently accurate analytical representa-
tions of the contour J-integral. There are certain limiting conditions when obtaining such formu-
las. In the numerous scientific works, it has been proved that J is an integral in the most cases 
does not depend on the path of integration, but is highly dependent on the methods of describing 
the parameters of the stress-strain state, as well as their derivatives, on the dimension of the 
problem and on the degree of distance of the contour of integration from the crack tip. In this 
paper, we review and present the author's conclusions of the contour integrals in nonlinear frac-
ture mechanics for three cases: the classical Hutchinson – Rosengren – Rice solution (HRR),
contour integrals in the gradient theory of plasticity, and the calculation of the J-integral for a 
general case when the components of stresses and displacements are the functions of three 
Cartesian coordinates. A generalized J-integral is derived and used to characterize a nonlinear 
amplitude fac. 

 
© PNRPU

 
Механика разрушения в настоящее время является 

ключевой дисциплиной при решении проблем безопас-
ности и прочности объектов промышленно-граждан-
ского, военно-оборонного, авиационного, ракетно-кос-
мического комплексов, с трещиноподобными повреж-
дениями различной природы происхождения [1–3]. 
Современная научная мысль достигла высокой точки 
развития в области нелинейной механики разрушения. 
На сегодня предложено огромное количество новых 
моделей, методов, методологий, алгоритмов и способов 
решения проблем, возникающих при конструировании 
и эксплуатации конструкций и машин с учетом естест-
венно возникающих дефектов [4–7]. Для обоснования 
жизнеспособности предлагаемых идей по-прежнему 
используются уже доказанные и зарекомендовавшие 
себя на протяжении многих лет критерии прочности, 
трещиностойкости, живучести и долговечности различ-
ных механизмов и конструкций. Незыблемым остается 
то, что основные критериальные величины при этом 
зависят от параметров напряженно-деформированного 
состояния (НДС). Зависимость параметров напряженно-
деформированного состояния макро- и микроуровня рас-
сматривается с помощью введения последовательности 
окружностей определенного радиуса вокруг вершины 
трещины. Характерное отличие полученных таким обра-
зом зон в наличии различной сингулярности поля на-
пряжений. 

Современная механика разрушения основывается 
на одно- и двухпараметрическом подходах при анализе 

НДС в области вершины трещины [8; 9]. Однопарамет-
рические классические исследования предполагают 
изучение таких величин, как J-интеграл, коэффициент 
интенсивности напряжений и тд. Для более точного 
описания поведения материала в окрестности вершины 
надреза в зависимости от схемы нагружения, геометри-
ческой формы и размеров трещины необходимо также 
обратить внимание на несингулярные параметры стес-
нения деформаций: T-напряжение, h – параметр трехос-
ности, значения Q и Тz и другие. Многие из перечислен-
ных параметров имеют функциональную аналитиче-
скую зависимость друг от друга. 

Один из основных путей развития современной ме-
ханики разрушения, состоит в расчетно-эксперимен-
тальном исследовании параметров напряженно-деформи-
рованного состояния (НДС) в упругой и упругопластиче-
ской постановках. Нелинейная механика разрушения 
базируется на изучении сингулярного параметра, вве-
денного Rice [10–12] и Черепановым [8] для исследова-
ния свойств пластических деформаций в области вер-
шины трещины. Для упругопластических деформаций в 
вершине трещины при нормальном отрыве авторами 
J.W. Hutchinson, J.R. Rice, G.F. Rosengren найдены ана-
литические зависимости между параметрами НДС и  
J-интегралом [13–14]. Хатчинсон предложил рассмат-
ривать пластический коэффициент интенсивности на-
пряжений (КИН), связанный с J-интегралом, при опи-
сании НДС в упругопластической области вершины 
трещины. В условиях полномасштабной текучести  



Tartygasheva A.M. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2022) 10-24 

 12 

J-интеграл играет ту же роль, что и коэффициент ин-
тенсивности напряжений в линейной механике разру-
шения. В квазихрупком приближении J-интеграл анало-
гичен параметру КИН и поэтому может рассматривать-
ся как характеристика сингулярности локальных полей 
напряжений и деформаций в упругопластических телах 
с трещинами. В дальнейшем на основе пластического 
КИН авторами В.Н. Шлянниковым и А.В. Тумановым 
был найден способ определения упругопластических 
параметров НДС в вершине трещины в трехмерных те-
лах конечных размеров для условий смешанных форм 
деформирования [16]. Авторы работ [17; 18] исследовали 
пластический КИН как параметр сопротивления росту 
сквозных и поверхностных трещин при сложном напря-
женном состоянии и смешанных формах деформирования. 
При этом показано, что расчеты на основе пластического 
КИН позволяют осуществить однопараметрическую ко-
личественную оценку свойств сопротивления материала 
статическому и циклическому разрушению, не завися-
щую от влияния геометрии тела с трещиной и условий 
нагружения. КИН и J-интеграл взаимозависимые вели-
чины, которые вполне можно определить с помощью 
комбинированных методов, объединяющих численные 
и аналитические расчеты [1–2; 19–23]. При аналитиче-
ском представлении контурного интеграла, существуют 
определенные ограничивающие условия. J-интеграл не 
зависит от пути интегрирования, но весьма зависим от 
его интерпретации, поскольку включает несколько па-
раметров НДС, а также их производные. Контурный  
J-интеграл может содержать разное число слагаемых, в 
зависимости от того, учитывается ли только линейное 
перемещение в области вершины трещины или будут 
дополнительно рассматриваться вращательные эффек-
ты, т.е. роторные компоненты. Кроме того, подынте-
гральная функция контурного интеграла зависима от 
функционального представления компонент параметров 
НДС, от размерности задачи и от степени удаления конту-
ра интегрирования от вершины трещины. 

Во многих прикладных задачах основное внимание 
уделяется математическому описанию процессов де-
формирования и разрушения материалов [1; 14; 24–28]. 
Явное внимание к данному вопросу видно из огромного 
количества работ российских и зарубежных ученых с 
исследованиями поведения различных материалов при 
всевозможных типах нагружения в упругой, упругопла-
стической постановках и при ползучести. Если учесть 
тот факт, что при разрушениях в реальных конструкци-
ях реализуется смешанная форма деформирования, то 
возникает вопрос вычисления J-интеграла для опреде-
ления параметров разрушения при смешанных формах 
деформирования. В связи с этим в данной статье проде-
монстрирована интерпретация контурного J-интеграла 
при двумерных и трехмерных значениях компонент 
НДС, для зоны действия классического решения Хат-
чинсона – Розенгрена – Райса (ХРР) полей и для зоны, 
максимально приближенной к области вершины трещи-
ны, где реализуется градиентная теория пластичности. 

Выведен обобщенный контурный J-интеграл, исполь-
зуемый для характеристики нелинейного амплитудного 
множителя. 

 
1. Контурный J-интеграл Хатчинсона –  
Розенгрена – Райса 

 
При описании процессов разрушения чаще всего 

используются два критерия, а именно энергетический  
J-интеграл и δ – раскрытие трещины в вершине. Суще-
ствует линейная связь между этими двумя параметрами. 
Важной характеристикой считается независимость  
J-интеграла от пути интегрирования. Установлено, что 
неинвариантность J-интеграла возможна в зоне вокруг 
вершины трещины с радиусом менее 6δ. Таким обра-
зом, в нелинейной механике разрушения пользуются 
независимостью выбора контура и в качестве критери-
ального значения используют значение J-интеграла, 
характеризующее разрушение. 

В данной части представленной работы кратко сде-
лан обзор о классическом представлении J-интеграла и 
показана его авторская интерпретация. 

Объектом изучения является пластина бесконечных 
размеров с центральной сквозной прямолинейной наклон-
ной трещиной, находящаяся в поле двухосных напряже-
ний (рис. 1). Начало полярной системы координат распо-
ложено в геометрическом центре вершины трещины. 

 
Рис. 1. Пластина с наклонной прямой трещиной  

в поле двухосных напряжений 

Fig. 1. Plate with an inclined crack under biaxial loading 

В плоских задачах управляющими уравнениями счи-
таются уравнения равновесия и совместности деформа-
ций, записанные в полярной системе координат. Задача 
сводится к решению нелинейной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с использованием функ-
ций напряжений Эри. В решении используются комби-
нированные численно-аналитические методы. 

Считается, что трещина находится в условиях плос-
конапряженного или плоскодеформированного состоя-
ния в нелинейно упругой среде, которая несжимаема. 
Связь между перемещениями ui и деформациями ij  
описывается формулами Коши: 
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где ,r   – полярные координаты, связанные с вершиной 
трещины. 

Деформации выражаются через компоненты напря-
жений ij c помощью степенной функции. Например, при 
простом одноосном растяжении это закон Рамберга – 
Осгуда: 
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При сложном напряженном состоянии обобщенная 
модель Рамберга – Осгуда: 
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В вышеприведенных формулах E  – модуль упруго-
сти,   и n – константы упрочнения, 0  – предел теку-
чести, e  – эквивалентное напряжение, ν  – коэффици-
ент Пуассона. 

Исследователи J.W. Hutchinson, J.R. Rice, G.F. Rosen-
gren предложили при решении представлять поля НДС 
с учетом сингулярности. Асимптотические формулы или, 
как их еще называют, HRR-асимптотики определяются 
соотношениями (8)–(10): 
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где a  – полудлина трещины,      , ,ij ij iu       – без-

размерные угловые функции, J и nI  – интегралы, свя-
занные между собой линейной зависимостью (11), 
с коэффициентом пропорциональности, представлен-
ным через упругопластический коэффициент интенсив-
ности напряжений  Kp: 

 1 .n
p nJ K I   (11) 

По определению, J-интеграл выражается равенством: 

  , ,ij i i xJ Wdy n u ds


    (12) 

где Г – контур, окружающий вершину трещины, W – 
плотность энергии деформации, n1 и n2 – компоненты 
внешней нормали к контуру, dу и ds – приращение декар-

товой и криволинейной координат, ,
i

i x
uu
x





 – краткая 

запись частной производной компонент перемещений. 
Плотность энергии деформации определяется сле-

дующим образом: 
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С учетом всего вышесказанного авторы повторили 
вывод Хатчинсона – Розенгрена – Райса. Компоненты 
перемещений и напряжений в полярной системе коор-
динат являются функциями некоторых постоянных па-
раметров Kp и λ, которые имеют смысл собственного 
значения. Инвариантность J-интеграла возможна только 
при условии, когда    2 1 / 1 .n n     

Для удобства введем безразмерные величины: 
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где L – характерная длина (например, шкала длины гра-
диента деформации). 

Тогда поля параметров напряженно-деформирован-
ного состояния представляются в виде соотношений: 

      2 2, ;ij P ijr K r          (15) 

      2 2, , 1,2n
i P iu r K r u i      .  (16) 

Полученные соотношения (15)–(16) подставляются 
в уравнение (12), записанное в полярной системе коор-
динат с использованием безразмерных величин (16), 
а также вычисляются частные производные компонент 

перемещений u
х





 и ru
x





, используя формулу преобра-

зования sincos
х r r
   
  

  

  
 . 

В результате получается выражение (17) для вычис-
ления J-интеграла. 

 ,cos ij i i xJ Wr d n u rd
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Полученное уравнение (17) полностью повторяет 
решение, представленное классиками в своих работах. 
При выведении данной аналитической формулы авто-
ры обратили внимание, что уравнение (17) может быть 
получено при условии, когда частные производные 

u
r





 и ru
r





 не равны нулю. 

Однако структура формул (16) предполагает, что 

перемещения u


 и ru


 зависят только от параметра  , 

в связи с этим рассмотрен вариант, когда 0u
r






 и 

0ru
r







. При таком допущении авторы предлагают рас-

смотреть альтернативную форму записи J-интеграла 
в виде формулы (18): 
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31
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sin .
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r
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  (18) 

Основываясь на представлении (11), В.Н. Шлянни-
ков и А.В. Туманов провели подробное исследование 
контурного In-интеграла и упругопластического коэф-
фициента интенсивности напряжений Kp для нагружен-
ной прямоугольной пластины с центральной прямоли-
нейной сквозной трещиной (CCP) и для компактного 
крестообразного образца со сквозной прямолинейной 
трещиной в центральной части (CS) и для компактного 
образца в виде прямоугольной пластины с односторон-
ним боковым надрезом (CTS) при смешанных формах 
деформирования. 

Первостепенно авторы продемонстрировали четкую 
зависимость In-интеграла от пластических свойств ма-
териала и вида напряженно-деформированного состоя-
ния при различных видах нагружения. На рис. 2 показа-
на зависимость In-интеграла от параметра смешанности 

Mp. Из графика видно, что для всех видов нагружения 
при плоскодеформированном (ПД – 3D-planestrain) и 
плосконапряженном состоянии (ПНС – 2D-planestress) 
по мере увеличения пластичности материала уменьша-
ется значение In-интеграла. 

В указанной выше работе [30] авторы доказали, что 
во всех рассмотренных образцах, выполненных из од-
ного и того же материала, при смешанных формах де-
формирования упругопластический коэффициент ин-
тенсивности напряжений Kp весьма зависим от вида 
напряженно-деформированного состояния и от геомет-
рических характеристик (рис. 3). 

Анализируя полученные результаты, было решено 
продолжить изучение вопроса аналитического пред-
ставления контурного интеграла и рассмотреть более 
общую ситуацию, вычислить контурный J-интеграл при 
ином структурном представлении полей НДС и в зоне, 
максимально приближенной к вершине трещины, в мес-
те преобладания градиентной теории пластичности. 

 
2. Контурный J-интеграл в градиентной теории 
пластичности 

 
Суть градиентной теории пластичности заключает-

ся в том, что для определения прочностных характери-
стик материала рассматривается плотность дислокаций, 
которая может быть получена с помощью градиентов 
деформаций. Дефект изучается на микроуровне при 
максимальном приближении к краю области вершины 
трещины. Поля напряжений считаются зависимыми не 
только от самих деформаций, но и от их градиентов. 

Многочисленные экспериментальные исследования 
ряда авторов (H. Gao, Y. Huang, W.D. Nix, J.W. Hutchin-
son [31–32], N.A. Fleck, J.W. Hutchinson [37; 39], H. Gao, 
Y. Huang [31], P. Gudmundson [33], D. González, 
J. Alkorta, J.M. Martínez-Esnaola, Gil J. Sevillano [34; 35]) 
убедили в необходимости учитывать масштабные эффек-
ты при изучении поведения металлов конкретной геомет-
рии. Классическая теория пластичности не учитывала

 
                                                                      a                                                                                              b 

Рис. 2. Значения In  для ПНС (a) и для ПД (b) состояний в зависимости от параметра смешанности Mp 

Fig. 2. In values for PNS (a) and for PD (b) states depending on the mixing parameter Mp 
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                                                                 a                                                                                                    b 

 
с 

Рис. 3. Изменение коэффициента интенсивности упругопластических напряжений в (а) CS, (b) CS и (c) CCP  
при смешанном режиме нагружения 

Fig. 3. Variation elastic‐plastic stress intensity factor in (a) CS, (b) CTS and (c) CCP under mixed mode loading 

геометрические параметры рассматриваемых моделей, 
поэтому В.Л. Бердичевским [36] и E.C. Aifantis, 
M.H. Aliabadi, D.P. Rooke предложено применить тео-
рию пластичности на минимально возможных расстоя-
ниях от вершины трещины, что было поддержано в 
трудах [37–41]. Дальнейшие исследования авторов 
X. Pan, Y. Yuan, A. Panteghini, L. Bardella еще более 
убедили, что существующие проблемы деформирования 
и разрушения должны рассматриваться с учетом гради-
ентов деформаций. 

На данный момент известно о четырех модифика-
циях градиентной теории пластичности: H. Gao et al. 
[31; 32] сформулировали теорию механизма деформи-
рования в градиентной пластичности (Mechanism-based 
strain gradient plasticity – MSG); учеными N.A. Fleck и 
J.W. Hutchinson [37; 38] предложена феноменологиче-
ская теория (Strain Gradient Plasticity – SGP); затем 
P. Gudmundson [33] доработал SGP-модель; M.E. Gurtin 
[40] – является автором теории Distortion gradient 
plasticity (DGP). Подробный обзор данной теории пред-
ставлен в работах [29; 30]. 

Многочисленные асимптотические поля вокруг 
вершины трещины имеют автомодельные формы реше-

ния. Все эти поля управляются независимым от пути 
интегрирования J-интегралом. J.Y. Chen et al. [42] и 
M. Shi et al. [43; 44] сформулировали задачу для асим-
птотических полей вершин трещин с градиентом де-
формации, для этого использовали потенциал смеще-
ния, аналогичный полю HRR в классическая пластиче-
ской области. 

Главное отличие при вычислении контурного инте-
грала в рамках деформационной теории пластичности 
от решения ХРР заключается в том, что безразмерные 
компоненты полей НДС в формулах (15)–(16) зависимы 
от двух полярных координат, и амплитудный пара-
метр – упругопластический коэффициент интенсивно-
сти напряжений Kp – рассматривается как степенная 
функция координаты r формул (19)–(21). 

      
1

, ; ,N
ij P ijr K r r       (19) 

      
1

, ; , 1,2,N
i P iju r K r r i


       (20) 

   ,m
pK r Cr  (21) 

где 1/N n  – показатель деформационного деформи-
рования, C и m – произвольные константы. 
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Плотность энергии деформации (22) раскладывает-
ся на два слагаемых, характеризующих пластическую и 
упругую части. 

1
2 21 1 2

3 6 1

N
N

E p e kk eW W W
N

                   
.  (22) 

В результате получено аналитическое выражение 
для определения конкурного интеграла (23): 

 ,cos ij i i xJ Wr d n u rd
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Полученный обобщенный контурный J-интеграл 
используется для характеристики нелинейного ампли-
тудного множителя. Методика его применения и ре-
зультаты сравнения решений с помощью ХРР асимпто-
тик и решений, полученных в рамках градиентной тео-
рии пластичности, подробно описаны в работе [30]. 

На примере нагруженной прямоугольной пластины 
с центральной прямолинейной сквозной трещиной 
и компактного образца в виде прямоугольной пластины 
с односторонним боковым надрезом при смешанных 
формах деформирования авторами проиллюстрировано, 
что, как и для ХРР полей, в области доминантности 

градиентной теории пластичности (CMSGP) множите-
ли, определяющие контурный J-интеграл, чувствитель-
ны к свойствам материала. На рис. 4 видна монотонная 
зависимость пластического коэффициента интенсивно-
сти напряжений Kp от упругого коэффициента интен-
сивности напряжений KI, II в зависимости от показателя 
деформационного упрочнения N для плосконапряжен-
ного и плоскодеформированного состояний. 

В настоящее время достаточно широко описаны 
способы применения численных методов для вычисле-
ния J-интеграла. Способы описания полей напряжений 
и перемещений рассматриваются как в двухмерном, так 
и в трехмерном представлении для смешанных форм 
деформирования [24; 45–49; 50–51]. 

 
3. Контурный интеграл в пространстве 
при смешанных формах деформирования 

 
В данной части статьи рассматривается более общая 

ситуация: трещина несквозная и эллиптическая, находит-
ся в условиях смешанных форм деформирования (рис. 5). 
Параметры НДС, входящие в контурный J-интеграл, вы-
числяются в сферической и цилиндрической системах 
координат в трехмерном представлении. 

Плотность энергии деформации определяется по 
формуле (13), где , 1, 2, 3.i j   

Компоненты деформаций представляются следую-
щим образом: 

  , ,
1 ,
2ij i j j iu u    (24) 

где ,i ju  – частная производная компоненты перемеще-
ния iu  по координате ,jx  система координат показана 
на рис. 5. 

 
                                                                    a                                                                                           b 

Рис. 4. Поведение пластического Kp в зависимости от упругого KI, II для случая ПД и ПНС (a, b) для различных режимов  
разрушения и показателей деформационного упрочнения N 

Fig. 4. Behavior of plastic Kp as a function of elastic KI, II for the case of PD and PSS (a, b) for various failure modes  
and strain hardening indices N 
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Рис. 5. Координатная система в вершине трещины и контур 

 J-интеграла 

Fig. 5. The coordinate system at the crack vertex and the contour 
of the J-integral 

 
Рис. 6. Контур, перпендикулярный фронту трещины 3( 0)x   

Fig. 6. Contour perpendicular to the crack front 3( 0)x   

 
Рис. 7. Полярная система координат 

Fig. 7. Polar coordinate system 

 
Рис. 8. Сферическая система координат 

Fig. 8. Spherical coordinate system 

При трехмерном представлении для полного описа-
ния контурного интеграла выбираются два контура. 
Контур Г и контур  Ω С С  (рис. 5, 6), при этом кон-
тур определяется по формуле Г .C С     

Контурный интеграл для смешанных форм дефор-
мирования в трехмерной постановке запишется в сле-
дующем виде: 

 
   

 
 

,

3 ,Ω С
3

Г

.

k k ij i k jС

i i k

J s Wn u n d

u d
x


  


  






  (25) 

Компоненты полей НДС рассматриваются в поляр-
ной  ; ;    (рис. 7) и сферической  ; ;    системах 
координат (рис. 8). В частном случае, когда z  , сфе-
рическая система координат может быть представлена 
как цилиндрическая. Параметр   характеризует угол 
отклонения рассматриваемой точки на контуре фронта 
трещины от декартовой оси Ox. 

В уравнении (25) способ определения первого сла-
гаемого рассмотрен в п. 1–2 настоящей статьи, поэтому 
здесь основное внимание уделено вопросам определе-
ния второго слагаемого и взаимосвязи между компо-
нентами напряжений, представленных в различных сис-
темах координат. 

Используются следующие условные обозначения 
для компонент перемещений: 1 2 3; ;  u u u v u w    и 
для декартовых координат 1 2 3; ; .x x x y x z    

Для определения частных производных от переме-
щений воспользуемся формулами перехода от декарто-
вой системы координат. 

Цилиндрическая система координат: 

 2 2 2
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u u u
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Сферическая система координат: 
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Взаимосвязь между декартовыми сферическими 
компонентами напряжений определяется соотношения-
ми (28): 

2 2cos sin 2 sin cos ;xx zz zx            
;yy    

2 2cos sin 2 sin cos ;zz xx zx            

cos sin ;xy yz                                (28) 

cos sin ;zy yx          

   2 2cos sin cos sin .zz xx zx              

Для перехода от сферических или цилиндрических 
компонент напряжений к полярным записывается оди-
наковая система уравнений (29): 

;
2sinxz
 



 
   


 

 ;zz       (29) 

.
2cosyz
 



  
   

   
Полученные соотношения (26)–(29) позволяют оп-

ределить подынтегральную функцию второго слагаемо-

го уравнения (25), а именно 3 ,
3

i i ku
x




, индекс k прини-

мается равным 1. 
Для простоты вычисления вводятся условные обо-

значения: 3
1

i
i

u A
x


 


, тогда в сферической и цилиндри-

ческой системах координат получается: 
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: уравнения (30), част-

ная производная определится уравнением (31): 
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 (31) 

При подстановке формулы (31) в уравнение (25), 
с учетом формул (18) и (23) получается окончательное 
выражение для контурного J-интеграла в пространстве 
при смешанных формах деформирования. 

В качестве примера, демонстрирующего свойства  
J-интеграла в трехмерном случае, приведены графики 
зависимостей из работы [70]. В данной работе авторами 
рассмотрено эксплуатационное повреждение насадного 
диска в радиусном сопряжении шпоночного паза в виде 
четвертьэллиптической трещины. 

На рис. 9, a, показаны распределения In по двум на-
правлениям: на торцевой поверхности ступицы (точка а) 
и на внутренней поверхности шпоночного паза по тол-
щине ступицы (точка b) в зависимости от нормированно-
го размера трещины, и на рис. 9, b, распределения пла-
стического коэффициента интенсивности напряжений Kp 
вдоль фронта трещины для двух геометрий дефектов. 

Анализ результатов показал, что значения In на сво-
бодной поверхности наиболее высокие. Параметр Kp по-
казывает чувствительность к геометрическим размерам 
трещины. 

 
4. Контурный интеграл при смешанных формах 
деформирования в условиях ползучести 

 
Эксплуатация машин и механизмов достаточно час-

то происходит с появлением дефектов в условиях уста-
лости и ползучести. Подобные явления малоизученны. 
Основоположниками исследований в данной области 
являются Л.М. Качанов и Ю.Н. Работнов. В дальней-
шем Q. Meng, J.W. Hutchinson, J.L. Bassani, S. Murakami 
сконцентрировались на вопросах изучения микромеха-
низмов разрушения, в том числе при термомеханиче-
ском нагружении. Самый сложный вопрос касается 
прогнозирования роста трещины. В подробных иссле-
дованиях, описанных в трудах A. Saxena, K.B. Yoon, 
J.L. Bassani, продемонстрировано, что в условиях пол-
зучести наиболее подходящим параметром, описываю-
щим поведение среды, является С-интеграл, предло-
женный в работе J.D. Landes аналогично J-интегралу 
в условиях развитой пластичности. 
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                                                                   a                                                                                            b 

Рис. 9. Распределение In и пластического КИН в зависимости от (а) размера трещины и (b) вдоль фронта трещины 

Fig. 9. Plastic SIF distributions as a function of (a) crack size and (b) crack front angle 

Уравнения для определения С-интеграла 

Параметр Первая стадия 
ползучести 

Вторая стадия 
ползучести 

 (Ct) SSC Ct Маломасштабная 
ползучесть  (Ct) avg 
Переходная 
ползучесть tTp tT 

C* (t)  C* Развитая 
ползучесть C* (t) (Ct) avg 
 
Подробный анализ существующих представлений  

С-интеграла приведен в работе Н.В. Бойченко [54] для ма-
ломасштабной, переходной и развитой ползучести в первой 
и во второй стадиях и обобщен автором в форме таблицы. 

Огромная многолетняя систематическая работа по 
изучению вопросов поведения материалов в условиях 
усталости и ползучести проделана коллективом авто-
ров во главе со В.Н. Шлянниковым Первостепенно 
авторы [54–62], основываясь на расчетно-экспери-
ментальных исследованиях, показали эффективность 
использования пластического коэффициента интен-
сивности напряжений для интерпретации скорости 
роста трещины при смешанных формах разрушения 
для образцов различной геометрии с прямолинейными 
иповерхностными трещинами. В.Н. Шлянников и 
А.В. Туманов показали, как можно выразить асимпто-
тические поля НДС через параметр коэффициента ин-
тенсивности напряжений при ползучести. В результате 
представлен алгоритм нахождения контурного In-ин-
теграла в области вершины трещины с учетом локали-
зованной и развитой нелинейности при ползучести, 
уточнена формула определения С*-интеграла через 
параметры скоростей перемещений на линии нагруже-
ния для условий интенсивной ползучести, а также 
представлена новая формулировка характеристики 
сопротивления разрушению в виде коэффициента ин-
тенсивности напряжений для условий маломасштаб-

ной и развитой ползучести для прямолинейных и кри-
волинейных по фронту сквозных и поверхностных 
трещин в экспериментальных образцах. Поскольку 
стадия установившейся ползучести проявляется как 
идеальная пластичность, данными авторами в даль-
нейших работах предложено вычислять C*-интеграл 
из решения для J-интеграла с помощью замены ком-
понент деформаций на их скорости. В работах [47–57] 
продолжено исследование поведение параметров пол-
зучести и сопротивления разрушению в трехмерных 
задачах конечной толщины с использованием уравне-
ний эволюции повреждений. Модель повреждения 
представлена с использованием формулировки, осно-
ванной на напряжениях. С помощью метода конечных 
элементов проанализированы изменения напряжения 
ползучести и управляющего параметра вершины тре-
щины в терминах In-интеграла ползучести по времени 
и изменения повреждений ползучести, рассмотрены 
вариации контура повреждения ползучестью и управ-
ляющих параметров вершины трещины в терминах 
интеграла ползучести по времени, а также размера 
трещины. Обсуждается применение ранее введенного 
коэффициента интенсивности напряжений ползучести 
в качестве чувствительного к повреждению ползуче-
сти параметра взаимодействия ползучести и усталости. 
Далее исследования с использованием C-интеграла 
продолжено в работе [48], получено единое уравнение 
скорости роста трещины с использованием эквива-
лентного нелинейного коэффициента интенсивности 
напряжений, малоцикловой усталости и свойств мате-
риала ползучести при повышенной температуре. 

Контурные интегралы J и C* содержат в явном виде 
параметры In и Kp, в связи с чем в научных исследова-
ниях акцент делается на демонстрации результатов вы-
числений для этих параметров. Выше приведены де-
монстрационные примеры для контурных интегралов 



Tartygasheva A.M. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2022) 10-24 

 20 

 
                                                                           a                                                                                      b 

Рис. 10. Поведение контурного In интеграла и коэффициента интенсивности напряжений при ползучести для моделей на основе 
напряжений (а) и на основе деформаций (b) 

Fig. 10. Behaviour of creep In-factor and Creep stress intensity factor for (a) stress–based and (b) ductility–based models 

в плоских и трехмерных задачах в условиях пластич-
ности и градиентной пластичности. В данной части 
продемонстрированы графики зависимостей величин 
In и Kp от различных параметров при смешанных фор-
мах деформирования (рис. 10) в условиях ползучести 
для различных степеней поврежденности, представ-
ленные в работе [49]. 

Из графиков видна прямая зависимость контурного 
интеграла от степени поврежденности, эти эффекты 
особенно заметно проявляются с увеличением времени. 

Заключение 
 
В представленной работе получены аналитические 

формулы для контурных интегралов в нелинейной ме-
ханике разрушения для плоских и трехмерных задач 
при смешанных формах деформирования в условиях 
пластичности и ползучести. Описан обобщенный кон-
турный J-интеграл в рамках градиентной теории пла-
стичности. Представлен обзор задач с применением 
контурных интегралов. 
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